grande ressemblance avec la formule de Riemann
pour lafonction (x) et qui permettent de prou-
ver un analogue de la conjecture de Riemann
pour une autre sorte de fonctions zéfa. Mais en
ce qui concerne '’hypothése de Riemann elle-
méme, ce type de tentatives n’avait jusqu’a pré-
sent fourni aucun résultat.

Depuis 2000, sur la base d’une idée de Jon
Keating et Nina Snaith, de 'université de Bristol,
on utilise des matrices aléatoires pour modéliser
la fonction zéta sur la droite critique. En se fon-
dant sur l'analogie entre ces objets complete-
ment différents, les mathématiciens formulent
des conjectures qui, espere-t-on, fourniront
d’autres pistes pour apporter une réponse défi-
nitive a la conjecture de Riemann.

Une autre tentative un peu plus facile a
saisir fait appel a une étonnante propriété
d’approximation de la fonction zéta. En 1975,
le mathématicien russe Serguei Voronin
prouva que la fonction zéta peut approcher
aussi précisément qu’on le veut n’importe
quelle fonction (suffisamment réguliere) sur
un petit domaine. C’est le célebre théoreme
d’universalité de Voronin. Explicitons un peu
ce résultat spectaculaire.

Soit une fonction f(s) définie sur un petit
disque K, situé n’importe ou dans la moitié
droite de la bande critique. Supposons que f
n’ait aucun zéro dans K et qu’elle y soit analy-
tique (développable en série de puissances
entiéres). Alors pour tout €>0, aussi petit soit-
il, il existe un nombre réel >0 tel que la diffé-
rence entre { (s+it) etf(s) soitinférieure 4 € en
valeur absolue, et ce pour tout s de K. En
d’autres termes, on peut trouver t tel que
{ (s +it) soit aussi proche que 'on veut de f(s).

UNE PORTE VERS L'UNIVERSALITE

On montre méme qu’il existe une infinité
de nombres t vérifiant cette approximation
pour une fonction fet un nombre € donnés. En
quelque sorte, la fonction zéta contient donc
dans ses valeurs des informations sur toutes
ces fonctions f. Un peu comme s’il s’agissait
d’un atlas contenant toutes les cartes pos-
sibles... C’est pourquoi on résume le théoreme
d’universalité de Voronin en disant: «Qui
connait la fonction zéta connait le monde. »

Cette propriété d’'universalité fournit en retour
des renseignements sur la fonction zéta elle-méme.
Si en effet la conjecture de Riemann est correcte,
Cest-a-dire que tous les zéros non triviaux de ¢ (s)
se trouvent sur la droite critique, on peut appliquer
le théoréeme d’universalité & {(s) et il en résulte
que la fonction zéta s’approxime elle-méme - on
en déduit qu’elle est autosimilaire, comme le sont
les fractales (figures géométriques qui, quel que
soit le grossissement choisi, gardent le méme
aspect). Réciproquement, si on prouvait que
la fonction zéta est autosimilaire, la validité
de la conjecture de Riemann en découlerait.

L'hypothése qui valait un million

LA FORMULE DE RIEMANN POUR TT(X)

0

m(x) +

n=2 u2—1)Inu

1 oo
1) =lin) —Z (li(xP) + li(x"-?)) +/ _du

n 5 e u(

Cette formule relative au nombre m(x) de nombres premiers inférieurs a x est
valable pour tout x = 2 qui n'est pas une puissance d'un nombre premier p (dans
ce cas particulier, on doit ajouter a gauche 1/(2k) pour la contribution de x=p*).
La somme dans le membre de droite est a effectuer sur tous les zéros p non
triviaux de la fonction zéta ayant une partie imaginaire positive. La somme dans
le membre de gauche est en réalité finie, car dés que la n-ieme racine de x est
inférieure a 2, le n-ieme terme est nul (ainsi que les termes suivants).

Si I'on veut vraiment calculer m(x) a I'aide de cette formule (avec un ordinateur),

on doit remplacer les deux sommes par des sommes partielles ne contenant qu'un
nombre fini de termes. Or méme lorsqu'on ne prend en compte que les

10 premieres valeurs de n et les 30 premiers zéros de la fonction zéta, on obtient
une excellente approximation de T(x) (voir le graphique ci-dessous). L'écart entre
cette approximation et la valeur exacte (en bleu) est a peine supérieur a 200,
méme autour de x=50 millions. En revanche, I'approximation donnée par la formule
de Gauss (en rouge) devient de plus en plus mauvaise a mesure que x augmente.

Erreur commise sur Tt (x)
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© Peter Meier

Le mathématicien danois Harald Bohr
(frere du physicien Niels Bohr) est a 'origine
de cette observation, dans les années 1920.
Mais, faute du théoreéme d’universalité, il
n’avait pu en donner une preuve. Celle-ci a été
fournie par le mathématicien indien Bhaskar
Bagchi au début des années 1980.

Beaucoup d’autres reformulations de la
conjecture de Riemann sont aujourd’hui
connues, mais une preuve semble pourtant tou-
jours aussi éloignée. Bien stir, si la conjecture
était fausse, il suffirait de trouver un seul contre-
exemple. Les mathématiciens cherchent aussi
dans cette direction. Andrew Odlyzko, a 'univer-
sité du Minnesota, Herman te Riele, au centre de
recherche en informatique d’Amsterdam, et
d’autres ont calculé jusqu’a présent plus de
100 milliards de zéros de la fonction zéta: ils se
trouvent tous sur la droite critique Re(s) =1/2.

Mais ces vérifications numériques ne
constituent pas une preuve de ’hypothese de
Riemann. Face a 'infinité des nombres, ce a
quoi le raisonnement humain et ’ordinateur
peuvent accéder n’est qu’une minuscule
goutte dans 'immensité de ’océan. Le million
de dollars attend toujours son destinataire,
mais cette somme ne représentera pas grand-
chose comparée a la satisfaction d’avoir résolu
le probleme. m

POUR LA SCIENCE HORS-SERIE N° 103 / Mai-Juin 2019/ 75



Comment déterminer
les nombres premiers? Depuis
PAntiquité, plusieurs formules
ont été proposées pour
les calculer.

Certaines sont élégantes,
d’autres plus complexes, mais
elles ont souvent pour défaut de
ne donner que quelques
nombres premiers.

LES PREMIERS DE LA CLASSE

D’autres encore donnent
une infinité (théorique)
de nombres premiers, mais
les valeurs qu’ils prennent
croissent trop vite.

On peut néanmoins
s’en inspirer pour faire mieux,
notamment en ajustant tres
finement les parametres
des formules.

SIMON PLOUFFE

professeur a PIUT Informatique
de Nantes, coauteur de
PEncyclopédie en ligne des suites
de nombres entiers (OEIS).

Depuis des millénaires, les mathématiciens congoivent des
formules pour calculer des nombres premiers. En janvier 2019,

une formule élaborée par I'auteur a généré une séquence
de 100 nombres premiers. C’est un record! Explications.

e 7 décembre 2018, un record été battu, celui
du plus grand nombre premier connu.
28258998 — 1 qui comporte pres de 25 millions de
chiffres en écriture décimale. On doit cette per-
formance (la vérification est en cours) au Gimps,
le Great Internet Mersenne Prime Search. Ce pro-
jet fondé par George Woltman réunit des
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volontaires mettant a disposition leur ordina-
teur pour un calcul, distribué, des nombres pre-
miers dits de Mersenne (voir Pencadré page 79),
c’est-a-dire de la forme 27 -1, p étant un nombre
premier. On disposerait donc d’une formule
pour déterminer les nombres premiers?

UNE FORMULE, MAIS LAQUELLE?

Ce n’est pas aussi simple, notamment
parce que tous les nombres premiers ne sont
pas de la forme de Mersenne, tant s’en faut. La
question se pose donc toujours: y a-t-il une
formule pour les nombres premiers? La
réponse est... oui et non.

Et d’abord qu’entend-on par formule? Par
exemple, ce peut étre une formule dite close
comme celle trouvée par le Suisse Leonhard
Euler en 1772: p(n) =02+ n +41. Pour n entre O

© Gérald Tenenbaum/Editions Dunod



Quelques milliers de segments

de méme longueur sont mis bout
a bout, avec des angles successifs

proportionnels a la suite des

nombres premiers. Ces derniers

se comportent, localement, comme

des nombres au hasard.
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LES PREMIERS DE LA CLASSE

et 39, elle délivre 40 nombres premiers d’affilée:
41, 43,47, 53,61, 71, 83,97,113,131, 151, 173,
197,223,251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503,
547,593,641,691,743,797,853,911,971,1033,
1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523 et
1601. De plus, la formule est élégante et simple,
mais elle a ses limites. Pour n =40, on
trouve 1681... qui est 412.

En 2010, Frangois Dress et Bernard Landreau
en ont trouvé une meilleure, mais plus compli-
quée (voir ci-dessus). Avec ce polyndéme, on
obtient des nombres premiers pour n compris
entre —42 et 15. La recherche de ce polynome a
tout de méme demandé six mois d’efforts avec
une batterie d’ordinateurs.

Est-ce donc si difficile de produire une for-
mule qui donnerait quantité de nombres pre-
miers? La question a été close une bonne fois
pour toutes en 1947, quand William Mills a publié

Par tous les moyens, on cherche
a calculer les nombres premiers,
avec une fortune diverse.

Auteur(s) Année Commentaire Efficacité Nombres
calculés
: 5 -276 Crible q -
Eratosthéne 3-194 d'exclusion Pratique Infini calculable
Nombres
Mersenne 1536 premiersdela | Pratique, exact 51
forme 2°-1.
Produit des
Petit théoréme premiers Ao
Fermat 1640 de Fermat probables Infini calculable
faibles
Euler 1772 RO Cl] Pratique 40
second degré 9
Mills 1947 sl Pratique Moins de 10
exponentielle q
. Super q .
Wright 1951 exponentielle Pratique Moins de 5
. Formule qui &l 5
Wilson vers 1780 utilise p! Théorique Trés peu
Jones, Sato, Polynéme de AR 5
Wada et Wiens | 1976 degré25a26 | Théorique Trés peu
John H. A R
Conway 1987 Fractran Théorique Trés peu
Rowland 2008 Récurrence Théorique Trés peu
F. Dress et Polynéme de q
B. Landreau 2010 degré 6 Bratiglie 58
Benoit Perichon A P
etal 2010 progression Pratique 26
: arithmétique
Programme -
. Pri e . Infini calculable
Tomf.\s Oliveira 2019 crible Le plus rapide surun
eSilvaetal. d'Eratosthéne connu org::r;stjur
optimisé
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une formule qui peut donner un nombre arbi-
traire de nombres premiers. Si A = 1,306377883
8630806904686144926... alors | A3"| donne une
suite arbitraire de nombres tous premiers. Ici |x|
indique que l'on prend la partie entiere du
nombre x. La suite débute ainsi: 2, 11, 1361,
2521008887... Cependant, les valeurs augmen-
tent tres vite, le 8° terme a déja 762 chiffres, et le
20¢ environ six milliards!

En 1951, le Britannique Edward Wright en
proposait une autre, si g, = a = 1,9287800... et
g, ., =2nalors |g . |=|2-2*"| est toujours premier.
Les nombres premiers consécutifs sont unique-
ment représentés par a.. La suite obtenue est 3,
13,16381...1e 4° terme a plus de 4932 chiffres et
personne n’a os¢ calculer le 5°...

Ainsi, ces deux suites produisent bien une
infinité de nombres premiers, mais le taux de
croissance décourage les plus téméraires. Peut-on
élaborer des formules fournissant une suite de
nombres premiers de longueur arbitraire, mais
avec un taux de croissance raisonnable?

LE TABLEAU DE CHASSE

Le «tableau de chasse» ci-contre récapitule
des formules et des procédés pour les nombres
premiers. I’infini calculable mentionné signifie
que le calcul ou procédé peut se dérouler jusqu’a
ce que les ressources s’épuisent. Par exemple, le
programme Primesieve est le plus rapide. Il peut
produire tous les nombres premiers jusqu’a
1000 milliards en 52 minutes sur un ordinateur
moyen. Dans sa version courante, la liste peut aller
jusqu’a 2%, soit 1,844x10%, mais les nombres
réclament 4,1 exaoctets d’espace pour étre stoc-
kés... Ce programme est fondé sur le crible d’Era-
tosthene, du nom d’un mathématicien grec du
11° siecle avant notre ere. Cet algorithme procede
par élimination: on supprime parmi les nombres
de 22 Ntous les multiples d’'un entier de sorte qu’a
la fin il ne reste que les nombres premiers.

Linfini calculable du crible d’Eratostheéne, &
’époque de son inventeur, était d’'un autre ordre,
etrelevait plus du calcul manuel. La méme chose
s’applique pour le petit théoreme de Fermat selon
lequel si p est un nombre premier et si a est un
entier non divisible par p, alors @' - 1 est un mul-
tiple de p. Les nombres premiers produits par ce
théoreme sont probables et faibles. Si p est tres
grand, il constitue néanmoins un test probabiliste
pratique de la primalité d’un nombre candidat.

Quant aux nombres de Mersenne (de la
forme 27~ 1), ils sont limités par la taille de p.
Pour tester un seul exposant dans la liste des can-
didats, un voire deux mois de calcul intensif sur



http:/www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/people/Abb.4 fromH Loeffel, Blaise Pascal, Basel: Birkhduser 1987.DSB 9, 316-322.

LES NOMBRES
DE MERSENNE

arin Mersenne (1588-1648),
M ou Marinus Mersenius,
appartenait a I'ordre
religieux des Minimes. Erudit,
philosophe et mathématicien,
il a défini les nombres qui portent
son nom. lls sont de la forme 27 -1.
Certains parmi eux sont des
nombres premiers. Pour ce faire,
p oit lui-méme étre un nombre
premier, cette condition étant
nécessaire, mais pas suffisante.
Les premiers nombres de
Mersenne premiers sont 3 (22-1),
7 (22-1), 31 (25-1), 127 (2'-1)...
Mersenne a calculé (avec quelques
erreurs) de tels nombres premiers
jusqu'a I'exposant 257. Depuis, c'est
la course au plus grand nombre
de Mersenne premier, le dernier
en date étant pour p = 82589 933.
Avec ses 24 862 048 chiffres,
le nombre obtenu est aussi le plus
grand nombre premier connu.

un ordinateur puissant sont nécessaires. Pour
cette raison, le Gimps distribue les calculs. On
peut faire mieux!

Pour ce faire, une premiere approche consiste
a construire une suite basée sur la représentation
en base 10 avec, par exemple, a , =10a , et
a,=7,3327334517988679. On obtient 7, 73, 733,
7333, 73327, 733273... une suite certes de
nombres premiers, mais qui s’arréte vite, faute de
termes de cette forme qui soient plus grands.
C’est'une des quelques suites connues et la plus
étendue. Une autre base bien supérieure a 10,
mais de taille fixe, sera forcément prise en défaut,
notamment a cause de I’écart entre les nombres
premiers qui croit rapidement.

Avec une fonction qui croit plus rapidement,
comme #" on obtient de meilleurs résultats, par
exemple avec ¢=0,265588372943143390897129

Un record pour les nombres premiers

Marin Mersenne, un religieux a la culture
encyclopédique.

D. FRIDMAN ET AL., A prime-
representing constant,

The American Mathematical
Monthly, vol. 126, pp. 70-73, 2019.

Le plus grand nombre premier
connu: http://bit.ly/82589933

Le site de Simon Plouffe:
http://plouffe.fr

L’OEIS: https://oeis.org/

45366546... et a_ = |cn"|. Elle s'arréte au bout de
19 termes, ici de a, a a,,. C’est la meilleure qui a
été trouvée. Les premiers nombres premiers a,
sont: 7, 67, 829, 12391, 218723, 4455833,
102894377, 2655883729... Et le dernier:
1551723179991864497606172809.

Encore une fois, et pour les mémes raisons,
le procédé cesse de fonctionner au bout d’un
moment. La méthode (voir lencadré page sui-
vante) est fondée sur un programme personnel.

Dans la seconde approche, on considere des
formules du type de Mills, celle de Wright étant
écartée, car elle croit trop vite. Le probleme
devient alors de trouver une fonction qui croit
suffisamment lentement pour produire une suite
de premiers de longueur arbitraire.

Prenons la suite ¢, =a > - a, +1, dite de
Sylvester (A000058 dans le catalogue OEIS, 'en-
cyclopédie en ligne des suites de nombres
entiers). Cette suite commence ainsi, avec aO:Z:
a =2,3,7,43,1807,3263443,10650056950807...
Tous ne sont pas des nombres premiers
(1807=13 X 139), mais étonnamment, la somme
des inverses de ces termes 1/2+1/3 + 1/7+1/43+
1/1807+1/3263443... est égala 1. On peut ensuite
se demander si 'on peut trouver un @, non plus
entier, mais réel, qui produise des nombres pre-
miers. 11 suffirait d’utiliser la fonction «partie
entiere» |x]. La réponse est oui.

Aveca,=1,6181418093242092,a =2,3,7,43,
1811, 3277913, 10744710357637... La crois-
sance est bien inférieure a celle de la formule de
Mills et a fortiori a celle de Wright. Chaque terme
a environ deux fois la taille du précédent, ce qui
conduit tout de méme a a,, = 9,838... x 10'%.

Peut-on choisir 'exposant dans la formule pré-
cédente de sorte que la croissance soit encore plus
lente? Oui, grace au recuit simulé, on trouve assez
rapidement ceci: si a,=43,80468771580293481...
et en utilisant ’arrondi de x noté {x}, on obtient
=a . C’est maintenant la suite
A323176 du catalogue OEIS: S =113, 367, 1607,
10177, 102217...

Cela semble fonctionner! Faisons mieux
avec un exposant plus petit et un a, choisi soi-
gneusement. Par exemple, si a =a """ et
,=100000000000000000000000000000049,3
1221074776345... on obtient la suite ci-dessous:
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LES PREMIERS DE LA CLASSE

Avec un exposant égal a 3/2 et
a,=2,038239154782... on obtient la suite de

nombres premiers ci-dessus.

C’est désormais la suite A323611. Un autre

exemple livre les petits nombres premiers. Avec
a,=3,34683553593243081... et un exposant égal a
1,251295195638... la suite (A323065) est: 3, 5, 7,
11,19,41,103,331,1423,8819,86477,1504949...

En choisissant ¢, assez grand, on peut utiliser
un exposant tres petit, comme 101/100. Si
a,=10°°+961,4993763378507... on obtient une
suite de 100 nombres premiers, le dernier n’ayant
que 1340 chiffres. Elle bat ainsi les records
de 2010 (58 nombres premiers avec un polynéme
et 26 avec une progression arithmétique) . Notons

UN PROGRAMME MAISON

en trois étapes. D'abord, on

choisit la valeur de départ a
et I'exposant «, préférablement une
fraction simple. Puis on lance un
algorithme qui associe la technique
de Monte-Carlo (fondée sur des
processus aléatoires) et le principe
du recuit simulé. Ce principe est
inspiré de la métallurgie ou I'on
alterne les cycles de refroidissement
lent et de réchauffage (recuit) afin

L'algorithme mis au point procéde

de minimiser I'énergie d'un matériau.

Cette technique évite que I'écart
entre chaque nombre premier
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ne croisse trop vite. Une fois quatre
ou cinq valeurs tfrouvées, on passe

a I'étape 3. On utilise une formule

qui permet d'aller soit vers I'avant soit
vers |'arriére. Vers I'avant, on cherche
le plus petit nombre premier apres
{ap“}. C'est assez facile en quelques
minutes, méme s'il a des milliers de
chiffres, grace a des logiciels, comme
Maple ou PFGW. On rebrousse chemin

pour vérifier que la formule fonctionne.

Pour ce faire, on doit résoudre pour
xavecx*-S  .IciS  estle prochain
nombre premier candidat. C'est ici
qu'un a rationnel facilite le calcul.

néanmoins que lorsque leur taille dépasse
20 chiffres, les nombres obtenus que sont que des
premiers probables. Si a, est bien choisi, on
conjecture que I'exposant peut étre aussi pres de 1
quwon le souhaite (pour limiter la croissance).

OBTENIR TOUS
LES NOMBRES PREMIERS?

Avec des formules de ce type, peut-on obtenir
tous les nombres premiers? Pour y parvenir, on
pourrait par exemple partir d’'un nombre premier
arbitraire et descendre jusqu’a 2. C’est possible
avec un procédé inverse en utilisant 1/a, o étant
P’exposant. Ainsi, en partant du nombre pre-
mier 10'°+267 et avec a =0,38562256415290...
onobtient 742123524365563, 542489, 163, 7, 2.

On retrouve la suite inverse en partant a 2
avec a,=2,1322219996628413452... et 'exposant
1/0t=2,5932092490404286167308... Le principe
fonctionne dans les deux sens!

Tous ces calculs décrits sont empiriques. En
pratique, on arrive a générer un nombre arbitraire
de nombres premiers avec une croissance mini-
male de la suite. Les formules sont bien plus éco-
nomes que celles Mills et Wright. A partir d’un
nombre premier donné, on peut descendre
jusqu’a 2 et a partir de 2 on peut obtenir une
famille de suites infinies de nombres premiers.

Les records sont faits pour étre battus, et avec
un matériel informatique adéquat, et un certain
temps de calcul, la suite de 100 nombres premiers
peut étre étendue jusqu’a 1000000 de chiffres.
Mieux, lorsque ’exposant est 3/2, on conjecture
que tous les nombres premiers peuvent étre
générés. Reste a le démontrer... B



ENIGMES

Des nombres
et des enigmes

La suite des énigmes concoctées
par Ana Retchman et Sébastien Kernivinen.

La fin page 105. Solutions page 106.

Ana Sébastien
Retchman Kernivinen
) ENIGME 7
ENIGME 5
Quel est le plus grand
Trouver tous les entiers . nombre qu'on puisse
strictement positifs x ety ENIGME 6 obtenir en multipliant
1+3)= 2 ;
tels quelé.x(x. +3)=y +§ Trouvez les chiffres a et b des non:ml.ores entiers
(ou x! désigne le produit positifs dont
1x2x3... xx) CRECCID il IC la somme vaut 8?
oo a cinq chiffres 32alb, )
soit divisible par 156.
ENIGME 8 ENIGME 9
Si douze nombres strictement La somme de.c!eux nombres
positifs a, =a, =<... a,, sont tels que, entiers positifs vaut 125.
dés qu'on en choisit trois Si on multiplie le premier
quelconques parmi eux, on ne peut par 4 et qu'on divise le second
pas construire de triangle (non plat) par 4, on obtient la méme
dont les cétés aient pour somme. Quels sont les deux
longueurs ces trois nombres, nombres initiaux?

quelle est la plus petite valeur

possible de % ?
1
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DES HOMMES
ET DES
NOMBRES

Parmi les résultats les plus importants obtenus
en mathématiques ces dernieres années,
beaucoup concernent la théorie des nombres.
Et derriére ces exploits se cachent

des mathématiciens aux tempéraments variés,
aux approches différentes... Mais tous

ont en commun d'avoir pris a bras-le-corps

des problémes ardus et de les avoir

explorés de fagon nouvelle. Avec a la clé,

pour ces hommes de nombres, les récompenses
les plus prestigieuses, comme la médaille Fields
ou le prix Abel.

Les nombres 7-adiques

(ici, les 7x7x7=343 premiers)
sont arrangés de facon fractale
révélant leur proximité (cette notion
prend un sens différent ce celui
qu'on lui connait habituellement).
Dans le disque noir central,

on distingue les multiples

de 7x7=49, puis dans les disques
autour les entiers de la forme
nX7X7+7,nX7x7+14...
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