ENIGMES

Des nombres
et des énigmes

Les derniéres énigmes préparées
par Ana Retchman et Sébastien Kernivinen.

Solutions page 106.
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ENIGME 12

Si p et p?+8 sont
des nombres premiers,
quelle est la valeur

ENIGME 10

Trouver le plus petit
nombre divisible
par 999 qui ne contienne

pas de 9 parmi 5 dep’+4?
ses chiffres. ENIGME 11
Calculer la somme
de tous les nombres
palindromes
a 3 chiffres.
ENIGME 13 :
ENIGME 14
Combien de chiffres ..
a le plus petit nombre entier Ecrire le nombre
qui se termine par 2 tel que 2019 sous la forme
si on déplace le chiffre 2 d"f neé somme
en téte du nombre on obtient de cing nombres
un nombre deux fois entiers au cube.
plus grand?
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ENIGMES

Réponses et solutions

Réponse 1: N=8

Solution. On dira que deux nombres sont cotassés lorsque cha-
cun d’eux, ainsi que leur somme, sont coloriés d'une méme
couleur. En coloriant les nombres de [1, 8] ainsi: {1, 2, 4, 8} en
rouge et {3, 5, 6, 7} en bleu, on vérifie que la somme de deux
nombres d’une méme couleur n’est jamais de la méme couleur.
Le nombre cherché est donc au moins égal a 8. En revanche,
comme 9=8+1=3+6, il est illusoire de chercher a «prolonger»
ce coloriage a [1, 9] sans avoir de nombres cotassés.

Et cette impossibilité est générale, quel que soit le coloriage en
deux couleurs. Démontrons-le.

Prenons un coloriage quelconque des nombres de [1, 9] en
deux couleurs. Parmi les cinq nombres {5, 6, 7, 8, 9}, au moins
trois sont de la méme couleur; appelons S cette couleur et a, b
et ¢ les trois nombres rangés ainsi: 5<a<b<c<9. Définissons
aussi ’=c-a, ’=b-a et a’=c-b. On vérifie que b’ et ¢’ sont dans
Pintervalle [1, 4] et on calcule b’-c’=(c-a)-(b-a)=c-b. Si b’ est
colorié en S alors b’ et a sont cotassés. De méme pour ¢’. Sinon,
b’ et ¢’ ne sont pas coloriés en S et si @’=b’-¢’ n’est pas, lui non
plus, colorié en S alors ¢’ et @’ sont cotassés et sinon a’ = b-c est
colorié en S donc @ et b sont cotassés. Conclusion: Quel que
soit le coloriage, dans tous les cas, on a trouvé deux nombres
cotassés. Le nombre maximum recherché doit donc étre stric-
tement plus petit que 9. Nous avons vu qu’il doit aussi étre au
moins égal a 8: c’est donc 8. Il s’agit du nombre de Schur faible
WS(2) décrits page 38.

Réponse 2: 55

Solution. Appelons R le nombre de randonnees allant de 1 a un
entier n. La derniere étape avant d’atteindre n, peut étre un ajout
de 2 provenant de n-2 (ilyenaR ) ou bien un ajout de 1 pro-
venantden-1 (ilyenaR ) doncR =R +R_.CommeR,=1et
R,=2, (R)) est la suite de Fibonacci. Par conséquent, R =F, =55.
Le nombre de randonnées cherché est 55.

Réponse 3: 1, 2, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192 et 384

Solution. Voici une possibilité pour cette liste de dix entiers posi-
tifs. Commencons par les deux premiers entiers positifs, 1 et 2. Le
nombre suivant sera 1+2=3, le quatrieme sera 1+2+3=6, le cin-
quieme sera 1+2+3+6=12. Nous observons que par construction,
la somme est maintenant toujours divisible par tous ses termes
puisque chaque nouvel élément est le double du précédent.
Continuons ce procédé jusqu’a obtenir le dixieme élément
de la liste, qui sera 384. Ainsi 1, 2, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192,
384 est une liste recherchée, chaque élément divisant la
somme totale, ici 768. D’une fagon générale, pour construire
une telle liste, il faut la commencer avec un nombre entier
positif a et son double 2a.
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Réponse 4:r=1

Solution. Ecrivons le nombre  sous la forme d’une fraction irré-
ductible 7=a/b: les nombres a et b sont alors deux entiers naturels
premiers entre eux. On a alors r+1/r=(a?+b?) ab. Si ce nombre
est un entier, le dénominateur ab doit diviser le numérateur
a?>+b%. Ainsi, a divise a*+b?, donc il doit diviser b2. Comme a et b
sont premiers entre eux, cela entraine a=1. De maniere analogue,
on montre que b=1. Cela entraine r=1. Comme réciproquement
1 est clairement solution, on voit que =1 est 'unique nombre
rationnel positif répondant a la question.

Réponse 5: (x,y)=(2,5) et (3,7)

Solution. Des que x = 5, le dernier chiffre de x! est un 0, donc
le dernier chiffre de x!+3 est un 3 et celui de 6x (x!+3) est
un 8. Or, le dernier chiffre d'un nombre au carré comme y* est
0,1,4,5,60u9, donc le dernier chiffre de y*+5est 0, 1,4, 5, 6
ou 9, mais pas 8. Cela montre que le cas x = 5 est impossible. I1
ne reste qu’a examiner les cas suivants.

Si x=1 alors 6x (x!+3) vaut 24. Comme 19 n’est pas le carré
d’un nombre entier, cela ne correspond pas a une solution.
Six=2alors 6x (x!+3) vaut 30. Comme 25=52, cela correspond
ala solution (x,y)=(2, 5).

Six=3alors 6x (x!+3) vaut 54. Comme 49="72, cela correspond
a la solution (x,y)=(3,7).

Si x=4 alors 6x (x!+3) vaut 162. Comme 157 n’est pas le carré
d’un nombre entier, cela ne correspond pas a une solution.

Les seules solutions sont donc (x,7)=(2,5) et (3,7).

Réponse 6: 32916

Solution. La décomposition en facteurs premiers de 156 est
2*x3x13. Donc 32alb doit étre divisible par 4, par 3 et par 13.
Pour que ce nombre soit divisible par 4, il faut que le nombre
formé par ses deux derniers chiffres (en I'occurrence 1b) soit
divisible par 4. On en déduit b=2 ou b=6.

Si b=2, alors pour que le nombre soit divisible par 3, il faut que a
soit égala 1 ou4 ou 7, car la somme des chiffres du nombre 32a12
doit étre divisible par 3. Cependant, aucun des nombres alors
obtenus n’est divisible par 13.

Si b=6, alors pour que le nombre soit divisible par 3, il faut que a
soit égal a 0 ou 3 ou 6 ou 9. On obtient alors les nombres: 32016,
32316, 32616 et 32916. Le seul divisible par 13 est 32916.

Réponse 7:18.

Solution. Remarquons d’abord que ’ensemble de nombres
cherché contient au maximum huit nombres, tous inférieurs ou
égaux a 8. Pour que le produit de ces nombres soit le plus grand
possible, il faut que ces nombres soient différents de 1. Ainsi les



différentes possibilités sont: 2+6; 2+3+3; 2+2+2+2; 3+5;
2+2+4;4+4,
On voit alors que le plus grand produit est 18=2x3x3.

Réponse 8: 144

Solution. Pour trois nombres a, b, c,si0<a<b<cetsic<a+b
alors il existe un triangle dont les cdtés ont pour longueurs a, b
et c¢. Par ’hypothese faite sur les a, et comme les valeurs de a,
sont en ordre croissant, on a: a,+a,<a,; a,+a,<a,; a,+a,<d....
d10+a11$a12.

En combinant les deux premieres inégalités, on obtient:
a,+2a,<a,.

Puis, en ajoutant la premiére inégalité, on obtient: 2a, +3a,<a..
En sommant ces deux dernieres inégalités, on obtient:
3a,+5a,<a,.

On continue ainsi jusqu’a obtenir le terme a ,. Remarquons qu’au
fur et 2 mesure, de la méme fagon que dans la suite de Fibonacci,
le coefficient devant a, est obtenu en sommant les deux coeffi-
cients précédents. Les coefficients devant a, se comportent de la
méme manicre. Ainsi, la derni¢re inégalité sera: 55a,+89a,<a,,.
Comme a, = a,, on a nécessairement 144 <a , et donca,,/ja, = 144.
11 est de plus possible d’atteindre cette valeur en considérant la
suite de Fibonacci a =a,=1, a,=2, a,=3, a=5.. a,=144.
Finalement, la valeur recherchée est 144.

Réponse 9: 25 et 100

Solution. Notons 2 et w les deux nombres. On a donc:
2+w=125=4z+wj/4. Par conséquent:

4z+4w=162+w, 3w=122, w=4z et donc 52=125.

On en déduit 2=25 et w=100.

Réponse 10: 111888

Solution. Notons a ce nombre. On a donc:
a=999xb=(1000~-1)b=1000b-b.

Si le nombre b avait un ou deux chiffres, alors le chiffre des
centaines de 10000-b serait un 9. Par conséquent b est consti-
tué d’au moins trois chiffres. D’autre part, b ne peut pas se ter-
miner par O puisque si c’était le cas, on pourrait trouver un
nombre strictement plus petit et ne contenant pas de 9 (sim-
plement en divisant par 10). De plus, le chiffre des dizaines ne
peut pas non plus étre 0, car sinon, celui de a serait un 9. Enfin
b ne peut pas se terminer par un 1 car sinon a se terminerait
par un 9. Ainsi le nombre minimum pour b est 112. Dans ce cas,
a=999x112=111888 ne contient pas de 9.

Réponse 11: 49500

Solution. A chaque nombre palindrome aba avec ses chiffres a # 0
et b # 0, on associe le palindrome (10-a) (10-b) (10-a). La
somme de aba et de (10-a) (10-b) (10-a) est:

(100a+10b+a) +(100(10-a) +10(10-b) +(10-a) ),

soit 10(100+10+1)=1110.

Ilya 9x9=81 nombres palindromes avec a # 0 et b # 0. La somme
de ces 81 nombres vaut donc (81x1110)/2=44955, ouI’on divise
par deux, car on compte chaque nombre deux fois dans la somme.
Il reste & ajouter la somme de tous les nombres palindromes de la
forme aOa avec a # 0: 909+808...+101 = 4545.

Donc la somme de tous les nombres palindromes a 3 chiffres
est 44955+4545=49500.

Réponse 12: 31

Solution. Au premier abord, on peut penser que p peut prendre
beaucoup de valeurs, et donc qu’il y a de nombreuses solu-
tions. ’énoncé de ’énigme laisse pourtant entendre qu’il n’y a
qu’une valeur de p premier pour laquelle p*+8 aussi est pre-
mier. La valeur p=2 donne p*+8=12 qui n’est pas premier, et la
valeur p=3 donne p* + 8=17 qui est bien premier. Nous allons
montrer que pour toute autre valeur de p, le nombre p*+8 n’est
pas premier.

Si p est un nombre premier différent de 3, alors p est de la
forme 3n+1 ou 3n-1, pour un certain entier n. On va alors
écrire p=3n=1 et avec cette écriture on calcule:
P?+8=(3n+1)2+8 = In2+6n+9:

Ce dernier nombre est toujours divisible par 3 et strictement
supérieur a 3, donc il n’est pas premier. Par conséquent, on a
nécessairement p=3. Ainsi p*+4=31 (qui est premier).

Réponse 13: 18 chiffres

Solution. Notons a le nombre initial dont I’écriture se ter-
mine par 2 et b le nombre obtenu en déplacant ce 2 en pre-
mier chiffre. Par hypothése, 2a=b et a se termine par 2, donc
b se termine par 4. Donc a se termine par 42 par conséquent
b se termine par 84. Alors a se termine par 842 donc b par 684
(ici on ne peut pas dire que b se termine par 1684). En conti-
nuant on voit que a se termine par 6842, et donc b par 3684,
et de proche en proche on obtient que a se termine par
105263157894736842.

A ce moment, la multiplication par 2 montre que b commence
par 105263157894736842x2=210526315789473684.
Comme ce nombre est obtenu justement en déplacant le 2 final
de a, on voit que ce choix de a fait I’affaire, et que tout autre a
doit se terminer ainsi. Enfin le nombre 105263157894736842 a
18 chiffres.

Réponse 14: 2019=113+73+73+13+13

Solution. T est assez facile d’écrire 2019 comme somme de
sept cubes, puisque 2000=10°+10%, et donc:

2019=10°+10% +23 +23 +13 +13 +1°.

Par contre pour réaliser 2019 comme somme de cing cubes, il
faut utiliser des nombres plus grands que 10. Puisque 13°=2197,
on doit nécessairement utiliser un 11° ou un 123. Avec 113, on
trouve 11°+73+73+13+1°=1331+343+343+1+1=20109.

A. Rechtman Bulajich,
Calendrier mathématique, Presses
universitaires de Grenoble, 2019.
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HISTOIRE
UNIVERSELL

CHIFFRES

A LIRE EN PLUS

Le Fascinant Nombre 77
JEAN-PAUL DELAHAYE
BELIN, 2018
(384 PAGES, 22 EUROS)

Le nombre T est une star incontournable,
omniprésente en mathématiques et en
physique comme dans la culture populaire.
Et C’est a juste titre! On a tres tot cherché

a 'apprivoiser. La quadrature du cercle

a suscité bien des efforts, méme apres que
’on a prouvé son impossibilité. Et sur 'océan
des décimales de  se défient aujourd’hui
d’étranges navigateurs, faisant appel tant

a l'informatique qu’aux mathématiques.

Ce livre retrace I’histoire de son exploration,
en insistant sur les épisodes les plus récents
qui nous font percevoir tout le mystere de ce
nombre: plus on connait r, plus il se dérobe.

Histoire universelle des chiffres (T. 1 & 2)
GEORGES IFRAH

ROBERT LAFFONT, 1994

(1056 ET 1024 PAGES, 28 EUROS PAR TOME)

es années durant, Pauteur s’est plongé

dans une quéte aussi folle que celle
du Graal pour comprendre d’ol1 venaient
les chiffres. De ses recherches, il a tiré un
ouvrage exceptionnel, une encyclopédie qui
raconte en termes accessibles toute I’histoire
des chiffres et apporte de nouvelles lumieres,
non seulement & 'épopée du calcul (des
cailloux a ’ordinateur), mais encore
a des domaines aussi éloignés que P’histoire
des religions et des mystiques. Outre les
Egyptiens, les Babyloniens, les Juifs, les Mayas,
on découvre aussi la civilisation indienne a qui
I’on doit I'invention capitale de notre zéro.

La symphe
nombres prest

Simon Singh

LE DERNIER
THEOREME
DE FE“HI‘

o}~

La Symphonie des nombres premiers
MARCUS DU SAUTOY

SEUIL, POINTS SCIENCE, 2007

(496 PAGES, 11,20 EUROS)

epuis Pythagore et Euclide, une petite
musique insistante empéche
les mathématiciens de dormir: celle
des nombres premiers et de leur étrange
distribution dans la suite des nombres
«normaux>». Pour raconter les péripéties
d’une recherche séculaire et expliquer
ses enjeux, auteur campe les grands héros
de l’histoire — Riemann, le «<Wagner »
des mathématiques, Hilbert, virtuose
incomparable, ou Ramanujan, jeune prodige
indien -, et explicite également les mille
applications potentielles d’une recherche
on ne peut plus fondamentale.

Le Dernier Théoréeme de Fermat
SIMON SINGH

PLURIEL, 2011

(312 PAGES, 8,10 EUROS)

Pierre Fermat, au xvire siecle, s’était
contenté d’indiquer dans une marge:
«x"+y"=z" impossible si n>2. J’ai trouvé
une solution merveilleuse, mais la place me
manque pour la développer.» Ce théoreme
allait devenir la quéte ultime du monde
mathématique. Les plus puissants esprits
de tous les siecles et de toutes les nations
tenterent de venir a bout de cette équation
jusqu’a ce que, en 1993, un jeune Anglais,
Andrew Wiles, parvienne enfin a la résoudre,
devant le regard ébahi de la communauté
scientifique. Une épopée qui met en scene
les intelligences les plus brillantes.

Maths en Bulles

Grand-meére

7 —~son nombre

BANDE DESSINEE

et Grand-mere et son nombre
STEPHANE FAVRE-BULLE
ELLIPSES, 2008
(96 PAGES, 14,20 EUROS)

Faire défiler dans sa téte les nombres entiers naturels (1,2, 3, 4...) est un
jeu d’enfant! Pourtant, il a fallu des millénaires pour que ’on puisse utiliser
et écrire ces nombres d’une maniere aussi simple! Et 2/3 ou -45 ou 3,18? Et w?

Et v2.? Sont-ils apparus beaucoup plus tard? Sont-ils si différents? Sont-ils

si difficiles a approcher? Lionel ne s’était jamais posé toutes ces questions

en arrivant chez sa grand-mere pour le week-end. Mais une mamie
mathématicienne aime raconter des histoires parsemées de chiffres... Et elle
devient vite passionnante lorsqu’elle parle de son monde fabuleux!
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P. 110
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