Document PLS

PARTIE IMAGINAIRE

PARTIE REELLE

>

-20

5. LE MODULE de la fonction dzéta de Riemann, définie dans le plan complexe, est indiqué
ici par la cote des points de la surface en rose. Cette fonction ne s’annule, pense-t-on, que

pour les nombres de partie réelle égale a 1/2.

gués ; si quatre cercles appartiennent
a un méme faisceau, alors les couples
de cercles définissent les mémes
couples de points imaginaires conju-
gués. Un faisceau de cercles engen-
dré par deux cercles donnés est
I’ensemble des cercles ayant avec I'un
quelconque des deux cercles, pour axe
radical, I’axe radical des deux cercles;
cet axe radical est la droite qui est
I’ensemble des points ayant méme
puissance par rapport aux deux cercles,
la puissance d’un point A par rapport
a un cercle étant le produit AM.AM’,
ou M et M’ sont les intersections d’une
droite passant par le point A et cou-
pant le cercle en deux points.

Si Hadamard avait utilisé des
nombres, sa tache aurait été simpli-
fiée : de méme que I'on obtient le plan
des nombres complexes en ajoutant aux
nombres réels (ensemble R) des nombres
imaginaires (le plan C des nombres com-
plexesestainsi I’ensemble des nombres
de laforme R +iR), il aurait pu ajouter
au plan R x R, les nombres iR x R pour
former I'ensemble (R xR) +i(R x R).

Cependant il veut qu’aucune coor-
donnée, aucune relation analytique,
aucune trigonomeétrie ne vienne «trou-
bler» ce beau monument géométrique.
Cédant a I’entétement de I’époque, il
faitainsi quelque chose de monumental
sous une forme acrobatique.

Enfin, en 1937, apres avoir publié
plus de 300 textes mathématiques, il part
a la retraite, a I’'dge de 72 ans : les pro-

fesseurs au Collége de France pren-
nent normalement leur retraite a 70 ans,
mais ses deux enfants morts pendant
la Premiére Guerre mondiale lui valent
ces deux années supplémentaires. La
Seconde Guerre mondiale éclate alors,
et il doit quitter la France. Prévoyant
de partir pour les Etats Unis, en transi-
tant par I’Espagne, il séjourne d’abord
a Toulouse, ainsi que mes parents.

Cosinus jusqu’au bout

Avec I’age, sadistraction ne s’améliore
pas : un jour, avec mon frére Bertrand,
il va acheter des ceufs chez un mar-
chand qui ne consent qu’a vendre six
ceufs par foyer. Hadamard n’appar-
tient pas au méme foyer que celui de
mes parents, mais il y a un risque que
le marchand refuse de donner six ceufs
a Bertrand et six ceufs a Hadamard,
de sorte que mon grand-oncle et mon
frére sont convenus qu’ils feront
comme s’ils ne se connaissent pas. Tou-
tefois, lors du trajet pour aller a labou-
tique, il tutoie mon frére sans cesse et,
méme chez le commergant, il continue
de lui parler. C’est seulement en quit-
tant la boutique que, se souvenant sou-
dain des précautions convenues, il
ditamon frére : «Au revoir, cher Mon-
sieur, enchanté d’avoir fait votre
connaissance». Il part, pendant que
mon frere reste atterré dans la bou-
tique, craignant de ne pas étre servi.
Pis encore, aprés quelques métres, il

revient sur ses pas, ayant a nouveau
oublié les conventions, et dit a Ber-
trand : «Au fait, tu diras ata meére de...»

Peu apreés, ayant difficilement
obtenu son visa américain, il finit par
quitter laFrance, arrive en Espagne au
terme d’un voyage compliqué et...
s’apercoit qu’il a oublié son visa. Il faut
reprendre les formalités.

Aux Etats-Unis, il trouve difficile-
ment un poste, car beaucoup de
savants allemands y sont déja réfugiés.
Dans une université, il est regu par le
président, qui lui exprime la diffi-
culté de lui donner une chaire. Hada-
mard lui montre alors des photo-
graphies accrochées au mur ; il y est
représenté : n’est-ce pas un titre suffi-
santa pouvoir enseigner? Le président
lui demande quelques jours de
réflexion, mais, quand Hadamard
revient, on lui notifie qu’aucun poste
n’est disponible... et il observe que sa
photographie a disparu du mur. Tristes
moments...

Finalement, Hadamard est accueilli
a New York, ou il attend la fin de la
guerre avantde revenir en France. Sur
la fin de sa vie, il continue de s’inté-
resser a I’histoire, a I’épistémologie,
publiant de nombreux articles sur I'in-
vention, sur I’histoire des mathéma-
tiques, sur I’enseignement. 1l croit a
I'intuition, compare lesimpressions de
Poincaré a ce qu’il a ressenti. Son
essai sur ce sujet est imprimeé en 1945
aux Etats-Unis.

Le «petit pére Hadamard», comme
les mathématiciens le nomment avec
respect et admiration (dans Les Mots,
Sartre a fait une erreur en préten-
dant que I’on ne qualifie de «pére»
que des personnes vieilles et pauvres),
reste alerte et actif, s’engageant poli-
tiquement pour de nombreuses
causes. Comme il est presque com-
muniste (ses enfants le sont ardem-
ment), il fait partie d’une délégation
de savants frangais invités en Union
soviétique avec Elie Cartan et Pierre
Joliot-Curie. Lors d’une visite du
Musée de la Révolution, a Moscou,
il s’étonne de ne voir aucune mention
de Trotsky. Il lui est répondu que
Trotsky était un traitre, qui ne doit
donc pas figurer dans le musée. «Oui,
mais il a joué un réle dans la révolu-
tion. Est-ce un musée des récom-
penses, ou un musée de la
révolution?» Joliot-Curie lui dit qu’il
est naif de croire qu’il pourrait réfor-
mer le régime soviétique, mais Hada-
mard lui répond que Trotsky serait
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dans le musée si tout le monde avait
réagi. Jusqu’alafin de savie, il assiste
également a de nombreux séminaires
Bourbaki, ce groupe de jeunes mathé-
maticiens qui, au sortir de la guerre,
veulent fonder les mathématiques sur
des bases axiomatiques assurées.
Hadamard pose invariablement des
questions en fin d’exposé, afin de véri-
fier ses interprétations de la termi-
nologie utilisée par les orateurs : les
mathématiques ont tant changé,
depuis la fin du x1x® siecle!

Il est également souvent invité a
I’étranger, et, au cours d’un épique
voyage en Chine, il promet a ses hotes
d’écrire pour ce pays un livre sur les
équations aux dérivées partielles. Il
le commence a I’age de 80 ans, mais,
dix ans apreés, il n’en est qu’au hui-
tieme des 22 chapitres prévus, et il
est si préoccupé qu’il n’en dort plus
et que sa vie est un enfer. Sa femme
me demande d’intervenir ; la discus-
sion dure plusieurs heures, apres les-
quelles il consent a envoyer son
manuscrit en I’état. Les huit chapitres
réalisés partent alors pour la Chine
dans un paquet non recommandé et
mal ficelé, sans photocopie ; le paquet
mettra plusieurs mois a arriver, et le
livre paraitra aprés sa mort.

Soulagé, il peutainsi continuer ase
réjouir du succes de ses éleves :
Lagrange avaitdit: «Il est doux de voir
pousser dans le jardin d’autrui les
plantes dont on a semé les graines.»
Hadamard ajoutait : «Rien ne peut étre
plus précieux pour le savant que de
se sentir dépassé dans les chemins
mémes qu’il a commenceé a tracer.»

En 1962, toutefois, il perd sa femme
et son petit-fils, tandis que sa fille
Cécile est déja décédée. Alors que je
suis a New York, il m’écrit qu’il est
triste etqu’il a perdu I’envie de vivre.
Il décede peu apres, en 1963, a I’age
de 98 ans et demi, laissant une ceuvre
immense, portant sur des sujets remar-
guablement variés.

Laurent SCHWARTZ est mathématicien ;
il a recu la médaille Fields en 1950.

Inventeurs et scientifiques, dictionnaire
de biographies, éditions Larousse, 1994.
Dictionary of Scientific Biographies, édi-
tions Scribners.

Dictionnaire des mathématiques, Alain
Bouvier et Michel George, sous la
direction de Francois Le Lionnais.
Presses Universitaires de France, 1979.
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e centenaire du theoréme
(es nombres premiers

MICHEL BALAZARD

En 1896, Jacques Hadamard, a Bordeaux, et Charles-Jean de la
Vallée-Poussin, a Louvain, démontrent indépendamment le
théoréme des nombres premiers. C’est I’événement principal d’une
aventure scientifique commencée il y a plus de deux millénaires.

es nombres premiers sont les
nombres entiers naturels supérieurs
aletdivisibles seulement par eux-
mémes et par 1. Leur importance
se manifeste par le théoréme fonda-
mental de I'arithmétique : tout nombre
entier s’écrit de maniére unique, al’ordre
pres des facteurs, comme produit de
nombres premiers ; ainsi 126 est égal
au produit2 x3x3x 7. Euclide démontre
au livre IX des Eléments que les nombres
premiers sont en nombre infini : si a, b,
c... sont des nombres premiers, alors
a x b xc..+ 1 est premier ou admet un
diviseur premier différentdea, b, c...On
pressentainsi, dans ce théoréme antique,
la théorie analytique des nombres :
I’étude de I'interaction des deux opé-
rations fondamentales, addition et mul-
tiplication, ainsi que le conflit entre les
structures qu’elles définissent.
Comment identifier les nombres pre-
miers? Eratosthéne, bibliothécaire a
Alexandrie, découvrit le crible qui porte
son nom et qui permet de faire la liste
des nombres premiers inférieurs a une
borne définie. On commence par écrire
a la suite tous les nombres entiers infé-
rieurs alaborne fixée, eton balaie la liste
de la fagon suivante : on garde 2 et on
barre tous ses multiples ; on garde 3 et
on barre tous ses multiples ; etc. Les
nombres qui ne sont pas barrés sont les
nombres premiers, dont la contempla-
tion n’a cessé de provoquer perplexité
etinspiration. Commentdistinguer une
structure, une loi sous-jacente a I'appa-
rent désordre des nombres premiers?
Aprés Euclide, lapremiere avancée
fut celle de Leonhard Euler, le «Prince
des mathématiciens», qui démontraen
1737 que la somme des inverses des
nombres entiers n est égale au produit
de termes de la forme 1/(1 - 1/p), ou
les nombres p sont les nombres pre-

miers ; comme on sait, par ailleurs, que
la somme des inverses des nombres
entiers estinfinie, le produit des termes
1/(1-1/p) I'est aussi, ce qui revient a
dire que la somme des inverses des
nombres premiers est infinie.

Le théoréme fondamental de I'arith-
métique est condensé dans I'égalité
d’Euler. Comme I’a écrit André Weil,
cette formule marque la naissance de
la théorie analytique des nombres.
On nomme aujourd’hui produit eulé-
rien toute égalité de ce type entre une
somme ou interviennent les nombres
entiers et un produit ou figurent les
nombres premiers.

Le résultat d’Euler ouvre la voie
pour les généralisations suivantes. La
premiére publication ou figure une
conjecture précise concernant la répar-
tition des nombres premiers semble
&tre I’Essai sur la théorie des nombres,
d’Adrien-Marie Legendre :en 1798, ce
dernier annonce que le nombre de
nombres premiers inférieurs ou égaux
a n, quantité qu’il note r(n), doit étre
de la forme An/(B log(n) + C). Il affi-
nera cette conjecture en 1808 en écri-
vant r(n) = n/(log(n) — 1,08366).

Auparavant, vers 1792, Carl Frie-
drich Gauss avait été conduit a une
conjecture similaire en comptant les
nombres premiers dans les tranches
successives de 1 000 nombres entiers,
ainsi qu’il ’écrivitdans une lettre a I’as-
tronome allemand Johann Encke, en
1848 : Gauss conjecturait que la den-
sité de nombres premiers proches de
n est approximativement 1/log(n), de
sorte qu’une bonne approximation
de ri(n) doit étre donnée par I'intégrale
de 1/log(x), quand x est compris entre
Oetn (c’estce que ’'on nomme le loga-
rithme intégral). Qu’on suive Gauss ou
Legendre, on arrive a laconclusion que
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Le nombre de nombres premiers entre 1 et un nombre quelconque n est approximativement
égal a n/log(n) (croix vertes) ; le quotient de ces deux nombres tend vers un (droite bleue).
Cette loi constitue le théoréme des nombres premiers. Il fut démontré par Jacques Hada-
mard et Charles-Jean de la Vallée-Poussin, en 1896.

le rapport de ri(n) et de n/log(n) doit
tendre vers 1, quand n tend vers I'in-
fini. C’est cet énoncé que I’'on nomme
le théoréme des nombres premiers.

Unssiécle aprés Euler, en 1837, Peter-
Gustav Lejeune-Dirichlet réussit a
généraliser en profondeur le raison-
nement du mathématicien suisse pour
démontrer I’existence d’une infinité de
nombres premiers dans toute pro-
gression arithmétique a.n + b, ou a et
b n’ont pas de facteur commun : par
exemple, il existe une infinité de
nombres premiers dans la suite 7, 12,
17,22, 27, 32, 37... parce qu’elle s’écrit
5n +7, 5 et 7 étant premiers entre eux.

Si ce résultat n’apporte rien en ce
qui concerne le théoréme des nombres
premiers, le mémoire de Dirichlet repré-
sente un progrés méthodologique consi-
dérable, notamment parce qu’il
inaugure I'utilisation en arithmétique
des séries dont le terme général est la
somme, pour n compris entre 1 et I'in-
fini, de termes a,_/n? (z est un nombre
complexe) et qui sont aujourd’hui nom-
mées séries de Dirichlet.

Le pas suivant est fait par Pafnouti
Lvovitch Tchébychef, dans deux
mémoires parus en 1852. Il montre que
la formule de Legendre ne peut pas
étre asymptotiquement vérifiée quand
n tend vers I'infini ; laconstante 1,08366
doit étre remplacée par 1 et, en un cer-
tain sens, seul le logarithme intégral per-
met d’approcher correctement 7z(n). Pour
compter le nombre de nombres pre-
miers, il définit la fonction 8(n) égale a
lasomme des logarithmes des nombres
premiers inférieurs & n. Puis il donne
des encadrements numériquement
explicites de 8(n), dont une conséquence
frappante est le postulat de Bertrand :

pour n supérieur a 3, il existe toujours
un nombre premier supérieur an et infé-
rieur a 2n — 2 (par exemple, entre 6 et
10, on trouve le nombre premier 7).

En 1859 parait I'article de Bernhard
Riemann Ueber die Anzahl der Prim-
zahlen unter einer gegebenen Grsse («Sur
le nombre des nombres premiers infé-
rieurs a un nombre donné») : en
qguelques pages, Riemann établit un
programme de travail pour les décen-
nies a venir ; il montre I'importance
fondamentale de la série de Dirichlet
dont les coefficients sont tous égaux a
1:1+1/22+1/32+1/4% ... L’idée
nouvelle est d’étudier cette fonction
(aujourd’hui nommeée fonction dzéta,
¢) dans le plan des nombres complexes :
Riemann montre qu’elle a alors de
remarquables propriétés de symétrie,
etil étudie les nombres complexes z qui
vérifient (z) = 0 (ce sont les «zéros» de
la fonction dzéta), en écrivant une for-
mule qui relie lafonction 7 et ces z&ros.

Les démonstrations sont seulement
esquissées, mais Riemann établit une
nette différence entre les assertions pour
lesquelles il a réuni un faisceau d’ar-
guments qui lui semblent suffisants,
et qui seront effectivement démontrés
avant lafin du Xix®siécle, et une conjec-
ture selon laquelle les zéros de partie
réelle positive ont tous une partie réelle
égale a 172 : «ll serait a désirer, sans
doute, que I’on e(t une démonstra-
tion rigoureuse de cette proposition ;
néanmoinsj’ai laissé cette recherche de
cOté aprés quelques rapides essais
infructueux, car elle parait superflue
pour le but immédiat de mon étude».
C’est I'hypothese de Riemann, qui est
aujourd’hui le probleme ouvert le plus
célébre des mathématiques.

L’article de Riemann a eu une pro-
fonde influence sur le développement
des mathématiques. Pour démontrer
les affirmations qu’il contient, il afallu
mettre au point des pans entiers d’ana-
lyse mathématique. Ainsi, la théorie
des fonctions entiéres, c’est-a-dire des
séries qui convergent dans tout le plan
complexe, s’édifie a partir de 1876 avec
les travaux de Carl Weierstrass (1815-
1897), d’Edmond Laguerre (1834-1886),
de Henri Poincaré (1854-1912), et de
Jacques Hadamard, qui obtient le
Grand Prix des sciences mathéma-
tiques avec son mémoire Etude sur les
propriétés des fonctions entiéres, et en par-
ticulier d’une fonction considérée par Rie-
mann, paru en 1893.

Dans son mémoire de 1893, Hada-
mard démontre la décomposition de
la fonction dzétaen produit de facteurs
qui dépendent de ses zéros, ce qui, au
vu de I’écriture de dzéta comme pro-
duit eulérien, établit une correspon-
dance remarquable entre les nombres
premiers et les zéros de la fonction dzéta.

En 1895, H. von Mangoldt en déduit
une formule explicite pour la fonc-
tion de Tchébychef 6(n). Malheureu-
sement, sans information suffisante sur
la répartition des zéros de la fonction
dzéta, on ne peut en déduire la rela-
tion asymptotique qui constituerait le
théoréme des nombres premiers.

Ilappartienta Hadamard et ala Val-
Iée-Poussin de conclure. Chez I'un
comme chez I'autre, la démonstration
comporte deux parties : d’abord prou-
ver que la fonction dzéta n’a pas de zéro
dont la partie réelle serait égale a 1 ;
puis en déduire le théoréme des
nombres premiers. En revanche, les
deux mathématiciens parviennenta ces
fins par des raisonnements tres diffé-
rents. L’assertion concernant les zéros
de la fonction dzéta est I’objet d’une
démonstration courte et élégante, par
Hadamard.

Un siécle apres, ou en est la théo-
rie des nombres premiers? Tout
d’abord, il a fallu exposer les résultats
de 100 années de recherche et les ordon-
ner en une théorie cohérente. En 1909,
Edmund Landau développe en un mil-
lier de pages les conquétes du XIx®
siecle, en y incorporant de nombreux
résultats et simplifications. En 1932,
A. Ingham fait preuve de plus de conci-
sion et insiste sur les avancées impor-
tantes du premier tiers du XX siécle.

Ensuite a lieu une importante
réflexion critique sur les démonstra-
tions originales de 1896 : les seuls élé-
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ments nécessaires a I’énoncé du théo-
reme des nombres premiers sont I'arith-
métique élémentaire et la notion de
limite de I'analyse réelle. Il était donc
naturel de chercher une démonstration
élémentaire de ce théoréme ; aprés une
contribution importante de Norbert
Wiener en 1932, comme corollaire de
sathéorie générale, c’esten 1949 qu’on
eutlaréponse, positive, par Paul Erdos
et Atle Selberg.

Une deuxiéme question fonda-
mentale est de discerner parmi les pro-
priétés des nombres entiers celles qui
sont essentielles pour obtenir la loi de
répartition des nombres premiers. Arne
Beurling a ainsi fondé en 1938 la théo-
rie des nombres premiers généralisés
et des nombres entiers généralisés : les
nombres premiers généralisés sont
les suites de nombres réels tendant vers
I’infini, et les nombres entiers généra-
lisés sont les nombres réels que I'on
forme en multipliant entre eux les
nombres premiers généralisés. A. Beur-
ling a établi que les nombres premiers
généralisés vérifient le théoréme des
nombres premiers quand les nombres
entiers généralisés ont une réparti-
tion suffisamment réguliére.

Aprés Hadamard et la Vallée-Pous-
sin, de nombreux mathématiciens ont
tenté de dessiner les limites de la régu-
larité de la répartition des nombres
premiers. Le premier théoréme d’os-
cillation fut I’ceuvre de John Littlewood
qui, en 1914, infirma une conjecture
de Gauss en démontrant que 7(n)—li(n)
change de signe une infinité de fois
guand n tend vers I'infini. Plus récem-
ment, dans les années 1980, Helmut
Maier a montré que la densité des
nombres premiers entre n et n + log(n)®
n’est pas équivalente a 1/log(n) quand
n tend vers I’infini, cela pour tout
nombre s fixé.

Notre siécle a surtout revisité le
crible d’Eratosthéne et précisé consi-
dérablement le théoréme de Diri-
chlet sur la progression arithmétique.
Toutefois, 138 ans aprés sa formula-
tion, I’hypothése de Riemann, indé-
montrée, reste un obstacle au
développement de la théorie des
nombres premiers.

Michel BALAZARD est mathématicien
a I’Université de Bordeaux.

Gérald TENENBAUM et Michel MEN-
DES-FRANCE, Les nombres premiers.
Que sais-je?, P.U.F. (a paraitre)
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La siireté des ascenseurs
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En 1854, al’exposition du Crystal Palace de New
York, Elisha Graves Otis descendait au-dessus
de la foule sur une plate-forme lorsqu’un assis-
tant coupa le cable auquel celle-ci était accro-
chée. Le «parachute» inventé par Otis empécha
la plate-forme de tomber. Trois ans plus tard, le
premier ascenseur, ma par la vapeur, transpor-
tait des passagers dans le magasin E.V. Haugh-
wout & Company de New York.

LE LIMITEUR DE VITESSE

Lorsque la vitesse de descente d’un ascenseur
dépasse une limite prédéfinie, des masses arti-
culées sur un disque en rotation s’écartent de
I’axe (a) sous I'effet de la force centrifuge et
actionnent un loquet (b) qui libére a son tour
une machoire mobile (c). En tombant, la LA SURETE

machoire bloque le cable du limiteur (d). SiI’action du limiteur de vitesse ne
ralentit pas assez la chute de la
cabine, une sreté est enclenchée.
La tension du cable du limiteur
actionne une tringlerie fixée sur la
cabine. Une paire de coinsestalors
libérée : leur blocage sur le rail de
guidage arréte la cabine.

Otis Elevator C'ampany
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'usage du treuil est ancien. Cet appareil
a facilité la tache des constructeurs des
pyramides égyptiennes et celle des batis-
seurs de cathédrales du Moyen Age. Tou-
tefois, faute d’'un mécanisme de freinage de sécurité efficace, ces premiers ascenseurs
étaient peu sdrs et aucun passager ne s'y aventurait. Tout changea en mai 1854 :
Elisha Graves Otis présenta le premier systéme mécanique, hnommé parachute, qui,
a l'aide de ressorts et de pieces de serrage, prévient la chute libre de la cabine.

Les mécanismes de s(reté des ascenseurs ont été beaucoup améliorés
depuis. Néanmoins, les principes mis au point par Otis sont toujours en usage, méme
dans les plus hauts immeubles du monde. Dans les ascenseurs modernes, si la
cabine descend trop vite, un limiteur de vitesse coupe le courant électrique et
enclenche un frein. Si la cabine ne s’arréte pas, une slreté située sous la cabine
est activée : des coins viennent serrer les rails de guidage. La cabine s’arréte alors
en moins de deux secondes.

Ce parachute fait de I'ascenseur I'un des moyens de transport les plus sdrs.
Les 440 000 ascenseurs installés en France transportent sans dommages 100 mil-
lions de passagers par jour.

Ftﬁ'

William SHEERAN, Société Otis






