Les ordinateurs
mathématiciens!

JEAN-PAUL DELAHAYE

Apreés le jeu d'échecs, l'intelligence artificielle
triomphera-t-elle des mathématiques?

'y a40 ans que les calculatrices ont
supplanté 'homme pour les cal-
culs numériques. En revanche, c'est
seulement depuis une dizaine d'an-
nées que le calcul symbolique par ordi-
nateur (dérivation des fonctions,
recherche de primitives, manipulation
de polyndmes, développements limi-
tés, etc.) a atteint une maturité qui en
fait un allié de premiéere importance dans
certains domaines mathématiques et
une aide appréciée des ingénieurs. La
nouvelle formule de calcul de T, que
nous avons traitée en janvier 1997, était
un exemple frappant de cette avancée
et des résultats produits par le calcul
symbolique en mathématiques.

Un domaine mathématique subsiste
ou les progres de la science informa-
tigue sont peu spectaculaires : la
recherche de démonstrations par ordi-
nateur.

Distinguons deux types de démons-
trations mathématiques : celles qui
ne sont que le développement de longs
calculs (numériques ou symboliques)
et celles qu'on obtient avec des
méthodes ou les raisonnements pré-
dominent.

Pour le second type de démons-
tration, I'apport de l'informatique n'est
pas convaincant : rares sont les
énigmes anciennes intéressant vrai-
ment les mathématiciens dont la réso-

lution a été obtenue par une démons-
tration automatique d'ordinateur.

LE THEOREME
DES QUATRE COULEURS

On cite fréquemment le théoréeme des
quatre couleurs :avec quatre couleurs,
on peut toujours colorier les pays d'une
carte géographique sans que deux voi-
sins portent des couleurs identiques.
Ce résultat, conjecturé en 1852 par
Francis Guthrie, ne fut démontré qu'en
juin 1976 par Kenneth Appel et Wolf-
gang Haken a I'aide d'un calcul par ordi-
nateur. Toutefois, les idées et la structure
de la démonstration étaient dues aux
mathématiciens qui, pendant plus d'un
siecle, avaient travaillé sur le probléme.
L'ordinateur, en 1976, s'est chargé d'un
travail de recherche et de vérification
trop long pour étre mené a la main par
un humain, mais qu'on peut difficile-
ment considérer comme un raisonne-
ment et encore moins comme un
raisonnement créatif. L'ordinateur, dans
la démonstration du théoréme des
guatre couleurs, quoique irremplacable,
n'a été qu'un assistant fiable et obstiné.

La preuve de K. Appel et W. Haken
n'ajamais été vérifiée a la main. En fait,
elle n'avait pas été vérifiée du tout,
car, pour le faire par machine, il fallait
saisir la description de 1 476 graphes

EXISTE-T-IL UN PLAN PROJECTIF D'ORDRE 10?
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Un plan projectif d'ordre n est un ensemble de points et de
groupements de points (appelés droites) tels que :

«il y a n2+n +1 points et autant de droites,

« chaque droite possede n + 1 points et chaque point
appartient a n + 1 droites exactement ;

 deux droites distinctes se rencontrent en un seul point ;

« deux points distincts déterminent une droite et une seule.
Le plan projectif fini d'ordre 2, représenté sur la figure ci-
dessus, est défini par les 7 points {1,2,3,4,5,6,7} et les 7

droites {1,2,4},{2,3,5},{3,4,6}.{4.5,7},{5,6,1}.{6,7,2},{7,1,3}.

1. Illustration du probleme des quatre couleurs résolu par ordina-
teur en 1976 et vérifié en 1996: peut-on colorier toute carte de
facon que deux pays contigus n’aient pas la méme couleur?
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2. Les mathématiciens ne pouvaient déterminer s’il existait un plan
projectif d'ordre 10. Cette inexistence a été démontrée en 1988
sur un ordinateur programmé par C. Lam, L. Thiel et S. Swiercz.
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assez compliqués, ce qui, a cause du
risque considérable d'erreurs et de la
stupidité de cette étape de travail, n'a
pas été tenté.

Neil Robertson, Daniel Sanders,
Paul Seymour et Robin Thomas entre-
prirent, il y a quelques mois, de trou-
ver une nouvelle preuve du théoréme
des quatre couleurs, afin de tranquilli-
ser les mathématiciens qui niaient I'au-
thenticité de la démonstration : en
mathématiques, un résultat démontré
une seule fois — par un humain ou par
un ordinateur — reste incertain.

Aprés quelques mois de travail,
I'équipe réunie autour de W. Robertson
et leur ordinateur découvrirent une nou-
velle preuve, plus courte que la précé-
dente. Elle utilise un ensemble de 633
graphes, dont I'un au moins serait
présent dans un contre-exemple au
théoreme des quatre couleurs, s'il en
existait.

La méthode est en gros la méme
que celle de 1976, et la nouvelle preuve
est encore impossible a vérifier a la
main. Toutefois, avoir trouvé deux
preuves différentes du théoréme devrait
rassurer les mathématiciens soupcgon-
neux. De plus, puisque la nouvelle
preuve est plus courte, elle sera aussi
plus facile a vérifier; d'autant qu'un effort
a été fait pour rendre disponible les don-
nées nécessaires a la vérification sous
une forme commode a manipuler et
accessible a tous par Internet.

La communication généralisée des
ordinateurs facilite I'échange des don-
nées et, donc, la vérification de ce
type de résultats par d'autres équipes,
tache autrefois presque impossible.

LE PLAN PROJECTIF
D'ORDRE 10

Un second exemple de résultat souvent
mentionné comme une réussite des
ordinateurs en mathématiques est la
preuve qu'il n'existe pas de plan pro-
jectif fini d'ordre 10 (une explication
de ce qu'est un plan projectif et un
exemple sont indiqués sur la figure 2).
Cette preuve a été obtenue al'aide d'un
programme, en 1988, par C. W. Lam,
L. H. Thiel et S. Swiercz.

Le probleme est intéressant, car il
est lié a une conjecture formulée en
1782 par Léonard Euler concernant les
carrés grécos-latins, qui, une fois qu'elle
eut été montrée fausse (en 1959),
amena a penser qu'il pouvait y avoir
de tels plans projectifs d'ordre 10.
L'échec des tentatives pour en
construire ou pour démontrer qu'ils sont
impossibles faisait de la question une
énigme agacante que l'informatique a
résolue. Il s'agit donc, la encore, d'un
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résultat sur lequel les mathématiciens
s'interrogeaient (une thése a méme été
soutenue sur le sujet a I'Université de
Berkeley en 1974) et qui a été trouvé
par ordinateur avant qu‘aucun humain
ne |'élucide.

L'ordinateur futirremplacable, mais
son réle fut d'explorer systématique-
ment et mécaniquement toutes les ten-
tatives imaginables de construction d'un
plan projectif d'ordre 10 et de consta-
ter qu'aucune n'aboutit. Le travail fait
par l'ordinateur se réduisait a un calcul.

Comme pour le théoréme des quatre
couleurs, une telle preuve est, par sa
longueur, impossible a vérifier a la main.

Iy a quelques mois, William
McCune, du Département de mathé-
matiques et d'informatique du Labora-
toire Argonne, aux Etats-Unis, a
démontré la conjecture de Robbins, sur
laquelle des recherches vaines étaient
menées depuis 1933.

L'ordinateu,r cette fois-ci, a-t-il fait
un peu plus que dans les deux cas
précédents? Pour que chacun puisse

ALGEBRE DE BOOLE

{b, c}, {c, a}, {a, b, c}.

3. ALGEBRE DE BOOLE ET AXIOME DE ROBBINS

Un exemple d'algébre de Boole (et I'on peut montrer que toutes les algebres
de Boole finies se ramenent a cet exemple) est celui des parties d'un
ensemble E. Les parties de {a, b, c}, par exemple, sont g, {a}, {b}, {c}, {a, b},

Dans une algébre de Boole, deux opérations x+y et n(x) sont données ; elles
permettent d'en définir une troisieme en posant xsy=n(n(x)+n(y)).

av,

)

gD

REUNION X +y

XTY=y+X  Xey=YyeX

XH(Y+Z)=(X+y)+Z  Xo(ysz)=(xsy)z
X+T=T X+tV=x X&V=V Xe[=Xx
x+nN(X)=T xen(x)=V n(T)=V n(V)=T
XEX=X  XeX=X

Xe(y+2Z)=(Xsy)*(Xez) X+(yez)=(x+y)e(X+2)
X+(Xey)=X Xe(X+Yy)=X

n(x+y)=n(x)en(y) n(xsy)=n(x)+n(y)

n(x+y)

Q0

n (x+n(y))

ot
aD

X+ n(y)

indémontré jusqu'a présent.

COMPLEMENT n(X)

Ici, + est I'opération de réunion ensembliste ; n(x) est I'opération de passage
au complémentaire, « est I'opération d'intersection, V est I'ensemble vide, etc.
Une algebre est de Boole si tous les axiomes suivants sont satisfaits.

Certains des axiomes peuvent étre démontrés a partir des autres : la
commutativité deerésulte ainsi de sa définition et de la commutativité de +.

TOUTE ALGEBRE DE BOOLE VERIFIE L'AXIOME DE ROBBINS : n(n(x+y) + n(x+n(y))) = x

QDN
A@@*@@

La commutativité de +, I'associativité de + et I'axiome de Robbins permettent
seuls de démontrer tous les axiomes d'une algebre de Boole. C'est un
ordinateur qui a établi ce résultat conjecturé depuis 1933, mais resté

INTERSECTION Xey

(commutativité)
(associativité)
(propriétés de T et V)
(propriétés de T et V)
(idempotence)
(distributivité)
(absorption)

(lois de Morgan)

n(n(x+y) +n(x +n(y)))
=X

(x+y) +n(x +n(y))
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se faire une idée, voici quelques détails
sur le probleme et sur le travail de I'or-
dinateur de W. McCune.

LES ALGEBRES DE BOOLE

La conjecture de Robbins indique que
toute structure définie par une opéra-
tion d'addition, x+y, et une opération de
complémentation, n(x), qui vérifie les
trois propriétés suivantes :
— commutativité (C): x+y = y+x
—associativité (A) : (x+y)+z = x+(y+2)
— équation de Robbins (R) :

n(n(x+y) + n(x+n(y))) = x,
vérifie nécessairement toutes les pro-
priétés que possede l'opération de
réunion ensembliste et celle de com-
plémentation dans un ensemble.

Les structures vérifiant les axiomes
(C), (A) et (R) s'appellent des algebres
de Robbins. Celles vérifiant les pro-
priétés que possedent la réunion et la
complémentation dans un ensemble

(liste indiquée sur la figure 3) s'appel-
lent des algébres de Boole, du nom
de George Boole, mathématicien irlan-
dais du XIx® siécle, auteur du célébre
ouvrage Les lois de la pensée, qui décrit
un calcul algébrique nouveau ala base
de la logique moderne et de la théorie
des ensembles.

La conjecture de Robbins affirme
donc que «toute algebre de Robbins
estune algébre de Boole», etla démon-
trer consiste a utiliser uniqguement les
trois propriétés (C), (A) et (R) pour en
déduire celles de la figure 3. Essayez,
par exemple, de déduire x + x = x. Il
est facile de montrer qu’une algébre de
Boole est une algébre de Robbins ; c’est
la réciproque qui est difficile.

En fait, l'ordinateur n'a pas démon-
tré exactement cette réciproque. Il a uti-
lisé un résultat établi par S. Winker au
début des années 1980 : si, dans une
algébre de Robbins, on peut trouver
deux éléments a et b vérifiant I'équa-

la numérotation.

+n(n(N(X)+)+y)) =y.

= n(N(N(X)+X)+X+X+X).

4. LA DEMONSTRATION DU 2 OCTOBRE 1996

Voici la preuve de la conjecture de Robbins trouvée par programme. La
premiere étape a été détaillée. Pour les autres, des indications sommaires
sont données. La derniere formule en changeant 'ordre de quelques
termes est de la forme n(a + b) = n(a) ; elle montre donc qu'il existe a et b
vérifiant I'équation de Winker. Les numérotations des formules sont celles
du programme. Les étapes inutiles ont été omises, d'ou la discontinuité de

3 [équation de Robbins] n(n(n(x)+y)+n(x+y)) =y.

5 [3,3] n(n(n(x+y)+n(x)+y)+y) = n(x+y).
Le crochet [3,3] indique qu'on est parti de I'équation 3 et qu'on a
simplifié grace a 3. Voici le détail de cette premiére étape :
-on part de 3 : n(n(n(xX)+y)+n(x+y)) =y.
- on remplace x par n(x)+y ety par n(x +y) ; cela donne :
n(n(n(n(x)+y)+n(x+y))+n(n(x)+y+n(x+y))) = n(x+y)
- on reconnait le premier membre de I'équation de Robbins, qu'on
remplace par y : n(y+n(n(x)+y+n(x+y))) = n(x+y)
- on change l'ordre ce qui est autorisé a cause de I'axiome (C),
n(n(n(x+y)+n(x)+y)+y) = n(x+y))

6 [3,3] n(n(n(N(X)+y)+x+y)+y) = n(n(x)+y).
24 [6,3] n(n(n(n(x)+y)+x+y+y)+n(n(x)+y)) = .
47 [24,3] n(n(n(n(n(X)+y)+x+y+y)+n(n(x)+y)+z)+n(y+z)) = z.
48 [24,3] n(n(n(n(x)+y)+n(n(X)+y)+x+y+y)+y) = n(n(x)+y).
146 [48,3] n(n(n(n(X)+y)+n(n(X)+y)+x+y+y+y)+n(n(x)+y)) = y.
250 [47,3] n(n(n(n(n(X)+y)+x+y+y)+n(n(X)+y)+n(y+2)+2)+z) = n(y+2).
996 [250,3] n(n(n(n(n(n(x)+y)+x+y+y)+n(n(x)+y)
+ n(y+z)+z)+z+u)+n(n(y+z)+u)) = u.
16379 [5,996,3] n(n(n(N(X)+X)+Xx+X+x)+X) = n(N(X)+Xx).
16387 [16379,3] n(n(n(n(n(X)+X)+x+x+x)+x+y)+n(n(n(x)+x)+y)) = V.
16388 [16379,3] n(n(N(N(X)+X)+X+x+x+X)+n(N(X)+X)) = X.
16393 [16388,3] n(n(n(n(x)+x)+n(n(X)+X)+x+x+x+x)+x) = n(n(x)+x).
16426 [16393,3] n(n(n(n(n(x)+x)+N(N(X)+X)+X+X+X+X)+X+Yy)

17547 [146,16387] n(n(n(n(n(x)+x)+n(n(x)+x)+x+x+x+x)+n(n(n(x)+x)
+X+X+X)+X)+X) = n(N(N(X)+X)+N(N(X)+X)+X+X+X+X).
17666 [24,16426,17547] n(n(n(x)+Xx)+Nn(N(X)+X)+X+X+X+X)
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tion de Winker (W) : n(a + b) = n(a),
alors I'algébre en question est une
algébre de Boole.

L'ordinateur n'a donc eu qu'a éta-
blir I'implication :si(C), (A) et (R), alors
il existe a et b tels que (W).

Bien des tentatives avaient été faites
ala main, mais personne n'avait jamais
réussi. Le programme EQP (Equational
Prover) de W. McCune aboutit en
octobre 1996, aprées un calcul ininter-
rompu d'une durée de huit jours sur une
machine utilisant un processeur
RS/6000, en consommant 30 méga-
octets de mémoire et en passant en
revue plus de 2 612 977 expressions
intermédiaires.

L'assaut final fut précédé de plu-
sieurs autres, durant lesquels le pro-
gramme était paramétré de fagon
différente et dont I'examen des résul-
tats a conduit & un ajustement judicieux.
Sion prend en compte la durée de cette
phase de mise au point de la recherche,
le déroulement du calcul a occupé
le puissant microprocesseur cinq
semaines entieres.

VERIFICATION ET MISE A
DISPOSITION DES
DONNEES

Les deux millions de termes manipulés
pendant I'assaut d'octobre ne sont
pas tous indispensables a I'écriture de
la démonstration que (C), (A) et (R)
impliqgue (W). Loin s'en faut! Ce que
I'ordinateur a trouvé se résume en
guatre pages vérifiables a la main,
contrairement aux deux exemples de
démonstration sur ordinateur cités preé-
cédemment. Une esquisse de cette
démonstration est donnée en figure 4.

Le programme vainqueur EQP est
un programme de démonstration auto-
matique spécialisé qui a été développé
a partir d'un autre programme de W.
McCune, plus général, appelé OTTER.
Pour passer du premier programme a
EQP, on a amélioré I'efficacité du trai-
tement des équations dans une algebre
ou I'opération de base est commutative
et associative, et I'on a multiplié les
«parametres de réglages».

Ces parametres déterminent la stra-
tégie de manipulation des équations
que le programme engendre et com-
bine lors de sa recherche. L'un d'eux,
par exemple, indique qu'il ne faut pas
prendre en considération les équations
de longueur supérieure a une borne
fixée. Ce paramétre était fixé a 70 dans
larecherche d'octobre 1996. Quand ce
parameétre est fixé trop bas, la recherche
n'aboutit pas, car la démonstration
recherchée passe par de longues équa-
tions ; quand le parameétre est fixé trop
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haut, la recherche s'égare et n'aboutit
pas, non plus, dans un délai acceptable.
La démonstration trouvée par I'or-
dinateur était a la portée des mathé-
maticiens qui, comme le grand logicien
polonais Alfred Tarski, s'étaient inté-
ressés a la conjecture de Robbins.
L'ordinateur n’a pas produit une deé-
monstration trop longue pour étre com-
prise par un humain, il a trouvé une
démonstration difficile et contournée,
mais d'une longueur raisonnable et
accessible a I'entendement humain.
Cette démonstration est d'ailleurs plus
courte que d'autres que les mathéma-
ticiens écrivent et échangent ordinai-
rement, et qui atteignent parfois
plusieurs centaines de pages.
L'ordinateur n'est donc ici qu'un inter-
médiaire que I'on peut oublier quand
le travail est terminé. Notons aussi que,
depuis le calcul d'octobre, des preuves
un peu plus courtes ont été trouvées,
ainsi que des démonstrations automa-
tiqgues que I'équation de S. Winker
suffit pour rendre «de Boole» une
algébre «de Robbins». Par prudence,
toutes ces preuves ont été vérifiées par
des programmes indépendants. Les
données des démonstrations et des
vérifications sont accessibles atous par
le réseau Internet ; c'est d'ailleurs ce
qui m'a évité d'avoir a saisir a la main
la démonstration indiquée ala figure 4 :
il m'a suffi de la télécharger, supprimant
ainsi les risques d'erreur de saisie.
Tout cela permet donc d'affirmer
sans I'ombre d'un doute : les algébres
de Robbins sont des algébres de Boole.

RESULTATS SIMPLES,
PREUVES COMPLEXES

En examinant la preuve (méme sans
en regarder le détail), on est étonné
de ce qu'un résultat si simple nécessite
un si long détour. Naivement, on est
tenté de croire que tout ce qui est sim-
ple doit se démontrer simplement.
L'exemple de la conjecture de Robbins,
comme bien d'autres en mathéma-
tiques, illustre que ce n'est pas vrai. Les
recherches systématiques de l'ordina-
teur établissent indirectement que le
résultat ne possede aucune démons-
tration élémentaire, sinon elle aurait été
trouvée. Le résultat est simple, mais
le chemin invraisemblablement
détourné qui y méne ne possede pas
de raccourcis importants (ceux trouvés
depuis octobre n‘améliorent que mar-
ginalement la premiére preuve).

Des résultats de logique établissent
d'ailleurs que, dans toute théorie inté-
ressante, le rapport entre la longueur
de la plus courte preuve d'un théoréme
et celle de son énoncé n’est pas limité
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PREPARATION

DEMONSTRATION

s'il ne trouve rien) ;

VERIFICATION

formalismes ;
laissées par le démonstrateur ;
pourront contréler a nouveau ;

controles.

5. DEMARCHE A SUIVRE POUR LES DEMONSTRATIONS AUTOMATIQUES

» Ramener le probleme a un probleme parfaitement clair et formalisé

» Rechercher un démonstrateur adapté, en modifier un ou en concevoir un
nouveau (et en faire I'étude mathématique)

« Tester le démonstrateur et en ajuster les paramétres

* Lancer le démonstrateur et attendre qu'il trouve une preuve (ou l'arréter
» Sauvegarder les traces informatiques de la démonstration (on ne saurait

se contenter d'un «oui c'est vrai je I'ai prouvé» donné par I'ordinateur!)

* Faire redécouvrir la preuve par un second démonstrateur en le guidant
éventuellement pour lui rendre la tache plus facile, ce qui permet — méme
si le second démonstrateur n'est pas assez puissant pour trouver la preuve
seul — de contrdler que le premier n'a pas commis d'erreurs ;

* ou bien produire une version courte et en notation simple de la preuve et
la confier a un vérificateur de preuves sachant traiter ce type de

* ou bien refaire le calcul & la main a partir des traces informatiques
 Mettre le tout sur Internet a la disposition des autres chercheurs, qui

* Publier la preuve dans les revues spécialisées, ce qui permettra d'autres

en taille : pour certains résultats, ce rap-
port sera de 10, pour d'autres de 1000,
pour d'autres de 1000199, etc. Ces pro-
priétés sont liées a l'indécidabilité
logique qui est bien présente dans le
probléme de Robbins, comme l'a
démontré le mathématicien G. McNulty
en 1976 : aucune méthode algorith-
mique générale ne permet de décider
a coup sar, pour tout systeme d'axiomes,
s'il est équivalent ou non aux axiomes
d'une algébre de Boole.

CE N'EST ENCORE
QUE DU CALCUL

Reconnaissons-le, a voir la preuve don-
née le programme de W. McCune, on
remarque que, encore une fois, le
démonstrateur automatique a essen-
tiellement fait un calcul : il a accu-
mulé des équations, certaines trés
compliquées, il a tenté de les combiner
de nombreuses fagons, et a fini par
aboutir, sans qu'aucune compréhen-
sion nouvelle ne se déduise de sa
démonstration. Nous sommes donc
encore décgus. De surcroft, peu de
domaines se prétent aujourd’hui aussi
bien que les algebres de Boole a l'uti-
lisation de démonstrateurs de théo-
remes.

Les résultats nouveaux découverts
par des programmes de démonstration
automatique sont semblables a la

conjecture de Robbins : ils font inter-
venir des formules compliquées que
le programme manipule avec obstina-
tion, lui permettant d'aboutir Ia ot aucun
humain n'a le courage et la patience de
s'aventurer.

Malheureusement (ou heureuse-
ment?), les méthodes de démonstra-
tion automatique sont ainsi peu
susceptibles de fournir des résultats
nouveaux intéressant les mathémati-
ciens ; ce n'est que sur des questions
trés particuliéres que, pour l'instant,
ils ont fait avancer la recherche.

LES DEMONSTRATEURS
DE THEOREMES

Pour justifier les travaux en démons-
tration automatique, nous allons pas-
ser d'autres arguments en revue. lls
établissent sans discussion possible
l'intérét de ce qui a été fait dans cette
discipline informatique depuis 1954,
date a laquelle le premier démonstra-
teur de théoremes a été écrit par Mar-
tin Davis pour établir des résultats
élémentaires d'arithmétique.
D'abord, les démonstrateurs de
théoremes et les méthodes qu'on en
tire sont utiles en dehors des mathé-
matiques. Prouver la correction d'un cir-
cuit, d'un programme ou d'un protocole
d'échange de données n'intéresse
pas les mathématiciens, mais est capi-
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