Des pinces optiques pour une bactérie

ux diverses applications des pinces et des ciseaux
A optiques mentionnées dans I’article de Michael Berns,
s’ajoutent, par exemple, les études menées a I’'Institut
Curie. Grace aux pinces optiques dont sont équipés
deux microscopes, les biologistes ne se contentent plus
d’observer les organites nichés au cceur des cellules, mais
ils peuvent aussi les manipuler.

Nombre de cellules migrent. Mouvements bénéfiques
dans le cas des cellules embryonnaires qui gagnent les
territoires ou elles se différencient, des globules blancs
qui affluent vers les sites infectés, des cellules de la
peau qui reforment le tissu aprés une blessure ; mouve-
ments catastrophiques lorsqu’il s’agit de cellules cancé-
reuses qui colonisent les tissus sains. Pour mieux
comprendre ces mouvements, nous étudions une bacté-
rie, Listeria monocytogenes, dont les mouvements pré-
sentent des analogies avec les déplacements des cellules
de mammifeéres.

Listeria a la forme d’un cylindre de un micrométre de
longueur. Magcon microscopique, elle assemble, dans
son prolongement, des filaments d’actine qui forment une
queue parfois cent fois plus longue qu’elle ; posée au som-

térie, nous avons évalué la force d’adhérence du micro-

met de la queue d’actine, la bactérie avance a la vitesse
de construction du tube, prés d’un millimétre par heure.

Comment les filaments sont-ils assemblés a I’arriére
de la bactérie? D’ou vient la force motrice? Comment la
bactérie s’accroche-t-elle a I’échafaudage? On I'ignore
encore, car on ne peut suivre la construction a I’échelle
des molécules d’actine. Toutefois, en étudiant les défor-
mation de la queue d’actine, on en déduit un scénario des
interactions moléculaires en jeu. Ainsi, en pincant la queue
d’actine a I’aide de pinces optiques, eten tirant sur la bac-

organisme a son échafaudage.

On peut également démultiplier une pince optique a
I’aide de miroirs que I’on fait osciller rapidement entre
deux ou trois positions ; on obtient alors plusieurs
pinces qui saisissent la queue d’actine en différents points,
et I’on en a ainsi évalué I'élasticité. Par différentes expé-
riences de ce type, nous mesurons les pressions qu’exerce
I’échafaudage sur la bactérie. Nous précisons la facon
dont elle se déplace, en espérant élucider quelques
mécanismes généraux de la locomotion cellulaire.

Fabien GERBAL et Albrecht OTT, Institut Curie

de la division cellulaire (la mitose).
Puis, avec des pinces laser, nous avons
déplacé les fragments a I'intérieur de
la cellule afin d’étudier les forces exer-
cées par le fuseau mitotique, cette
machinerie cellulaire qui sépare les
chromosomes dupliqués vers les deux
parties opposées de la cellule en cours
de division.

Les expériences ont donné des
résultats surprenants : nous avons aisé-
ment déplacé les fragments qui étaient
a I’extérieur du fuseau, mais nous
n’avons pas réussi aintroduire dans le
fuseau des éléments prélevés dans le
cytoplasme. Ces expériences ont
confirmé que le fuseau forme une sorte
de cage, empéchant que des éléments
étrangers, tels des fragments de chro-
mosomes nouvellement introduits
dans le cytoplasme, ne pénétrent dans
le fuseau. Comme la mitose détermine
larépartition du patrimoine génétique
dans les cellules filles, on comprend
gue I’évolution ait sélectionné un méca-
nisme qui interdit I’accés au fuseau
mitotique d’éléments indésirables. Cet
élément étant un acteur essentiel de
la division cellulaire, si I’'on parvient
aélucider son fonctionnement, on com-
prendra mieux certaines maladies liées
a la division cellulaire, tels le cancer
et les anomalies de 'embryogenése.

Aujourd’hui, nous disposons d’un
ensemble qui comporte deux fais-
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ceaux laser servant de pinces, un fais-
ceau laser servant de ciseaux et un
microscope confocal a fluorescence
laser. Les lasers sont accordables, c’est-
a-dire que I’on peut choisir la lon-
gueur d’onde de leur faisceau. Cette
station de travail est un outil précieux
pour les biologistes cellulaires ; on
peut y observer des cellules ou des
organites fluorescents a I’aide du
microscope confocal, pendant ou
apres la mise en action des pinces et
des ciseaux. Ce systeme confocal de
piégeage et d’ablation se manceuvre
simplement, al’aide d’un petit levier
de commande.

Des collegues ont utilisé cette sta-
tion pour découper le centromeére des
chromosomes, le point d’ancrage des
microtubules du fuseau mitotique. Les
génes de cette région sont-ils actifs?

On I'ignore, car le centromeére est trés
difficile aisoler etaanalyser. Les pinces
et les ciseaux optiques aideront sans
doute les biologistes a répondre a la
question.

Voila plus de 80 ans qu’Albert Ein-
stein a établi les fondements de la théo-
rie des lasers. Puis, au début des années
1960, des physiciens américains et
russes ont mis au point les systéemes
capables d’émettre les faisceaux laser
prédits théoriquement. Aujourd’hui,
grace a des outils incorporant des
lasers, les biologistes sont devenus des
chirurgiens de la cellule, manipulant
cellules et organites. Ces méthodes ont
des applications en médecine eten bio-
logie du développement ; elles servent
a étudier la structure de la cellule et
son fonctionnement, et a décrypter le
génome humain.

Michael BERNS, professeur a I’'Univer-
sité d’Irvine, est le co-fondateur, avec
Arnold Beckman, de I’'Institut Beckman
d’étude des lasers, qu’il préside.

M.W. BERNS, W.H. WRIGHT et R. WIE-
GAND-STEUBING, Laser Microbeam as a
Tool in Cell Biology, in International Review
of Cytology, vol. 129, pp. 1-44, 1991.

A. CLEMENT-SENGEWALD et al., Ferti-
lization of Bovine Oocytes Induced Solely
with Combined Laser Microbeam and Opti-
cal Tweezers, in Journal of Assisted Repro-

duction and Genetics, vol. 13, n° 3, pp. 260-
265, mars 1996.

A.KHODJAKOV, R.W. COLE et C.L. RIE-
DER, A Synergy of Technologies : Combi-
ning Laser Microsurgery with Green
Fluorescent Protein Tagging, in Cell Moti-
lity and the Cytoskeleton, vol. 38, n° 4,
pp. 311-317, 1997.

Laser Tweezers in Cell Biology, sous la
direction de Michael P. Sheetz, Methods
in Cell Biology series, vol. 55, Acade-
mic Press, 1998.
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G. Albrecht-Buehler

:
s
e

e domino est composé de deux car-
rés accolés par un coté. Les poly-
minos (parfois appelés polyominos)
qui en réunissent 3 sont dénom-
més triminos ; 4, quadriminos ; 5, penta-
minos ; 6, hexaminos ; 7, heptaminos.
Depuis que Solomon Golomb les a
présentés au monde scientifique, en 1953,
lors d'une conférence au Club mathé-
matique d'Harvard, et que Martin Gard-
ner en 1957, dans un de ses premiers
articles de récréation mathématique de
Scientific American, en a fait la publicité,
une «culture du polymino» s'est déve-
loppée, donnantlieu a des centaines d'ar-
ticles, a une multitude de jeux et de
casse-téte, et un grand nombre de sites
Internet leur sont consacrés. Des artistes
comme Guenter Albrecht-Buehler les uti-

| Les conquétes

des polyminos

Dans certains domaines

JEAN-PAUL DELAHAYE

mathématiques comme

les polyminos, amateurs et informaticiens éclairés
font avancer les connaissances.

lisent dans leurs ceuvres. Ce peintre
expose ses tableaux, comme celuirepré-
senté en haut de la page, a l'adresse :
http://pubweb.acns.nwu.edu/~gbuehler/

Dans l'introduction de son livre entie-
rement dédié aux résultats des recher-
ches sur les polyminos et dont une édition
augmentée a été publiée il y a peu,
S. Golomb explique : «Aprés la confé-
rence de 1953, je me suis trouvé irrévo-
cablement lié a tout ce qui pouvait leur
arriver. Un flot continu et soutenu de
correspondants du monde entier et de
toutes les strates de la société — prési-
dents d’Université, pensionnaires d'obs-
curs monastéres ou de célébres
pénitenciers, etc. — m'ont demandé des
informations, proposé de nouveaux pro-
blémes ou fourni des nouvelles solutions.»

1. DENOMBREMENTS

Aucune méthode générale ne permet de déterminer le nombre de polyminos composés
de n carrés. Dans ces dénombrements, on considére bien sir comme identiques deux
polyminos obtenus par retournement ou rotation. Les nombres de polyminos connus
aujourd'hui ont été calculés par dénombrements exhaustifs a l'aide de programmes :

Nombre P(n)
de polyminos
an carrés
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David Klarner a démontré qu'il existe une constante telle que P(n)~nk a l'infini. Cette
constante de Klarner est trés mal connue aujourd'hui, on sait seulement gu'elle est
comprise entre 3,72 (D. Klarner, W. Satterfield) et 4,65 (D. Klarner, R. Rivest) :

n 3,72 - P(n) <n 4,65_

Méme s'il existe des traces de ces
remarquables figures géométriques dans
un livre, publié en 1907, d’'Henry Ernest
Dudeney, le célébre créateur de jeux
mathématiques anglais, méme si,
guelques siécles plus tét, un maitre du
jeu de go remarqua qu'on pouvait créer
12 formes différentes composées de 5 car-
rés accolés par un cdté au moins (pen-
taminos), ce n'est que depuis la fameuse
conférence qu'on les a considérés avec
quelque sérieux.

Dans une version initiale du film 2001,
I'Odyssée de l'espace, de Stanley Kubrick,
une sceéne mettait en lice un acteur qui
jouait aux pentaminos avec l'ordinateur
(cette scene fut remplacée au dernier
moment par une partie d'échecs).

Le succes des polyminos est sans
doute da a ce qu'on les étudie sans for-
mules. La démonstration d'une de leurs
propriétés consiste le plus souvent en
I'évidence d'un dessin (¢a existe, je le
vois!). Lorsqu'on prouve qu'une cer-
taine configuration estimpossible, il s'agit
d'un exercice d'astuce et de pure logique
qu'on pourra suivre sans aucune prépa-
ration mathématique, et que lI'on com-
prendra en s'aidant de piéces en bois
ou en carton plutét qu'avec un crayon et
une feuille de papier. Les mathématiques
sont ici essentiellement un jeu.

Certaines propriétés obtenues par
énumeération ne peuvent pas étre démon-
trées par un raisonnement direct, et alors
c'est un programme (I'écrire est encore
un jeu) qui établit le résultat. Tel est le cas
d’'un théoreme énoncant qu'il y a
1010 fagons de remplir (on dit aussi paver)
un rectangle de 12 x 5 avec les 12 pen-
taminos, qu'il existe 2 339 fagons pour
le rectangle 6 x 10, 368 pour le rec-
tangle 4 x 15, et 2 seulement pour le
rectangle 3 x 20.

Le livre de George Martin (voir la biblio-
graphie a la fin de I'article) sur les poly-
minos paru en 1996 est composé
uniquement de tels petits problemes, qui
pourront occuper les amateurs pendant
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2. LES TROIS TYPES DE RAISONNEMENTS SUR LES POLYMINOS

Raisonnement par "exhibition d'une figure" : on
montre une figure qui vous persuade en quelques
secondes du résultat annoncé. Les figures solutions
sont en général difficiles a trouver.

Exemples d'énoncés prouvables par exhibition :

"Il existe un assemblage des 12 pentaminos en deux
rectangles de taille 6 x 5" (a).

"Il existe une forme géométrique de 20 carrés de
surface telle qu'en utilisant chague pentamino une
fois, et une fois seulement, on obtient trois exem-
plaires de cette forme" (b).

Raisonnement par astuce et logique : une démonstration difficile a trouver,
mais facile a vérifier, établit le résultat.

Exemples de résultats prouvables par astuce et logique :

"Le rectangle en zigzag ne peut étre recouvert par les 12 pentaminos” (c).
"Les 12 pentaminos ne peuvent remplir la croix de Herbert Taylor (croix de
3 x 4 pour les bouts avec un centre de 4 x 4, moins 2 x 2 pour la partie
centrale)” (d).

(e)

Raisonnement assisté par ordinateur : “Il existe seulement deux assemblages (e) et (f) des 12 pentaminos en un rectangle 5 x 12 qui

possedent la propriété que chaque piéce touche le bord.”

© POUR LA SCIENCE - N° 248 JUIN 1998
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des mois et servir de base a l'organisa-
tion de cours de mathématiques amu-
santes susceptibles de faire aimer cette
discipline, moins austére qu'on ne le pense.

3. LES POLYMINOS D'ORDRE RECTANGULAIRE

LES POLYMINOS
RECTANGULABLES

S=1n=4

—I La question du pavage des rectangles

L avec un méme polymino (et non plus avec

un exemplaire de chaque type comme

dans les problémes de pentaminos cités

précédemment) est un probléme remar-

—| guablement difficile qu'on étudie depuis

1 b plus de 30 ans, obtenant lentement des

résultats sous la forme de belles figures

inattendues et de constructions astu-
S=2n=8 cieuses.

Un nombre n est rectangulable s'il existe Les polyminos dont on peut regrou-

un polymino dont n exemplaires pavent per des copies pour faire un rectangle
un rectangle (sans trou ni chevauche- sont appelés rectangulables.

®
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ment, bien sdr), et dont moins de n s . PR
exemplaires ne gavent aucun rectangle < Le pentam!no L (quatre carrés a"g.n es,
Solomon Golomb a montré par la m'é avec un cinquieme collé & angle droit au
thode illustrée ici qu'un nombre n multiple bout de la ligne) est p'e“ sur rectangu-
de 4 (n = 4s) est rectangulable 1 lable, car deux copies du L peuvent
1 s'imbriquer I'une dans l'autre et former un
s=3n=12 — 3 rectangle de taille 2 x 5.

Le plus petit nombre, n, de copies d'un
polymino qui permet de composer un rec-
tangle est appelé son ordre-rectangulaire.
Si n est l'ordre-rectangulaire d'un poly-
mino, le nombre n est rectangulable. Ainsi
1 le pentamino L est rectangulable et a un
ordre-rectangulaire 2. Le nombre 2 est
donc un nombre rectangulable.

2 LES NOMBRES
RECTANGULABLES

Les nombres 1 et 2 sont rectangulables.
Le nombre 3 n'est pas rectangulable :un
rectangle ne se décomposera jamais en
trois polyminos identiques, a moins que
ce ne soient des rectangles (dont l'ordre-
rectangulaire est 1). Ce résultat n'est pas
du tout évident, il n'a été démontré qu'en
1992 par |. Stewart et A. Wormstein. Il a
été généralisé en 1994 par S. Maltby :
rectangles, cette méthode permet de un rectangle ne peut étre décompose

construire des polyminos d'ordre rec- en trois figurt_es identiques, polyminos
tangulaire 10. Icia=1etb = 2. ou non, que si ce sont des rectangles.

Des figures élémentaires montrent
gue 4 est un nombre rectangulable :
certains polyminos (voir la figure 3) pris
en 4 exemplaires composent un rectangle,
alors qu'en en prenant moins que 4 on ne
peut pas faire de rectangle. On ignore si

- 5, 6 et 7 sont des nombres rectangulables.

Deux constructions générales don-

nent des familles infinies des nombres
rectangulables. La premiére, proposée
par S. Golomb en 1987, établit que tous
les multiples de 4 sont rectangulables. La
seconde, découverte il y a quelques mois

Une méthode découverte en 1997 par
William Marshall montre que les nombres
de la forme 2(a2 + b%4) sont rectan-
gulables quand a et b n'ont pas de
facteurs communs. A partir du décou-
page d'un triangle rectangle en 5 sous-

Polyminos de Michael Reid, recouvrant des par le mathématicien amateur néo-zélan-
rectangles et n'appartenant pas aux classes dais W. R. Marshall, est merveilleuse de
de Golomb et Marshall. simplicité et de puissance.

118 © POUR LA SCIENCE - N° 248 JUIN 1998



Elle indique que tous les nombres ,
de laforme 2 (a2 + b?), lorsque a etb n'ont 4. POLYMINOS D'ORDRE RECTANGULAIRE 10

pas de facteurs communs, sont rectan-
gulables. La construction, fondée sur le
découpage d'un triangle rectangle en
triangles rectangles identiques, est la IE

preuve que l'astuce d'un amateur peut,

dans ce domaine, faire progresser la
connaissance d'une question difficile plus
efficacement que le plus puissant des
ordinateurs et que les théories mathé-

matiques les plus savantes.

Quelques constructions ne provenant Quelques polyminos d'ordre rectangulaire 10.
pas de ces deux séries (et appelées spo-
radiques) ont aussi été découvertes : 138
et 690, sont des nombres rectangulables 5. PAVAGES D'UN RECTANGLE PAR UN NOMBRE IMPAIR DE POLYMINOS
(pour 690 le résultat doit étre confirmé,
car la vérification complete que le poly-
mino qui donne 690 ne peut pas remplir
un rectangle de plus petite taille n'a pas
été menée entierement).

Notre connaissance aujourd'hui des
nombres rectangulables inférieurs a
100 se résume assez simplement. On sait
gue 2 est rectangulable. On sait que 3
ne l'est pas. On sait que les multiples de 21 33 45
4 le sont. Et I'on sait, de plus, grace au
résultat de W. Marshall, que 10 =
2(12+2?),26=2(2%2+3?%),34=2(12+ 4?),
50 = 2(32 + 42), 58 = 2(22 + 52),
74 = 2(12 + 62), 90 = 2(32 + 62) sont des
nombres rectangulables. Pour tous les
autres nombres inférieurs a 100, on est
dans l'ignorance.

Certains polyminos assez simples ont
un ordre-rectangulaire élevé, ce qui est
remarquable et jamais facile a établir, car
il faut pour cela (i) montrer la figure com-
plexe d'un rectangle découpé en petits
morceaux identiques selon un schéma 153
peu évident et, (ii) prouver gu'on ne peut

®
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Un nombre impair d'exemplaires d'un méme
polymino peut composer un rectangle. Ces

pas paver un rectangle plus petit avec FAMILLE 3(2n + 1) découpages impairs ne sont jamais évidents.
ce méme polymino, preuve qui nécessite Voici quelques-uns de ces découpages, dé-
le plus souvent l'aide de l'informatique. couverts par Michael Reid et W. Marshall.

Parmi toutes les questions ouvertes FAMILLE 7(6n + 1) 49

concernant la rectangulabilité des nombres,
notons les trés simples suivantes :

—existe-t-il des polyminos d'ordre-rec-
tangulaire 67 dit autrement, 6 est-il rec-
tangulable? (et plus généralement
existe-t-il un nombre rectangulable de la
forme 8k + 67?).

—existe-t-il des polyminos d'ordre-rec-
tangulaire impair?

La question concernant les nombres
impairs est particuliérement lancinante,
puisqu'il se pourrait qu'aucun nombre
impair ne soit rectangulable. Si c'était le
cas, on aurait le beau théoréme (qui pour
I'instant n'est qu'une conjecture) : si
avec un nombre impair d'exemplaires d'un
méme polymino on peut composer un
rectangle, alors il existe un nombre pair
d'exemplaires du méme polymino qui
remplit un rectangle plus petit.

Michael Reid, spécialiste de ces ques-
tions et découvreur de belles figures de

15 21 27 o1
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6. LE JEU DE PENTAMINO

Au jeu du pentamino, le joueur qui commence gagne.

Regle du jeu.

- Deux joueurs s'affrontent sur un échiquier 8 x 8 en utilisant les douze

pentaminos comme piéeces.

- Les joueurs jouent chacun a leur tour, placant sur I'échiquier I'un des
pentaminos non encore placés, de fagon a recouvrir des cases vides.
- Lorsque plus aucune piece ne peut étre déposée, celui des joueurs a qui

c'est le tour de jouer a perdu.

H. Orman, aprés un calcul de plusieurs semaines sur plusieurs ordinateurs,
a établi que le joueur qui commence peut gagner s'il place le pentamino en

Z, comme indiqué sur la figure.

pavages, soupgonne que la conjecture
estfausse. Un lecteur de Pour La Science
saura-t-il la résoudre, en proposant un
polymino dont un nombre impair de copies
remplit un rectangle sans qu'un nombre
pair plus petit fasse de méme?

M. Reid considére aussi que trou-
ver de nouveaux polyminos rectangu-
lables est un terrible défi qu'il faut pourtant
relever pour avancer dans la compré-
hension de ce domaine de la géomé-
trie élémentaire. |l serait trés utile de
connaitre tout ce qu'il en est des poly-
minos les plus simples : par exemple,
les polyminos rectangulables de taille
inférieure a 100, et ceux qui ne le sont
pas. Une telle question est aujourd'hui
totalement hors de notre portée, et les
programmes (écrits par M. Reid, entre
autres) qui fonctionnent en permanence
a la recherche de nouveaux polyminos
rectangulables ne soulévent que trés
lentement le voile.

L'étude des décompositions d'un rec-
tangle en un nombre impair de polymi-
nos est un autre probléme difficile ot des
résultats intéressants ont été trouvés
récemment. David Klarner proposa d'ap-
peler polymino impair un polymino dont
un nombre impair de copies peut com-
poser un rectangle (ici, on n'impose
pas que le nombre impair soit le nombre
minimal d'exemplaires permettant de
composer un rectangle, sinon on serait
ramené a la question non résolue de
savoir s'il y a des nombres rectangu-
lables impairs). La figure 5 donne
quelques-unes des belles décomposi-
tions obtenues.
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UN RESULTAT DE THEORIE
DES JEUX

Récemment un autre progres remar-
quable a été fait concernant les polymi-
nos. La question de l'existence d'une
stratégie gagnante au jeu des pentami-
nos du film 2001, posée il y a plus de 30
ans par S. Golomb, a été résolue a la suite
d'une série de calculs colossaux.
Rappelons les régles du jeu : deux
joueurs s'affrontent sur un échiquier 8 x 8
en utilisant les 12 pentaminos comme
pions, qui sont placés a coté de I'échi-
quier au début du jeu. Les joueurs jouent
chacun a leur tour, prenant une piece de
leur choix parmi les restantes, la posant
sur l'échiquier et venant occuper des cases
vides de celui-ci. Cela, jusqu'a ce que plus
aucune piece ne puisse étre déposée.
Celui des joueurs qui se trouve dans I'im-
possibilité de jouer a perdu.
Al'Université d'Arizona, Hilarie Orman
aprogrammeé une étude du jeu fondée sur
l'idée qu'en placant le pentamino en L au
milieu on limitait le nombre de possibilités
de jeu de l'adversaire. Le calcul a duré
plusieurs mois utilisant de nombreuses
machines (une machine Intel Paragon, 6
Hewlett-Packard 720, 4 Digital Equipment
Corporation RS 3000 model 600).
L'espoir de H. Orman était que, pour
chacune des 1 181 répliques possibles du
second joueur, une réplique gagnante soit
découverte par son programme. Malheu-
reusement le programme découvrit que
deux réponses permettaient a l'adversaire
de se retrouver dans une position gagnante
: en placant le L au centre, le joueur qui

commence perd contre un joueur averti.
La question subsistait : existe-t-il d'autres
facons de commencer qui assurent au pre-
mier joueur de gagner contre toute
défense? Le programme de H. Orman ne
pouvait considérer tous les premiers coups
possibles, car le calcul aurait duré plus
de dix ans! C'est pourquoi elle avait fait
le pari (perdu) que placer le L au centre
était une bonne fagon de jouer pour le pre-
mier joueur. Opiniatre, Hilarie ne se décou-
ragea pas et entreprit une seconde
tentative (aprés une phase de perfec-
tionnement du programme), cette fois
en imaginant que le premier joueur pose
le Z. La réponse obtenue, en deux
semaines, est que, pour ce premier coup,
aucune réplique gagnante n'existe. Le
joueur qui commence peut gagner de
maniére certaine au jeu inventé par
S. Golomb en plagant le Z au centre.
Signalons que le résultat a été vérifié
par un programme de Richard Schroep-
pel, totalement indépendant du premier.

Notons aussi qu'une fois le calcul fait,
un ordinateur n'a pas besoin de refaire
tout le calcul pour chaque partie : I'utili-
sation de certaines données stockées en
cours du calcul lui permet de savoir
comment jouer & coup sdr.

Des deux jeux envisagés par S. Kubrick
«humain contre ordinateur», dans 2001,
Odyssée de I'espace, aucun n'a résisté a
la machine jusqu'au xxI€ siecle. L'homme
perd au jeu d'échecs, comme le match
Kasparov-Deeper Blue de mai 1997 I'a
montré, et perd au jeu de pentamino (13,
l'ordinateur a complétement résolu le jeu
en indiquant la tactique gagnante et lui a,
ce faisant, enleveé tout intérét).
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ouons a pile ou face, un grand
nombre de fois, avec une piece
non truquée. Pile et face ont la
méme probabilité, égale a 1/2,
d’apparaitre a chaque lancer. Compta-
bilisons les résultats au fur et a mesure
et supposons que, a une étape, le nombre
de tirages sur face soit supérieur de 100
a celui des pile : le nombre de pile a-t-il
ensuite tendance a rattraper le nombre
de face? Ceux qui jouent a pile ou face
sans en connalitre les arcanes mathé-
matiques évoquent parfois une «loi des

1. Les résultats possibles d’une suite de quatre
lancers a pile (en vert) ou face (en bleu).

NOMBRE DE LANCERS

des moyennes

IAN STEWART

Subtilités mathématiques du jeu de pile ou face.

moyennes» fondée sur l'intuition que
les nombres de pile et de face obtenus
avec une piéce non truquée devraient
devenir peu différents aprés un grand
nombre de lancers. Pourtant les pieces
n'ont pas de «mémoire» : la probabilité
d’'obtenir pile ou face lors d'un lancer est
toujours 1/2. Ne devrait-on pas penser
plutdt que les totaux n'ont pas de raison
de devenir égaux?

Les mémes questions se posent dans
des contextes variés. Si un accident
d’avion se produit en moyenne tous les
quatre mois et si trois mois se sont
passés sans accident, un accident est-
il imminent?

Dans tous les cas de ce type, la
réponse est non : les processus aléa-
toires ou, plus exactement, les modeles
mathématiques de ces processus n'ont
pas de mémoire.

Le probléme est subtil : qu’entend-
on quand on dit que «le nombre de pile
rattrapera celui des face»? Certes, une
longue suite de face ne change pas la
probabilité d’obtenir ensuite des pile,
mais, méme apres une série comportant
par exemple 100 face de plus que de pile,
la probabilité que les nombres totaux
de pile et de face deviennent ultérieure-
ment égaux est toujours égale a 1. La
probabilité d'un événement est égale a
1 quand I'événement est certain, et elle
est nulle quand I'événement est impos-
sible. Ici nous envisageons une série
potentiellement infinie de lancers : le
jeu peut durer aussi longtemps que le
désire le joueur. Dans ce cas, les mathé-
maticiens préférent dire «presque cer-
tain» ou «presque impossible».

FACE

Mn

\4
Laurie Grace

N

PILE

2. Marche au hasard, ou «face» correspond & un pas vers le haut et «pile» a un pas vers le bas.
Les nombres de «face» et de «pile» totalisés depuis le début du jeu sont rarement égaux ; quand
cela se produit, la courbe rouge croise I’axe des abscisses.
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D’un autre point de vue, aprés une
série ou le nombre de face est supé-
rieur de 100 au nombre de pile, la pro-
babilité que, plus tard, vienne un moment
ou le total des face soit supérieur a
celui des pile d’au moins un million est
aussi égale a 1.

Pour analyser ces apparentes contra-
dictions, examinons de plus pres le jeu
de pile ou face. Nous avons lancé une
piece 20 fois et avons obtenu la suite
PPPPFPFFFFFFPPPFPPPF, qui com-
prend 11 pile (P) et 9 face (F). D'apres
une loi de la théorie des probabilités nom-
meée loi des grands nombres, la fréquence
d’'apparition d’'un événement tend vers
sa probabilité quand le nombre d’expé-
riences augmente indéfiniment. Dans
la série précédente, les fréquences des
événements «tirer pile» et «tirer face»
sont respectivement 11/20, soit 0,55 et
9/20, soit 0,45. Elles sont proches de 0,5,
mais pas égales a 0,5.

La suite précédente ne vous semble-
t-elle pas assez aléatoire ? Préférez-vous
FPFFPPFPPFPFFPFPFFPP, ou les fré-
guences de pile et de face sont exacte-
ment égales a 0,5? Cette deuxiéme
séquence semble plus aléatoire... mais
elle ne I'est pas.

La premiéere suite ne semble pas aléa-
toire, car elle contient de longues chaines
du méme événement, telles PPPP ou
FFFFFF. En réalité, notre intuition est
trompeuse : les séquences aléatoires
contiennent souvent des motifs et des
répétitions, et cela ne doit pas nous éton-
ner (a moins que face sorte a chaque
coup pendant trés longtemps, auquel cas
la piece a probablement deux cotés mar-
qués face).

Langons une piéce quatre fois de suite.
Lafigure 1 indique les résultats possibles.
Le premier lancer donne soit F, soit P (cha-
cun avec une probabilité 1/2). Le
deuxiéme lancer donne encore soit F, soit
P, et ainsi de suite, de sorte qu’'apres
guatre lancers on obtient un arbre a
16 branches. D’apres la théorie des pro-
babilités, chaque chemin a une probabi-
lité égale a 1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2, soit
1/16. Remarquez que la probabilité de
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