LA SOLUTION

L. Fejes-Toth a démontré, en 1940, que
I'empilement hexagonal de disques était
le plus compact possible : le probleme
plan était résolu. En 1953, ce mathéma-
ticien réduisit le probleme de Kepler
infini & un nombre fini, mais encore trop
grand, de possibilités. Il imagina déja
gue le probléme pouvait étre résolu par
ordinateur. T. Hales aramené le probléme
al'analyse de 5 000 types d’empilements.
L'ordinateur devint alors I'outil incontour-
nable, quoique l'informatique joue, dans
ce cas, un réle moins fondamental que
dans la fameuse démonstration du théo-
réme des quatre couleurs. Ici, seule la
comptabilisation et un certain nombre de
calculs accessoires ont été délégués a
la machine.

Dans I'empilement de Kepler, les
tétraédres réguliers sont toujours conti-
gus, par une face, a des octaedres régu-
liers (des solides platoniciens & huit cotés
€gaux) ; a chaque sommet se touchent
huit tétraédres et six octaedres. L'arran-
gement de sphéres correspondant est
constitué de quatre sphéeres disposées
enun carré, une sphére étant posée dans
I'espace central par-dessus et une autre
par dessous. A l'intérieur d’un octaédre,
il reste plus d’espace libre que dans le
tétraedre : la densité n'y est plus que de
0,720903...

Toujours est-il que I'on peut paver un
volume avec des tétraédres et des
octaedres sans espace vide, mais deux
solides de méme type ne se touchent
jamais par une face. C'est le pavage qui
correspond a I'empilement de Kepler.

T. Hales a réalisé le bilan du volume
occupé par les spheres a I'aide d’'une
double «comptabilité». L'analyse des 5 000

5. On ne peut placer au maximum que
12 spheres égales en contact avec une sphére
de méme taille. Ces sphéres ne sont pas join-
tives. La densité «de la cellule de Voronoi» est
maximale pour cette configuration oul les centres
des spheéres sont au sommet d’un icosaedre.
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cas individuels vise & montrer qu’'aucun
arrangement de sphéres ne peut faire
mieux qu’en accolant huit tétraedres a
un octaédre, comme dans I'empilement
de Kepler.

Pour établir un premier bilan comp-
table, il faut relier les centres des sphéres
voisines par des arétes et étudier les poly-
edres que forment ces arétes. On est ainsi
amené a considérer comme voisines
des spheres qui sont proches, mais qui
ne se touchent pas. Toutefois, le pavage
de I'espace par des polyédres n’est plus
unique et naturel, comme il I'était dans le
cas de Kepler ; rien n'empéche, en effet,
de diviser un octaedre par plusieurs plans
perpendiculaires en quatre tétraédres (non
réguliers), sans introduire de nouveaux
sommets. C'est la que cette méthode de
comptabilité atteint ses limites.

Dans la seconde maniéere d'établir le
bilan, les polyédres enveloppent les
sphéres. A chaque sphére est asso-
ciée une sorte d’antichambre (le nom
officiel est «cellule de Voronoi»),
ensemble de tous les points qui sont plus
proches du centre de la sphére consi-
dérée que du centre de toute autre
sphére. L'antichambre d'une sphére dans
I'empilement de Kepler est un rhombo-
dodécaedre (figure 4a). On peut paver
I'espace avec ces rhombododécaedres
sans laisser de vide.

Plus 'antichambre est petite, meilleure
est la densité d’empilement. Quelle est
la plus petite antichambre possible?
Une sphére peut avoir au maximum 12
sphéres voisines qui la touchent, comme
on le sait depuis le siecle dernier. Comme
d’habitude, le volume minimal de I'anti-
chambre est atteint pour I'arrangement
présentant la symétrie maximale : les
12 spheéres contigués sont placées aux
sommets d’'un icosaedre régulier. L'anti-
chambre est alors un dodécaédre et la
densité d’empilement est égale a
0,754737... ; malheureusement on ne
peut pas empiler des dodécaedres sans
laisser d’espaces vides.

En combinant habilement ces deux
méthodes de comptabilisation (construc-
tions de polyedres liant les centres des
sphéres et examen de cellules de Voro-
noi), T. Hales réussit a régler le sort des
5 000 empilements. Un seul cas était
notablement plus difficile que tous les
autres. L'éléve de T. Hales, Samuel
Ferguson, a écrit une thése sur ce sujet ;
dans ce cas, les sphéres sont placées
aux sommets d’'un prisme ayant pour
base un pentagone régulier et des parois
carrées, que I'on peut coiffer en haut et
en bas d'un couvercle plat de cinq tri-
angles équilatéraux.

Finalement, toutes ces réflexions
et bien d’autres encore menent a des
problemes de minimisation. Les

6. De nombreux mathématiciens ont établi
des limites supérieures de la densité de com-
pactage : 0,828 (Rankin, 1947), 0,7797
(Rogers, 1958), 0,77844 (Lindsey, 1987),
0,77836 (Muder, 1988), 0,7731 (Muder,
1993), jusqu’a ce que Thomas Hales (ci-
dessus) démontre que la limite était celle
déterminée par Kepler : 0,74048...

12 spheres tangentes a la sphere cen-
trale ne sont pas tangentes entre elles,
mais mobiles ; en fonction de leur posi-
tion, le volume de I'antichambre varie.
Il existe toujours un continuum d’ar-
rangements possibles, que I'on n'arrive
amaitriser que sil'on trouve, parmi tous
les arrangements d’une catégorie, le
plus favorable et que I'on vérifie ensuite
que méme celui-la n'est pas meilleur
que I'arrangement de Kepler. Il faut donc
minimiser, dans de nombreux cas indi-
viduels, une fonction non linéaire de plu-
sieurs variables.

Kepler alaissé son nom au probleme,
mais il ne I'a pas inventé : en 1600, le
mathématicien anglais Thomas Harriot
formula la question de I'empilement
compact de sphéres. Tenant de I'ato-
misme, il considérait les atomes comme
des spheéres et pensait avoir déterminé
la densité maximale d’un solide.

Les considérations sur le probléeme
de I'empilement des sphéres ont des
applications en codage : si, dans un
espace a n-dimensions, le centre de
chaque sphére représente un nombre
binaire, il faut s’assurer que les autres
nombres sont également distants deux
a deux pour qu’une erreur ait le moins
de chances possibles de transformer un
nombre en un autre. Donc le probleme
est moins futile qu'’il ne le parait aux béo-
tiens, et, comme toujours, les mathé-
matiques triomphent.

Christoph POPPE est rédacteur a la revue
Spektrum der Wissenshaft, édition en
langue allemande de Scientific American.
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Dmitry Krasny

eu apres le coucher du soleil, en
Asie du Sud-Est, la vie offre & ceux
qui savent aller I'admirer I'un des
plus remarquables spectacles :
des nuées de lucioles clignotent en cheeur.
Dans les années 1930, le biologiste Hugh
Smith décrivit le phénomeéne : «Imaginez
un arbre de pres de 15 metres de haut
et dont, semble-t-il, chaque feuille porte
une luciole. Toutes ces lucioles clignotent
a l'unisson, environ trois fois par deux
secondes. Entre chaque émission de
lumiére, I'arbre s'obscurcit complétement.
Imaginez une dizaine de kilométres de
bord de riviére, avec une file ininterrom-
pue d'arbres qui portent tous des lucioles ;
tous les arbres s'éclairent ensemble, et
tous s’éteignent ensemble !»
Pourquoiles émissions sont-elles syn-
chrones? Une théorie propose que I'évo-
lution a présidé a I'apparition de ce curieux

Choeurs lumineux

IAN STEWART

Comment les lucioles synchronisent
leurs émissions de lumiere.

phénomene : seuls les males émettent
de la lumiére, afin d'attirer les femelles ;
or, des flashs simultanés se voient de plus
loin, surtout dans les zones ou la végé-
tation est dense.

Il existe une autre explication, mathé-
matique. Les lucioles émettent de la
lumiére grace a un composé qui réagit
chimiquement. Elles ont une réserve de
ce composeé, qu'elles libérent par bouf-
fées, selon un cycle. Tout se passe comme
si les lucioles comptaient régulierement
de 0 a 100, libérant le composé a 100,
tandis qu’elles remettent alors le comp-
teura 0. L'état de laluciole est ainsi déter-
miné par la valeur du compteur interne.
C'est la «phase» de leur cycle.

Un tel cycle est un oscillateur, c'est-
a-dire un systeme dont la dynamique
naturelle est périodique. Les oscillateurs
sont nombreux, dans le monde vivant :

ils font battre le coeur ou gonfler les
poumons.

Pourquoi des systémes oscillent-
ils? Parce que c’est le comportement le
plus simple aprés I'immobilité compléte.
Pensez au tigre captif qui parcourt cycli-
guement sa cage ou, en physique, aux
vibrations d’'une corde de violon. La corde
ne peut rester immobile, quand elle est
perturbée par l'archet ; elle ne peut faire
n’importe quel mouvement, parce que
ses extrémités sont fixes. De ce fait, elle
vibre périodiqguement.

Dans le cas des lucioles, les oscilla-
tions sont créées par un mécanisme d'ac-
cumulation et de décharge : ce mécanisme
s'observe chaque fois qu’'une quantité d'un
composé augmente jusqu’a un seuil. Une
fois le seuil atteint, le systeme «décharge»
(pour les lucioles, c’est le flash), etla quan-
tité de composé stocké s’annule, avant

de recommencer a croitre.
‘ ‘ Comment expliquer

1

le synchronisme des lu-
cioles? Les observations
des entomologistes, dans
la nature ou en laboratoire,
ont montré que certaines
lucioles qui pergoivent un

flash d’'un congénere sont

excitées, et leur phase est
alors avancée vers le seuil

de décharge.

Leurs oscillateurs sont
«couplés» : chacun d’eux
modifie I'état des autres.
Le mathématicien hollan-
dais Christiaan Huygens
étudia de tels oscillateurs

alors gu’il mettait au point

des pendules dont la

période ne dépend pas
de I'amplitude de I'oscilla-

tion : il vit que deux pen-
dules accroché a une
méme étagere se calaient
progressivement. Ce phé-
nomene de synchronisa-

| [ |e

tion est courant, mais

Le jeu de flash solitaire reproduit le comportement des lucioles. Cette série de positions se lit de gauche a
droite et de haut en bas. Trois lucioles (points de couleur) se déplacent dans le sens des aiguilles d’une
montre. Quand une luciole atteint la case flash (en jaune), elle émet un flash qui fait avancer les autres lucioles
(lignes bleues) d’'un nombre de cases égal au numéro de la rangée sur laquelle les lucioles se trouvent. Les

étapes omises sont signalées par une ligne grise.
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I'élucidation du mécanisme
de synchronisation est par-
fois difficile (attention : la
synchronisation des oscil-
lateurs n’a pas toujours
lieu ; ainsi chaque membre
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d’un animal est associé a un oscillateur,
mais tous ces oscillateurs ne sont pas
en phase).

Le physiologiste Charles Peskin futun
des pionniers des couplages d’oscilla-
teurs. En 1975, il étudia la synchronisa-
tion des fibres musculaires du cceur et il
proposa un modéle détaillé des systéemes
a accumulation et décharge. Il proposa
notamment une équation qui décrivait I'ac-
cumulation en fonction de la phase ;
cette méme équation décrit le comporte-
ment lumineux des lucioles. Dans le
modele de Ch. Peskin, le couplage n'est
assuré que par les décharges : un oscil-
lateur qui atteint son seuil de décharge
envoie a ses voisins un signal qui avance
leur phase vers le seuil de décharge.
Quand cette stimulation fait dépasser le
seuil d’'un des oscillateurs, ce dernier émet
a son tour un signal, et ainsi de suite.

r les composés luminescents de cer-

taines lucioles sont précisément

modifiés par un mécanisme de ce
type, la stimulation étant la lumiére recue
d’autres lucioles. Quand une luciole
percoit le flash d’'un congénére, elle est
«excitée», et sa phase se rapproche de
celle de la décharge. Ch. Peskin a mon-
tré que, pour deux oscillateurs a accu-
mulation et décharge, avec des impulsions
couplées, qui obéissent a son équation,
la synchronisation survient généralement
(si le déphasage initial est égal a des
valeurs particulieres, les flashs ne se syn-
chronisent pas, et les émissions de lumiére
alternent plutdt ; cependant cet état est
instable, etla moindre perturbation conduit
a la synchronisation).

Ch. Peskin a également supposé
gu'il en serait de méme pour tout réseau
d'oscillateurs couplés a accumulation et
décharge. Dans un article de 1990, Renato
Mirollo et Steven Strogatz ont démontré
I'hypothése de Ch. Peskin, mais pour
une équation plus générale que la sienne.
Sous réserve de quelques hypothéses
techniques, R. Mirollo et S. Strogatz
montrérent que, pour un systeme com-
posé d'un nombre quelconque d'oscilla-
teurs couplés identiques, a accumulation
etdécharge, I'état final est le synchronisme
(sauf pour quelques rares conditions ini-
tiales qui conduisent & un comportement
périodique, et ces états sont instables).

Leur démonstration est fondée sur
un phénoméne nommeé absorption, qui a
lieu lorsque deux oscillateurs déphasés se
synchronisent et restent synchronisés. Le
couplage étant totalement symétrique (tous
les oscillateurs agissent les uns sur les
autres de laméme fagon), un groupe d'os-
cillateurs qui s'est accordé reste synchrone.
Mathématiquement on démontre qu’'une
suite de telles absorptions doit finale-
ment mettre en phase tous les oscillateurs.
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de lucioles a I'aide d’un modele

simple, le «Jeu du flash solitaire»,
qui se joue avec des jetons que I'on
déplace sur les bords d'un damier ou
sur la plaque d’un jeu de Monopoly ;
VOUS pouvez aussi construire un carré
de six cases de c6té (voir la figure 1).
On n'utilise que le pourtour, ou I'on
marque un coin que I'on nomme «seuil»,
ou «coin flash». Les quatre cotés sont
alors numérotés 1, 2, 3, 4 a partir de
cette case, dans le sens des aiguilles
d’'une montre. Quelques jetons placés
aléatoirement représentent les lucioles.
La position d’une luciole par rapport
au coin flash, dans le sens des aiguilles
d’'une montre, indique sa phase. Les
lucioles qui atteignent le seuil émet-
tent un flash, puis reconstituent leurs
réserves de composé luminescent selon
quatre regles.

Regle 1 : on déplace chaque luciole
d’'une case dans le sens des aiguilles d'une
montre. Bien qu'on doive déplacer les
lucioles les unes apres les autres, consi-
dérez que leur mouvement est simultané.

Régle 2 : quand une luciole tombe sur
le coin flash, on déplace toutes les autres
lucioles dans le sens des aiguilles d'une
montre ; 'amplitude du déplacement est
égale au numéro de larangée sur laquelle
se trouve initialement la luciole déplacée.
Ainsi une luciole sur le coté 3 est dépla-
cée de trois cases dans le sens des
aiguilles d’'une montre. Toutefois, quand
ce déplacement conduit une luciole a
dépasser le coin flash, la luciole s’arréte
au coin flash (cette étape représente le
couplage). Les autres lucioles pergoivent
le flash qui les avance vers leur seuil.

Regle 3 : quand une luciole atteint le
coin flash a la suite du pas 2, on répete
ce pas ; on déplace une nouvelle fois tous
les jetons.

Régle 4 : appliquer & nouveau les
quatre regles.

Notons que I'arrivée de deux lucioles
ou plus sur le coin flash correspond a une
synchronisation ; on les déplace ensuite
en bloc. Dans I'exemple de la figure 1,
c’est ce que font deux des lucioles. Si
VOous poursuivez cet exemple, vous obser-
verez que les trois lucioles finissent syn-
chrones.

Je soupgonne que, pour certaines
tailles de damier, on trouve des place-
ments initiaux qui conduisent a des
comportements périodiques asynchrones
qui correspondent aux états instables
de la théorie de Mirollo-Strogatz. Le Jeu
du flash est un modéle & nombre fini
d'états plus simple que celui qui a été ana-
lysé mathématiquement, et il pourrait ne
pas se comporter exactement de laméme
facon. A vous de jouer : faites-moi part
de vos découvertes.

V ous pouvez étudier des groupes
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photographies : Renaud Boistel

Lutte territoriale

CATHERINE PERRIN = RENAUD BOISTEL

ans le brouhaha de la forét guyanaise, une oreille

exercée distingue, prés des cours d'eau, le coasse-

ment répété du petit crapaud diurne au ventre rose

Atelopus franciscus, de deux centimétres de long.
Perché sur une feuille, a quelques dizaines de centimeétres
du sol, le male qui répéte ce signal espére attirer les femelles
situées a proximité. Ce marquage sonore indique aussi
aux autres males que le territoire environnant, sur cingq a
dix metres carrés, est occupé.

Cet interdit n’est pas toujours suffisant : un concurrent
un peu plus téméraire que les autres pénetre parfois sur le
territoire du méale qui coasse sur une feuille. Le rythme du
coassement s'accélére en réponse au coassement de I'in-
trus, mais ce dernier, peu impressionné, grimpe sur une
plante voisine (1) afin de se placer vis-a-vis de son adver-
saire. Aprés un échange de cris, le nouvel arrivant saute sur
la feuille du male résident, qui riposte immédiatement en
poussant un cri et en sautant sur l'assaillant (2). Il s'accroche
a lui et essaie de I'expulser de la feuille. Pendant pres
d'une demi-heure, ils s'affrontent au corps a corps (3 et 4).
Enfin, les deux crapauds tombent au sol (5). Celui qui est
en position supérieure (ici, le défenseur) pousse un dernier
cri, et le vaincu s'allonge completement sur le sol, les
pattes relevées, en signe de soumission. Le vainqueur se
redresse, et remonte sur la feuille. Le perdant n'a plus qu'a
s'éloigner a larecherche d'un autre territoire, vacant ou moins
vigoureusement défendu (6).
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