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analogue quand il étudia le problème des
sept ponts de Königsberg : la ville de
Königsberg (aujourd’hui Kaliningrad, en
Russie) est construite sur une rivière, la
Pregel, et comprend deux îles. À l’époque
d’Euler, sept ponts reliaient les îles aux
rives ou entre elles (voir la figure 2). On
raconte que les habitants avaient cher-
ché pendant longtemps un circuit pas-
sant sur chacun de ces ponts une fois et
une seule. Euler démontra qu’un tel cir-
cuit n’existait pas.

Comment obtint-il ce résultat? Il consi-
déra d’abord les quatre masses terrestres
– les deux îles (a et d) et les deux rives (b
et c) –, qu’il associa aux sommets d’un
graphe ; puis il associa les sept ponts à
des arêtes entre ces sommets. Ayant ainsi
transformé le problème en un problème
de théorie des graphes, Euler montra
que si une boucle passe une fois et une
seule par chaque arête, alors un nombre
pair d’arêtes arrive à chaque sommet. En
effet, comme le chemin considéré est un
cycle, chaque fois que la boucle arrive à
un sommet par une arête, elle doit le quit-
ter par une autre arête. Les arêtes sont
ainsi appariées, et le nombre total d’arêtes
reliées à chaque sommet est pair. Cette
condition de parité n’est pas vérifiée à
Königsberg où, à chaque «sommet»,

huit faces triangulaires. Une danse encore
plus complexe commence avec une seule
longue boucle tenue par trois personnes :
la boucle a d’abord une forme de triangle,
mais elle est ensuite transformée en
tétraèdre, puis en octaèdre (un solide à
huit faces triangulaires). Puis un qua-
trième danseur se joint au groupe et
participe à la transformation de l’octaèdre
en cube. Enfin six danseurs viennent
déformer le cube pour obtenir un dodé-
caèdre (à 12 faces pentagonales), puis
un icosaèdre (20 faces triangulaires). Les
cinq solides platoniciens (les polyèdres
réguliers que sont le tétraèdre, le cube,
l’octaèdre, le dodécaèdre et l’icosaèdre)
sont ainsi tous représentés.

C es danses avec des figures de ficelle
posent des problèmes qui se rap-
prochent de ceux qui ont engen-

dré la topologie. Quelles arêtes des
polyèdres réalisés doivent-elles être dou-
blées, par exemple? Ce type de ques-
tion s’analyse en termes de «cycles
eulériens» dans les graphes. Un graphe
est un ensemble de points, ou sommets,
reliés par des segments, ou arêtes. Un
cycle eulérien est un chemin fermé, ou
circuit, qui passe une fois et une seule
par toutes les arêtes du graphe (on ne
le confondra pas avec un circuit hamil-
tonien, qui passe une fois et une seule
par chaque sommet). On peut représenter
une danse par un graphe si l’on fait cor-
respondre des sommets aux mains des
participants, et des arêtes aux parties de
ficelle qui forment les polyèdres. Cer-
taines des arêtes de polyèdres sont com-
posées de plusieurs brins de ficelle.
Pourquoi? Les danseurs peuvent-ils for-
mer les polyèdres avec seulement un
brin de ficelle par arête?

Généralement non. Supposons que
l’on forme un polyèdre en n’utilisant qu’une
boucle de ficelle. Celle-ci forme un cycle
qui passe par tous les sommets du poly-
èdre. Or, en 1735, le mathématicien suisse
Leonhard Euler rencontra une structure

arrivent des arêtes en nombre impair (trois
ou cinq, selon les sommets).

Euler fit mieux, en démontrant le résul-
tat réciproque : dans tout graphe connexe
(c’est-à-dire d’un seul tenant) où chaque
sommet est relié à un nombre pair
d’arêtes, il existe un circuit qui passe
par chaque arête une fois et une seule.
Ce théorème explique les arêtes dou-
blées dans les danses avec de la ficelle.

Considérons, par exemple, le dodé-
caèdre, à 20sommets reliés par 30arêtes.
Comme trois arêtes (un nombre impair)
arrivent à chaque sommet, il n’existe pas
de circuit qui passe par chaque arête une
fois et une seule. En revanche, quand une
de ces trois arêtes est «doublée», quatre
arêtes (un nombre pair) arrivent à chaque
sommet. Pouvez-vous identifier dix arêtes
telles que, si on les double, quatre arêtes
arrivent à chaque sommet? Sinon, vous
pourriez les doubler toutes : six arêtes arri-
veraient alors à chaque sommet. Mais un
si grand nombre est-il nécessaire?

Comme cet exemple le montre, les
danses avec des figures de ficelle peuvent
constituer d’instructives introductions à la
géométrie dans l’espace à trois dimen-
sions. Ce sont aussi des jeux très amu-
sants : essayez-les la prochaine fois que
vous serez dans une réunion ennuyeuse.

DÉBUT ET FIN

DÉBUT
ET FIN

a
a

b

d

c

b

c

d

2. Le problème des sept ponts de Königsberg et son graphe : les points noirs représentent les masses terrestres, et les arêtes noires, les ponts.

Dans mon article intitulé Chœurs
lumineux (Pour la Science, mai
1999), je demandais si, dans le

Jeu du flash, on pourrait trouver des
configurations qui, au lieu d’évoluer vers
un synchronisme des lucioles, abouti-
raient à des cycles, les jetons étant répar-
tis sur plusieurs cases. Cette situation n’a
pas lieu dans le modèle mathématique
de la synchronisation des lucioles, mais
elle se rencontre dans le Jeu du flash,
qui est discontinu. William Evans, d’Ir-
vine, a découvert que si le damier a douze

cases de côté, avec cinq lucioles, une posi-
tion initiale (ci-dessous à gauche) évolue,
après 27 coups, vers une seconde confi-
guration (à droite) qui se répète avec
une période égale à 38 coups.
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N ayan Hajratwala, de Plymouth
(Michigan), vient de prouver avec
son ordinateur personnel que
28972593 – 1 est un nombre pre-

mier (c'est-à-dire n'est divisible que par
un et par lui-même). C'est le plus grand
nombre premier connu, et nous sommes
sûr du résultat, car la preuve a été refaite
sur un autre ordinateur indépendant.

Le nombre 28972593 – 1 est un nombre
premier de Mersenne, c'est-à-dire de la
forme 2n – 1. Ces nombres intéressent
les mathématiciens depuis longtemps, et
celui-ci est le 38e nombre premier de Mer-
senne. Il a 2 098 960 chiffres : l'écrire

occuperait, en petits caractères, un
numéro complet de Pour la Science. Il
permet à N. Hajratwala de remporter les
50 000 $ du prix créé il y a quelques mois
pour récompenser la première personne
ou équipe proposant un nombre pre-
mier de plus de un million de chiffres.

L'ordinateur utilisé pour prouver que
ce nombre est premier est un micro-ordi-
nateur banal comme vous en possédez
peut-être un. C'est un IBM-Aptiva équipé
d'un processeur Pentium II fonctionnant
à la vitesse d'horloge de 350 Mhz. L'or-
dinateur a calculé pendant 111 jours (trois
semaines auraient suffi s'il avait calculé

sans s'arrêter). Le calcul n’a pas dérangé
son propriétaire, car le programme ne
fonctionnait que pendant les périodes où
N. Hajratwala laissait sa machine inoc-
cupée (mais branchée!).

N. Hajratwala n'est pas un mathé-
maticien de génie, et il n'est même pas
certain qu'il sache précisément ce que
fait le programme qui lui a permis de
gagner et qu'il a téléchargé sur le site
Internet du projet GIMPS : Great Internet
Mersenne Prime Search.

LA LOTERIE DU CALCUL

Le projet GIMPS a été fondé en janvier
1996 par George Woltman, un informa-
ticien à la retraite qui vit à Orlando, en
Floride. Il concentre et organise la puis-
sance de calcul gisant inexploitée dans
les milliers d'ordinateurs personnels répar-
tis dans le monde pour améliorer notre
connaissance des nombres premiers.

N. Hajratwala a eu de la chance,
car il n'était pas le seul à essayer de trou-
ver un nombre premier de plus de un mil-
lion de chiffres. Les organisateurs du
projet GIMPS ont confié des calculs à plus
de 21 000 ordinateurs. Chaque partici-
pant essayait son propre nombre de Mer-
senne, lequel, le plus souvent, n'est
pas premier : aussi n’avait-il qu’une
chance sur 30 000 environ de tomber sur
un nombre premier. Ainsi, participer au
projet GIMPS avec sa machine revenait
à jouer à la loterie : contre le prix de l'élec-
tricité nécessaire au fonctionnement de
la machine et l'usure que le calcul inin-
terrompu peut provoquer (tout cela consti-
tuant l'équivalent du coût du billet de
loterie), vous aviez droit à un exposant
(l'équivalent d'un numéro de loterie) qui
vous permettait d'espérer le prix.

Le prochain prix sera donné pour un
nombre premier de dix millions de chiffres,
mais les organisateurs  souhaitent d'abord
explorer tous les exposants n assez petits
pour connaître parfaitement et définiti-
vement quels sont, parmi les nombres

Après des études chez les oratoriens du Mans, puis chez les jésuites à La 
Flèche, il prend l'habit des minimes (ordre qui doit son nom au désir que les 
moines avaient d'être les plus humbles des serviteurs de Dieu). Il enseigne la 
philosophie à Nevers, puis s'établit à Paris. Il publie divers ouvrages de 
sciences et de philosophie, dont, en 1624, un livre au titre charmant : L'im-
piété des déistes, athées et libertins, renversée et confondue. Il défend la 
théorie de Galilée contre les critiques des théologiens et s'oppose à l'alchimie 
et à l'astrologie qu'il dénonce comme pseudo-sciences. Le père Mersenne 

entretient une correspondance avec les plus grands 
savants de son époque : Descartes, Pascal, Torricelli, 
Gassendi, Hobbes, Huygens, Roberval. Après sa 
mort, on trouvera dans ses affaires des lettres de 
78 savants différents. Il rend visite à Fermat à 
Toulouse et c'est le premier physicien à utiliser le pen-
dule pour mesurer l'intensité de la pesanteur. Il conçoit 
un hygromètre et un télescope à miroir parabolique, il 
découvre la loi des tuyaux sonores et des cordes 
vibrantes, ce qui lui permet de comprendre le rapport 
entre la hauteur des notes de la gamme musicale et la 
fréquence, il mesure aussi la vitesse du son.
Mersenne affirme en 1644 que Mp = 2p – 1 est un 

nombre premier pour p égal à 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257, et 
composé, pour les autres exposants, jusqu'à 257. Persuvin et Seelhoff 
relèvent, en 1886, une première erreur dans la liste de Mersenne : ils 
prouvent que M61 est premier. Quatre autres erreurs sont découvertes par la 
suite : M67 et M257 ne sont pas premiers, alors que M89 et M107 le sont.
On ignore encore si, parmi les nombres de la forme Mp = 2p – 1 avec p pre-
mier (les nombres de Mersenne), il y en a une infinité de premiers. On ignore 
aussi s'il y a une infinité de nombres de Mersenne composés. Bien sûr, l'une 
au moins des affirmations est vraie, probablement les deux.  

1. MARIN MERSENNE (OIZÉ 1588 - PARIS 1648)

Un nombre premier 
à 50 000 $
JEAN-PAUL DELAHAYE

En utilisant des milliers d’ordinateurs oisifs, 
vous avez gratuitement une énorme puissance 
de calcul.



Les nombres premiers Mp = 2p – 1, dénommés nombres 
premiers de Mersenne, connus aujourd'hui sont :
 n            p    année du    auteur du
                    calcul          calcul

1588
1588
1750
1883
1911
1913 
1876 
1952     
1952    
1952     
1952     
1952     
1957    
1961
1961
1963 
1963 
1963 
1971 
1978 
1979 
1979
1982
1988
1983
1988  
1992
1994
1996
1996
1997
1998 
1999

Le plus grand nombre premier obtenu avec et sans 
ordinateurs (d'après C. Caldwell)
  nombre      nombre 

    de chiffres          
6
6
10
13
39
44

79  
157  
183  
386  
664  
687  
969  
1281  
1332  
2917  
2993  
3376  
6002  
6533  
6987  
13395  
25962  
39751  
65050  
65087  
227832  
258716  
378632  
420921  
895932  
909526  
2098960     

          
1588?
1588?
1772?
1867
1876
1951

1951  
1952  
1952  
1952  
1952  
1952  
1957  
1961 
1961  
1963  
1963  
1963  
1971  
1978  
1979  
1979  
1982  
1983  
1985  
1989  
1992  
1994  
1996  
1996  
1997  
1998  
1999  

          
Cataldi
Cataldi
Euler
Landry
Lucas
Ferrier

EDSAC1
SWAC  
SWAC  
SWAC  
SWAC  
SWAC  
BESK  
IBM7090 
IBM7090 
ILLIAC 2 
ILLIAC 2 
ILLIAC 2 
IBM360/91 
Cyber 174 
Cyber 174 
Cray 1     
Cray 1                    
Cray X-MP               
Cray X-MP              
Amdahl    
Cray-2         
Cray C90     
Cray T94     
Pentium
Pentium
Pentium
Pentium II

          
217 - 1
219 - 1
231 - 1
(259 - 1)/179951
2127 - 1
(2148 + 1)/17

180(M127)2+1       
M521          
M607          
M1279        
M2203        
M2281        
M3217        
M4253      
M4423      
M9689      
M9941      
M11213    
M19937   
M21701   
M23209  
M44497  
M86243  
M132049  
M216091  
391581*2216193-1  
M756839  
M859433  
M1257787  
M1398269  
M2976221  
M3021377  
M8972593    

2. LES NOMBRES PREMIERS DE MERSENNE 3. NOMBRES PREMIERS RECORDS

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

2
3
5
7
13
17
19
31
61
89
107
127
521
607
1279
2203
2281
3217
4253
4423
9689
9941
11213
19937
21701
23209
44497
86243
110503
132049
216091
756839
859433
1257787
1398269
2976221
3021377
8972593

P. Cataldi
P. Cataldi
L. Euler
I. Pervushin
R. Powers
E. Fauquembergue
E. Lucas
R. Robinson
R. Robinson
R. Robinson
R. Robinson
R. Robinson
H. Riesel
A. Hurwitz
A. Hurwitz
D. Gillies
D. Gillies
D. Gillies
B. Tuckerman
L. Noll et L. Nickel
L. Noll
H. Nelson et D. Slowinski
D. Slowinski
W. Colquitt et L. Welsh
D. Slowinski
D. Slowinski
D. Slowinski
D. Slowinski et Gage
D. Slowinski et Gage
Woltman, Armengaud (GIMPS)
Woltman, Spence (GIMPS)
Woltman et al. (GIMPS)
Woltman et al. (GIMPS)

année auteur 

          
Division
Division
Division et raisonnement
Division et raisonnement
Suite de Lucas
Théorème de Proth

Miller & Wheeler
Robinson (30 janv.)
Robinson (30 janv.)
Robinson (25 juin)
Robinson (7 oct.)
Robinson (9 oct.)
Riesel
Hurwitz
Hurwitz
Gillies 
Gillies
Gillies 
Tuckerman
Noll et Nickel
Noll 
Nelson et Slowinski
Slowinski 
Slowinski
Slowinski
Brown et al
Slowinski et Gage
Slowinski et Gage
Slowinski et Gage
GIMPS
GIMPS 
GIMPS 
GIMPS 

auteur 
ou équipe 

méthode

 

ordinateurs  

105© POUR LA SCIENCE - N° 264 OCTOBRE 1999

C BM Y
100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 % 100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %100 %  80 %   60 %   40 %   20 %   10 %    5 %

PLS – Page 105 CB Y M

pli
impaire

de la forme 2n – 1, ceux qui sont pre-
miers. Ils souhaitent savoir si le nombre
trouvé par N. Hajratwala n'est pas pré-
cédé par d'autres nombres de Mersenne
premiers.

La puissance de calcul obtenue
par le système de répartition des tâches
de GIMPS via l’Internet est impression-
nante. On l'évalue à 700 milliards d'opé-
rations en virgule flottante par seconde,
soit l’équivalent des plus puissants ordi-
nateurs vectoriels actuels, tel le
CRAY T932.

Les machines utilisées aujourd'hui
pour la prévision météorologique et le cal-
cul scientifique coûtent des fortunes, et
il est hors de question de les faire tra-
vailler à la recherche de nombres pre-
miers pendant des mois d'affilée! Sans
le calcul réparti, ce calcul de nombres

de Mersenne n'aurait sans doute pas
abouti avant une dizaine d'années.

Si les organisateurs du projet GIMPS
devaient acheter leurs calculs auprès
de grands centres informatiques, cela leur
coûterait environ 200 000 $ par jour. Il est
heureux que ce calcul ait été gratuit, sinon
les organisateurs auraient dépensé plus
que les 50 000 $ du prix.

Certains algorithmes au cœur du
programme que chaque participant au
projet GIMPS installe sur sa machine et fait
fonctionner quand il ne s’en sert pas
sont assez anciens, d’autres ont été récem-
ment perfectionnés. On évalue qu'avec
les algorithmes actuels le prochain prix
(pour un nombre premier de dix millions
de chiffres) demandera 125 fois plus de
calculs. On disposera de cette ressource
de calculs grâce à la puissance accrue

des prochains microprocesseurs et par
l'augmentation de leur nombre. Si l’on
attend les progrès des microprocesseurs,
il faudra sept doublements de puissance,
soit, à raison d'un doublement tous les
18 mois (loi de Moore), environ dix ans.
Si l’on incitait tous les possesseurs de
micro-ordinateurs de la Terre à participer
au projet, alors l'affaire pourrait être réglée
en quelques semaines. Le prochain prix
tombera, par une combinaison des deux
méthodes, dans trois à quatre ans.

LES NOMBRES PARFAITS

À chaque nombre premier de Mersenne
correspond un nombre parfait, un nombre
égal à la somme de ses diviseurs (autres
que lui-même) : au nombre premier de
Mersenne 2n – 1 correspond le nombre
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parfait 2n–1 (2n – 1). On montre que, réci-
proquement, tout nombre parfait pair s'ob-
tient à partir d'un nombre premier de
Mersenne. Pour n égal à 2, 2n – 1 = 3 est
premier et donc 2n–1 (2n – 1) = 6 est un
nombre parfait pair (6 = 1 + 2 + 3). Pour
n égal à 3, 2n – 1 = 7 est un nombre pre-
mier et 2n–1 (2n – 1) = 28 est un nombre
parfait (28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14).

Le nombre parfait pair associé au nou-
veau nombre premier de Mersenne pos-
sède 4 197 919 chiffres. C'est bien sûr
le plus grand nombre parfait connu. On
ignore s'il existe une infinité de nombres
parfaits pairs. Plus amusant, bien que le
problème soit connu depuis plus de
2 500 ans, on ne sait pas s'il existe des
nombres parfaits impairs. Personne
n'en a jamais trouvé, personne n'a démon-
tré qu'il n'en existait pas!

L'HISTOIRE DU PLUS
GRAND NOMBRE PREMIER

Revenons sur l'histoire des nombres pre-
miers records pour prendre conscience,
en suivant ces records, comme ceux
concernant les décimales de π, de l'ex-
plosion récente des connaissances
mathématiques et techniques : pendant
des siècles, tout a été très lent, puis, en
quelques années, une série de résultats
mathématiques et d'avancées techniques
nous a fait formidablement progresser.

Avant le XVIe siècle, il est impossible
de dresser la table précise des records du
«plus grand nombre premier» : trop peu
de documents nous sont parvenus, et il
est impossible de valider une affirmation
de primalité quand elle n'est pas accom-
pagnée d'un minimum de justifications.
S'il suffisait à un mathématicien de dire
que tel nombre est premier pour que l'on
considère que ledit mathématicien détient

sont nécessairement de la forme 248n + 1
ou 248n + 63, puis, dans un second temps,
à exploiter ce résultat en opérant une série
judicieuse et limitée de divisions.

La leçon de l'histoire du plus grand
nombre premier est que tout progrès
résulte de l’amélioration des méthodes
plutôt que de l'obstination de calculateurs
fous, prêts à mener des suites d'opéra-
tions de plus en plus longues et pénibles.

Les derniers records où l’on fait cal-
culer des réseaux de très nombreuses
machines ne contredisent pas le principe
que le record du plus grand nombre pre-
mier est le fruit de l'intelligence et de l'in-
novation. Si, dans les derniers calculs du
projet GIMPS, la nouveauté n'est pas
strictement mathématique, elle réside dans
la maîtrise et dans l'application optimisée
et organisée à grande échelle d'une tech-
nique nouvelle, où il n'est pas plus facile
d'être le meilleur qu'en mathématiques.

Le record suivant de Landry en 1867
est obtenu avec (259 – 1)/179 951 =
3 203 431 780 337. Ce record doit être
remarqué, car ce nombre premier n'est
pas un nombre de Mersenne et c'est,
parmi les nombres records qui ne sont
pas des nombres de Mersenne, celui
qui a tenu le plus longtemps : neuf ans.

En 1876, le Français Édouard Lucas
propose une méthode plus efficace encore
que celles de Fermat et d'Euler pour
tester si un nombre de Mersenne est pre-
mier. Cette méthode, simplifiée par Leh-
mer dans les années 1930, est encore
utilisée aujourd'hui pour les records de
plus grands nombres premiers.

Le nombre prouvé premier par Lucas
en 1876 est : 2127 – 1 et il restera le plus
grand nombre premier connu pendant
75 ans, jusqu'en 1951. C'est à cette date
que Ferrier, à l'aide d'une machine à cal-
culer mécanique de bureau, améliore le
record de Lucas en découvrant un nombre
premier de 44 chiffres : (2148 + 1)/17.

LES ORDINATEURS
S'Y METTENT

Commence alors le temps des machines
électroniques, dont la naissance dans les
années 1940 permet d'aller plus loin grâce
aux progrès technologiques (rapidité,
fiabilité et puissance des circuits), à des
innovations dans les algorithmes mathé-
matiques de manipulation des grands
nombres et à une meilleure maîtrise des
langages de programmation.

En 1951, Miller et D. Wheeler prou-
vent, à l'aide de l'ordinateur EDSAC qui est
moins puissant que nos calculatrices de
poche d'aujourd'hui, puisqu'il dispose seu-
lement d'une mémoire de 5 kilo-octets),
que les nombres suivants sont premiers :
k M127 + 1 pour k = 114, 124, 388, 408,
498, 696, 738, 744, 780, 934 et 978.

Pour qu'un nombre de la forme 2p – 1 = Mp soit un nombre premier, il faut que 
p soit un nombre premier (cette condition n'est pas suffisante).
En effet, si p est composé, p = a.b avec a >1 b >1, alors on utilise l'identité :
X n – 1 = (X – 1) (X n–1 + X n–2 + ... + X 2 + X + 1)
qui, en prenant X = 2a et n = b, donne :
2p – 1 = 2ab – 1 = (2a)b – 1 = (2a – 1) ((2a)b–1 + (2a)b–2 + ... + (2a) + 1).
Si la condition était suffisante, on aurait une formule simple donnant une 
infinité de nombres premiers.

4. POUR QUE Mp SOIT PREMIER, IL FAUT QUE p SOIT PREMIER

le record du plus grand nombre premier,
alors, en affirmant que tous les nombres
de Mersenne (Mp = 2p – 1, avec p pre-
mier) sont premiers, on détiendrait le record
jusqu'à la fin des temps : il est vraisem-
blable que, parmi ces nombres, il y en a
une infinité de premiers et donc, même
si l’on se trompe pour certains, on aura
l’injuste gloire d’avoir proposé une pri-
malité pour un nombre plus grand que
ceux connus à un instant donné.

L'histoire du plus grand nombre pre-
mier commence donc à la fin du XVIe siècle.
En 1588, Pietro Cataldi vérifie que M17 =
217 – 1 = 131 071 et M19 = 219 – 1 = 524 287
sont premiers. La table de nombres pre-
miers qu'il a établie jusqu'à l'entier 750
suggère qu'il a bien fait les calculs néces-
saires pour prouver la primalité de ces
deux nombres en utilisant la méthode des
divisions (on s'assure qu'aucune divi-
sion de l'entier M par un nombre pre-
mier inférieur à la racine carrée de M ne
tombe juste). Malheureusement, Cataldi
indique aussi que Mn = 2n – 1 est pre-
mier pour n = 23, 29, 31 et 37. Or c'est
faux, sauf pour 31.

En 1640, Fermat, utilisant sa décou-
verte que si p est impair et premier alors
les diviseurs premiers de 2p – 1 sont de
la forme 2kp + 1, montre la fausseté des
affirmations de Cataldi pour n = 23 et 37.

Euler montre plus tard encore que,
pour 31, Cataldi avait raison et que,
pour 29, il se trompait. Assez étrange-
ment, les facteurs trouvés pour 23, 29 et
37 sont assez petits, et donc, si Cataldi
avait utilisé sa table systématiquement,
il aurait dû les découvrir. Cela rend sus-
pectes ses affirmations pour 17 et 19.

La méthode d'Euler, qui prouve que
Cataldi a raison pour n = 31, consiste à
établir, dans un premier temps, que les
diviseurs premiers de 231 – 1 = 2147483647

Le test de Lucas-Lehmer
2p – 1 est un nombre premier si et seulement si 2p – 1 divise S(p – 1) 
avec S(1) = 4  et  S(n + 1) = S(n) 2 – 2 pour n > 1. 
Le théorème de Proth (1878 )
Si N est de la forme N = k.2n + 1 avec k < 2n 
et s'il existe un nombre entier a tel que : a(N –1)/2+1 = 0 (mod N), 
alors : N est premier.

5. MÉTHODES POUR PROUVER LA PRIMALITÉ DES GRANDS NOMBRES
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Ces deux chercheurs découvrent
aussi que le nombre de 79 chiffres sui-
vant est premier : 180 (M127)2 + 1 =
180(2127 – 1)2 + 1. Ce nombre ne gardera
le titre que peu de temps. L'année sui-
vante, Raphaël Robinson écrit, pour
l’ordinateur SWAC, son premier pro-
gramme, qui marche du premier coup (!)
et découvre, dans la journée du 30 jan-
vier 1951, deux nouveaux nombres de
Mersenne premiers (M521, M607). Les
autres sont découverts le 25 juin (M1279),
le 7 octobre (M2203) et le 9 octobre (M2281).

En 1957, H. Riesel découvre que M3217
est premier à l'aide de l'ordinateur sué-
dois BESK. De son côté, A. Hurwitz
découvre que M4253 et M4423 sont premiers
à l'aide d'un IBM7090. D. Gillies avec un
ILLIAC-2 prouve la primalité de M9689, M9941
et M11213, et B. Tuckerman utilisant le
célèbre IBM 360 met à jour le nombre
premier M19937 qui comporte 6 002 chiffres.

Le calcul de Hurwitz pose un problème
philosophique étrange. Hurwitz, à cause
de l'ordre dans lequel la machine faisait
apparaître les résultats, prit connaissance
de la primalité de M4423 quelques secondes
avant de lire que M4253 est aussi pre-
mier. Seul l'ordinateur IBM 7090 a cru que
M4253 était premier avant d’afficher que
M4423 était premier. Peut-on considérer
que M4253 est un nombre premier record
et faut-il l’indiquer dans les tables?

J'ai choisi de faire apparaître M4253
dans la table des records de nombres
premiers les plus longs. Cela revient à
attribuer la découverte à l'ordinateur lui-
même, ce qui choquera tous ceux qui
croient qu'un ordinateur ne pense pas et
donc ne découvre pas. Même si l'ordi-
nateur IBM n’a pas eu conscience de sa
découverte, je crois qu'il faut avoir un peu
plus de considération et d'estime pour
cette nouvelle espèce à laquelle nous
donnons naissance et qui nous rend
tant de services.

Les derniers records mentionnés dans
la table proviennent du projet GIMPS qui,
avant le succès de N. Hajratwala, avait
déjà découvert trois nombres premiers
de Mersenne grâce aux ordinateurs de
Joël Armengaud (novembre 1996), de
George Spence (août 1997), et de Roland
Clarkson (janvier 1998). Ce dernier est
un jeune étudiant de 19 ans dont l'ordi-
nateur a découvert la primalité de M3021377,
un nombre de 909 526 chiffres.

UN MÉCÈNE DONNE UN
DEMI-MILLION DE DOLLARS

Ces premières découvertes furent faites
uniquement pour la beauté de l'art, car
c'est seulement en mars 1999 que le
prix dont nous avons parlé a été créé
par l'EFF. L'Electronic Frontier Foun-
dation est une association de défense

En 1992, Jacqueline et Frédéric Pagnol ont publié le texte de notes inédites 
que leur époux et père, le grand écrivain Marcel Pagnol, avait laissées. 
L'ouvrage, paru aux Éditions Pastorelly, porte le titre paradoxal Inédits et 
contient quelques pages sur les nombres premiers que l'amateur de 
mathématiques qu'était Marcel Pagnol avait soigneusement conservées. 
L'éditeur, dans un court texte de présentation, précise que "le conteur 
merveilleux est aussi un mathématicien rigoureux qui s'attaque aux problèmes 
les plus ardus, tels que les nombres premiers". Conscient peut-être de ce que 
ses notes comportaient un aspect conjectural et risqué, Pagnol les avait 
gardées pour lui. Leur naïveté étonne et "nous fend le cœur". En voici le texte, 
qui m'a été signalé par Paul Perbost.
«Quoique je ne sois pas mathématicien, j'aime les chiffres et les nombres, et 
surtout les nombres premiers qui sont assez mystérieux. Je crois avoir trouvé 
une formule qui permet de fabriquer des nombres premiers : c'est la petite 
équation suivante. x et (x + 2) sont deux impairs consécutifs, comme 5 et 7 
ou 17 et 19, etc. x + (x + 2) + x (x + 2) = premier ; (5 + 7) + (5 × 7) = 47. C'est-
à-dire que la somme de deux impairs consécutifs et de leur produit est un 
premier. Nous avons donc une formule qui nous permet de construire des 
nombres premiers, et un moyen très simple de confirmer l'exactitude de nos 
calculs. 15 + 17 + 15 × 17 = 287 premier.»
Si Pagnol avait essayé 9 et 11, il aurait trouvé que 9 + 11 + 9 × 11 = 119 = 7 × 17. 
Suivent d'autres exemples et calculs, où étrangement Marcel Pagnol semble 
prouver que, pour x = 55, le nombre obtenu par sa formule, 3 247, est premier 
alors que pourtant 3 247 = 17 × 191. Pagnol entreprend de démontrer sa 
formule.
«Pourquoi la première formule, de deux impairs consécutifs, 
nous donne-t-elle des premiers, c'est-à-dire des nombres sans 
diviseurs? C'est parce que la somme (5 + 7 = 12) est un 
nombre pair, et le produit est un impair (7 × 5 = 35). Chacun de 
ses nombres a son (ou ses) diviseur(s). Or, la somme refuse 
les diviseurs du produit, et le produit refuse les diviseurs de la 
somme, et le total des deux n'admet donc aucun diviseur ; 
c'est donc un nombre premier.» 
Vous conviendrez que ce raisonnement laisse à désirer ! Le 
théorème que M. Pagnol propose est que, pour tout nombre n, 
(2n – 1) + (2n + 1) + (2n + 1)(2n – 1) = 4n2 + 4n – 1 est 
premier. On sait prouver qu'aucun polynôme ne donne que 
des nombres premiers. Même sans contre-exemple, 
Pagnol, s'il avait connu ce résultat, aurait su que 
sa conjecture était fausse.

6. LA FORMULE DE MARCEL PAGNOL

et de promotion de l'utilisation de l'In-
ternet. À la suite du don d'un mécène
anonyme, un prix de 50 000 $ (environ
300 000 F) a été promis au premier indi-
vidu ou groupe qui découvrirait un
nombre premier de plus de un million
de chiffres décimaux. C'est ce prix que
N. Hajratwala vient de gagner ; 100 000
$ récompenseront la découverte du pre-
mier nombre premier de plus de dix mil-
lions de chiffres décimaux, 150 000 $ la
découverte du premier nombre premier
de plus de 100 millions de chiffres déci-
maux, et 250 000 $ le premier nombre
premier de plus d'un milliard de chiffres
décimaux. Soit un total d'un demi-mil-
lion de dollars si vous gagnez tous les
prix d'un coup.

Les règles précises de ce concours
sont intéressantes (démonstrations
contrôlables, calculs reproductibles, publi-
cations reconnues, confirmations par des
experts), car elles traduisent ce qu'on sait

aujourd'hui sur la génération des nombres
premiers, sur les formules pour créer
des nombres premiers et sur les preuves
de primalité. Ces règles intéresseront
les amateurs qui, persuadés d'avoir trouvé
des résultats importants sur les nombres
premiers, s'interrogent sur la façon de faire
reconnaître et valider leurs découvertes.

Les organisateurs du concours
demandent que tout prétendant à l'un des
prix fournisse une définition précise du
nombre gagnant : pas question de pro-
poser un nombre en disant que c'est la
solution d'un système de 100 équations
compliquées, même si l’on précise les-
quelles! Le prétendant doit aussi indiquer
la méthode de preuve qui assure la pri-
malité du nombre proposé, laquelle doit
pouvoir être mise en œuvre par d'autres
chercheurs.

Les tests de primalité probabilistes (qui
indiquent qu'un nombre est premier avec
une probabilité de 99,99 pour cent, par
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exemple) sont exclus par les organisa-
teurs. Je trouve cette option discutable,
car un test probabiliste fait de telle façon
qu'il ne reste qu'une probabilité d'erreur
inférieure à 10–1000 serait aussi sûr qu'un
test fait (même plusieurs fois) sur des
machines qui ont chacune une probabi-
lité de mauvais fonctionnement supérieure
à 10–100. Cette clause n'est toutefois pas
pénalisante, car les tests probabilistes ne
savent pas traiter efficacement des
nombres de plusieurs millions de chiffres.

Il n'est pas impossible et pas interdit
par les règles du concours EFF que quel-
qu'un réclame le prix en proposant non
pas un long calcul, mais une formule faci-
lement exploitable f(n) (voir l'article de
janvier 1999 de cette rubrique sur les for-
mules pour les nombres premiers) avec
la démonstration mathématique que, pour
toute valeur du paramètre n, la formule
f(n) produit un nombre premier.

Si, par exemple, la formule de Mar-
cel Pagnol 4n2 + 4n – 1 avait été correcte,
comme c'est une formule simple à mettre
en œuvre pour obtenir des nombres de
un million, dix millions, cent millions, et
même un milliard de chiffres, le grand
écrivain aurait pu (aidé d'un informati-
cien pour expliciter les développements
décimaux de ses propositions) récla-
mer d'un coup tous les prix offerts par
l'EFF. Si vous détenez une telle formule,
vous êtes riche.

Pour qu'un prétendant gagne un prix,
l'annonce de son résultat, avec un mini-
mum de précisions sur la méthode per-
mettant de prouver la primalité, doit
être publiée dans une revue académique.
De telles revues procèdent à l'expertise
préalable des articles publiés en les sou-
mettant à des spécialistes reconnus.
Même si l'article rendant compte du record
ne comporte qu'une seule page, il assure
que le prix est attribué en accord avec
les expertises scientifiques.

Si vous proposez une formule nou-
velle, l'article devra comporter la preuve
qu'elle donne des nombres premiers et
des indications sur son exploitation
concrète pour engendrer des nombres
premiers de un million de chiffres ou plus.
Si quelqu'un proposait une formule simple
dont la démonstration qu'elle ne donne
que des nombres premiers est complexe
(il est fréquent en arithmétique que les
démonstrations occupent des dizaines
de pages), la vérification pourrait prendre
plusieurs mois.

Les organisateurs se réservent la
possibilité de demander le développe-
ment décimal complet des nombres pro-
posés. Expliciter ce développement
décimal pour une formule du genre
31000000 + 17 n'est pas très facile, mais
les spécialistes y arrivent pour des
nombres de quelques millions de chiffres,

voire quelques milliards de chiffres. Si
votre proposition est simple, on ne
vous demandera pas d'en expliciter le
développement décimal ; si elle est inha-
bituelle, alors il faudra que vous prou-
viez que vous êtes capable de l'exploiter.
Si vous avez trouvé une méthode, vous
réussirez sans peine à convaincre un
spécialiste de vous aider… contre une
partie de la récompense.

UN MARCHÉ DU CALCUL?

Les promoteurs pourraient développer
ainsi un marché du temps de calcul.
D'une part, chaque propriétaire d'une
machine (même de puissance moyenne)
n'utilise que très peu la puissance de
sa machine et, si on lui proposait
quelques francs par jour pour que sa
machine travaille quand il ne s'en sert
pas, il serait heureux et gagnant (en
quelques mois, il récupérerait le prix
d'achat de sa machine). D'autre part, de
nombreux projets scientifiques pourraient
bénéficier de l'existence de ce marché
qui éviterait le gâchis formidable de 99
pour cent de la capacité de calcul dont
dispose l'humanité.

Des projets fonctionnant aujourd'hui
sur le principe du bénévolat ont déjà été
mis en place (le projet GIMPS dont nous
avons parlé ci-dessus en est un exemple).
Ces calculs géants en réseaux aux-
quels chacun peut associer sa machine
portent sur la factorisation de grands
entiers, sur la recherche des chiffres
binaires de π, sur l'étude détaillée de
signaux radio provenant du ciel pour y

découvrir d'éventuels signes d'intelligence
extraterrestre (projet SETI), sur le cra-
quage de codes cryptographiques créés
par défi ou par des firmes qui veulent mon-
trer qu'elles vendent des méthodes résis-
tant aux attaques les plus sérieuses.

Le réseau Internet pourrait changer
l'univers de l'information, mais aussi l'uni-
vers du commerce. Avec les projets de
calculs distribués, il pourrait aussi bou-
leverser l'univers du calcul pour atteindre
des puissances de calcul aujourd'hui
réservées aux riches institutions. Il se
pourrait aussi que la loi de Moore (dou-
blement de la puissance de calcul tous
les 18 mois) puisse par ces moyens
être dépassée (doublement tous les
12 mois, voire tous les 6 mois).

Il est plus facile de démontrer que les nombres de Mersenne sont premiers 
que d'autres nombres, car un diviseur premier de 2p – 1 = Mp (p premier 
supérieur à 2) est toujours de la forme 2mp + 1.
En effet, soit q un diviseur premier de 2p – 1 = Mp (p premier et > 2). 
On a : 2p – 1 = 0 (mod q), donc 2p = 1 (mod q). 
Les solutions positives de l'équation 2x = 1 (mod q) sont les multiples d'un 
nombre positif, k, plus petite solution positive de l'équation 2x = 1 (mod q) 
(cela résulte du fait évident que, si x et x' sont deux solutions positives de 
cette équation, leur différence aussi).
Le plus petit k tel que 2k = 1 (mod q) est donc un diviseur de p, c'est-à-dire 
1 ou p. Ce ne peut pas être 1, car 21 ≠ 1 (mod q), c'est donc p.
En utilisant le petit théorème de Fermat (qui dit que, si q est premier, alors 
pour tout nombre a qui n'est pas multiple de q, il existe un q positif tel que  
ak = 1 (mod q) et que le plus petit k positif vérifiant cette équation divise q – 1), 
on en déduit que p divise q – 1, autrement dit q = hp + 1 pour un certain h. Ce 
nombre h est pair, car sinon hp serait impair et donc q serait pair, ce qui ne se 
peut pas puisque q est un diviseur premier d'un nombre impair. Donc h = 2m, 
et donc q = 2mp + 1.
Ce théorème permet de déterminer rapidement les Mp qui sont premiers. 
Ainsi, pour étudier la primalité de M13 = 213 – 1 = 8 091, il suffit de tester si ce 
nombre est divisible par un nombre premier de la forme 26k + 1 inférieur à 
√8091  = 90,504. Les nombres de la forme 26k + 1 inférieurs à 91 sont 27, 53 
et 79. Seuls 53 et 79 sont premiers. Deux divisions suffisent pour prouver que  
M13 est premier. 

7. LES DIVISEURS PREMIERS DE Mp
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