Bryan Christie

2. Les pavages par des dominos d’un échiquier 8 x 8 (a) et du méme échiquier privé de deux coins adjacents (b) sont possibles. Lorsque
deux coins opposés sont 0tés (c), le pavage est-il encore possible?

cases blanches. Un échiquier complet
a 32 cases blanches et 32 cases noires.
Or, I'élimination de deux coins adjacents
laisse 31 cases de chaque couleur, tan-
dis que I'exclusion de deux coins oppo-
sés (de la méme couleur) rompt I'égalité.
Dans ce second cas, le pavage est
donc impossible.

Cette démonstration a un point com-
mun avec celle de Galois sur I'impossi-
bilité de résolution de I'’équation du
cinquiéme degré par radicaux : elle uti-
lise un invariant, c'est-a-dire une pro-
priété des éventuelles solutions que
I'on peut utiliser sans connaitre la forme
exacte de ces solutions. Pour les domi-
nos, l'invariant est la différence entre le
nombre de cases noires recouvertes et
celui de cases blanches. Cet invariant
doit étre nul pour qu’'un pavage soit
possible. Inutile de chercher une solu-
tion lorsque les nombres de cases noires
et de cases blanches sont différents.

Pour I'équation du cinquieme degré,
l'invariant est une structure algébrique
complexe, fondée sur les symétries des
racines de I'équation. Cette structure est
nommée groupe de Galois de I'équation.
Lorsque l'invariant n'est pas respecté par
les conditions du probléme, toute pro-
position de solution doit étre rejetée!

Des théoremes d'impossibilité exis-
tent aussi dans un autre domaine trés
exploité par les mathématiques récréa-
tives : la construction de figures géo-

métriques, ou les seuls outils autorisés
sont une regle non graduée et un com-
pas. A partir d’un ensemble de points, on
construit des intersections de droites
ou de cercles.

Par exemple, grace a ces deux ins-
truments, un segment de droite peut étre
divisé en un nombre quelconque de par-
ties égales, et un angle peut étre divisé
en deux angles égaux (puis en 4, puis
en 2" angles égaux lorsqu’on répeéte
n fois la bissection). On peut aussi
dessiner des polygones réguliers a 3,
4,5, 6,8, 10 ou 12 cotés. Ces résul-
tats étaient connus a I'’époque d’Euclide
(—450 ; —380). Pendant les deux millé-
naires qui ont suivi, de nombreux mathé-
maticiens ont tenté de résoudre trois
problemes apparemment simples avec
des méthodes analogues : (1) Peut-on
construire un cube de volume double de
celui d'un cube donné? (2) Peut-on divi-
ser un angle en trois angles égaux?
(3) Peut-on construire un carré dont la
surface est égale a celle d'un cercle
initial ?

On sait aujourd’hui pourquoi les mathé-
maticiens ont eu tant de déboires avec
ces questions : elles sont impossibles a
résoudre a la régle et au compas!

Rappelons que nous cherchons des
solutions exactes, non des approxima-
tions. De plus, nous nous imposons de
n'utiliser que la régle non graduée et le
compas. Avec une regle graduée, la tri-
section d’un angle est facile (voir la

figure 1).

Quel est I'invariant
dans les constructions a
laregle etau compas? Si
I'on munit le plan d’'un
repére, chacune de ces
constructions se décrit
par des calculs sur les
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coordonnées des points :
a chaque étape de la
construction, les coor-
données des nouveaux
points se déduisent de
celles des points précé-
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A dents par des équations

algébriques de degré un ou deux (I'équa-
tion d’'une droite est de degré un ; celle
d'un cercle, de degré deux). Ainsi, le
«degré» de tout point de la construction
— celui de I'équation de plus bas degré
dont il est une solution — est égal a une
puissance de deux. Muni de cet invariant,
nous pouvons régler le sort des trois pré-
cédents problémes.

La duplication du cube consiste a
résoudre I'équation du troisieme degré :
x2 — 2 = 0. On ne peut donc pas dupli-
quer un cube avec une régle et un com-
pas, car trois n'est pas une puissance
de deux (dans I'ensemble des entiers
naturels).

La trisection d'un angle est égale-
ment impossible, car elle équivaut a la
résolution d’'une équation du troisieme
degré, déduite de formules trigonomé-
trigues, dont cos 3x = 4cos 3x — 3cos X.

Enfin, la quadrature du cercle cor-
respond a la recherche de solutions
d’'une équation du deuxiéme degré, a
coefficients entiers non nuls, dont test
une solution. Or, le mathématicien alle-
mand Ferdinand von Lindemann (1852-
1939) a prouvé que Tin’est pas solution
d’une telle équation et, plus générale-
ment, n’est solution d’aucune équa-
tion a coefficients entiers, quel que
soit son degré (T est transcendant).

Chercher a résoudre ces trois pro-
blémes a la regle et au compas, c’est
donc du temps perdu. Cependant, un
théoreme d’impossibilité ne suffit pas a
décourager certains amateurs. Un
ouvrage dd a Underwood Dudley (The
Trisectors, 1994, éditions de I'Associa-
tion mathématiques des Etats-Unis),
réunit nombre de telles tentatives. Cepen-
dant, j'insiste : la trisection d’'un angle,
la duplication d’'un cube et la quadra-
ture du cercle a la régle et au compas
sont impossibles ; tout comme cher-
cher une puissance entiére de deux (dans
I'ensemble des entiers naturels) qui soit
égale a 3.

De ce fait, je ne répondrai a aucun
courrier au sujet de cet article : envoyez
plutdt vos lettres éventuelles a U. Dudley!
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lusieurs dizaines de millions

d'arbres ont été mis a mal par les

vents de tempéte qui balayerent la

France les 26 et 27 décembre

1999. Nous allons examiner les méca-

nismes physiques qui déséquilibrent les
arbres, les cassent, voire les arrachent.

Méme en l'absence de vent, un arbre

ne peut croitre indéfiniment, car le tronc

doit résister a son propre poids : la pres-

sion qui s'exerce sur une section droite

du tronc doit rester inférieure a la pres-

sion d’écrasement (quelques dizaines de

millions de newtons par metre carré). Ainsi,

un arbre vertical dont la densité est de

0,8 (la plupart des bois flottent) pourrait

atteindre une hauteur de six kilometres

avant de s’écraser sur son propre poids.

Apparemment aucun arbre

de la nature ne reste

strictement vertical...

Les arbres se

courbent

Grandeur et
décadence des arbres

ROLAND LEHOUCQ

Le spectacle des foréts dévastées par la récente
tempéte interpelle le physicien : comment tant
d’arbres ont-ils pu étre cassés ou déracinés?

i

sous l'action du vent et la nécessité ™

de résister aux forces de cisaille- ———

ment limite la taille des arbres. La " E 'C"'"F

limite de rupture pour le cisaille- = -_—

ment est identique a la pres- —— 3

sion d’écrasement, mais les — 1 “‘—-_

contraintes de cisaillement sont 4

bien supérieures aux forces d'écra- LL%—*’ -
sement de sorte que la limitation de taille S — o

est plus sévere.

LE VENT, SOURCE DE
FORCE AERODYNAMIQUE

Tout corps plongé dans un fluide en mou-
vement subit une force dont une com-
posante, perpendiculaire a la direction
de la vitesse du fluide vue par I'obstacle,
est la poussée, et l'autre, parallele a la
vitesse du fluide, est la trainée.
La force de poussée main-
tientles avions en l'air, tan-
dis que la force de trainée,
utile aux parachutes, est
celle que I'on ressent face
au vent. La pression de l'air
résulte du choc des molécules d'air
contre l'obstacle : chaque molécule
qui frappe le tronc est déviée et
transmet une partie de sa
quantité de mouvement
a l'arbre. Les chocs
,  des molécules sur le
/' tronc sont perma-
o nents et la somme
de leur contribution
engendre une
pression dont la
distribution autour
du tronc crée la
trainée.

Sur la surface
d'un tronc d’arbre
face au vent, la
vitesse du fluide est
- quasi nulle, car l'air

. L _

Dessins de Bruno Vacaro

Le diameétre d’un tronc augmente comme la puissance 372 de la
hauteur d’un arbre : les grands arbres ont proportionnellement un tronc

plus gros que les petits.

ne peut pénétrer
dansletronc. Dans
un fluide en mou-

Les vents me sont
moins qu'a vous redoutables.
Je plie, et ne romps pas.

Lorsque le vent rencontre un tronc d’arbre,
les filets d’air sont déviés. La couche d’air qui
est au contact du tronc se décolle et a I'ar-
riere du tronc existe une zone ou la pression
est inférieure a celle de la partie avant. De
cette différence de pression résulte la force
de trainée, responsable de I’arrachage.

vement, la pression est d'autant plus faible
gue la vitesse est grande (une grande
vitesse augmente le volume
d’une méme masse de
fluide et donc diminue
la pression). Ainsi, la
pression régnantsurla
surface frontale du tronc
est maximale, puisque la
vitesse y est minimale. Comme les filets
d’air sont déviés par le tronc, il se crée une
dépression derriere I'arbre.

De cette asymétrie entre I'amont et
l'aval résulte la trainée. Au total, la force
de trainée subie par le tronc est le pro-
duit d'un coefficient de trainée (nombre
sans dimension qui dépend a la fois de
la direction du vent et de la forme du tronc),
de la densité de I'air, de la section fron-
tale et du carré de la vitesse du vent. En
raison de cette variation avec le carré
de la vitesse, la force exercée sur des
arbres balayés par des vents de prés de
200 kilomeétres par heure est 16 fois
celle exercée par un vent fort, mais assez
fréquent, de 50 kilometres par heure.
On comprend aussi pourquoi les arbres
dont la prise au vent (surface du tronc et
surtout du feuillage) est la plus forte, tels
les chénes, subissent une force supé-
rieure. Un grand arbre attire-t-il le vent,
comme le prétend un proverbe chinois?
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Du bout de I'horizon accourt avec
furie /Le plus terrible des enfants/Que
le Nord e(t portés jusque-la dans
ses flancs.

L'arbre se déforme selon sa nature et
selon l'intensité de la contrainte. Dans un
premier stade de déformation, la force
et la déformation sont proportionnelles
et, lorsque la force est supprimée, le tronc
reprend sa forme initiale. Au-dela d'un
seuil de contrainte, nommeé limite élas-
tique, la déformation augmente plus vite
que la contrainte. De surcroit, en suppri-
mant la contrainte, le tronc ne reprend
pas sa forme initiale : la déformation est
permanente. Cette limite élastique dimi-
nue avec I'dge de l'arbre : «Vieil arbre est
mal a redresser». Quand la force aug-
mente encore, la limite de rupture est
atteinte et le tronc se brise.

Si le roseau plie et reprend sa forme
initiale, la déformation maximale que
peut subir un tronc de chéne, par exemple,
avant de se rompre est limitée : quelques
milliémes de sataille. Les solides sont trés
rigides, car les liaisons chimiques entre les
atomes qui les constituent leur imposent
une séparation précise.

La tempéte gronde, le chéne se
déforme et se courbe. Dés lors, son centre
de gravité n'est plus a la verticale de la
base du tronc et il en résulte un moment
additionnel dd a la gravité (le produit du
poids par le bras de levier) qui accentue
la déformation de I'arbre. L'arbre reste en
équilibre tant que le moment de la force
imposée par le vent etle moment du poids
de l'arbre sont compensés par le moment
de la force de rappel élastique qui traduit
la «répugnance» de I'arbre a subir une
déformation. La contrainte liée a la cour-
bure du tronc est bien supérieure a la simple
compression due au poids lorsque I'arbre
est strictement vertical : c’estlorsqu'ils sont
courbés par le vent que les arbres risquent

La flexion d’un arbre engendre un couple di
au poids, parce que le centre de gravité n’est
plus a la verticale de la base du tronc.
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HAUTEUR DU TRONC/DIAMETRE DE SA BASE (H/D)
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La «hauteur relative» d’un arbre, H/D, ici indiquée en fonction de son diametre, D, déter-
mine sa résistance au vent. Les points correspondent a des arbres mesurés. La partie gauche
correspond aux arbres fins, tandis que la partie droite correspond aux arbres a forte base.
Par grand vent (rafales de 200 kilomeétres par heure), les arbres situés au-dessus de la ligne
horizontale H/D = 35 sont susceptibles d’étre abattus (points violets). Les arbres trés fins
sont plus élastiques et, comme le roseau, ils plient mais ne rompent pas.

d’atteindre leur limite de rupture. Il en est
d'ailleurs de méme pour les cheminées ou
pour les poteaux.

Pour des vents assez faibles, le moment
de la force imposée par le vent peut étre
négligé devant le moment du poids et l'arbre
adoptera a peu pres la forme d'un arc de
cercle de grand rayon de courbure. La condi-
tion d’équilibre mécanique de l'arbre (tous
les moments des forces doivent se com-
penser) impose alors que le diamétre de
sa base varie comme la puissance 3/2 de
sa hauteur : les arbres dont le diamétre
varie plus lentement tombent et les arbres
dont le diameétre varie plus vite tiennent,
mais ne respectent pas le principe d'éco-
nomie de la nature. Cette corrélation se
retrouve dans d’autre aspect du monde
vivant, car elle gouverne aussi les dimen-
sions longitudinales et transversales des
0s de mammiféres, par exemple.

LA HAUTEUR RELATIVE

Par vent fort, son moment I'emportera et
les contraintes engendrées dans le tronc
de l'arbre dépasseront parfois la limite de
rupture du bois. Pour un vent soufflant a
140 kilomeétres par heure (environ 40
metres par seconde) et contre des arbres
dont le feuillage est peu développé, par
exemple des peupliers, les arbres qui sont
plus de 50 fois plus haut que le diameétre
de leurtronc sont abattus par le vent. Cette
vitesse de 40 métres par seconde cor-
respond a des vents fréquents en France
ce qui explique que les arbres dont la hau-
teur relative (le quotient de la hauteur du
tronc et de son diamétre ala base) est plus
grand que 50 n'existent pas, excepté pour

Le vent
redouble ses efforts,
Et fait si bien qu'il déracine
Celui de qui la téte au Ciel était voisine, et
dont les pieds touchaient a lEmpire des
Morts.
Jean de La Fontaine

des petits arbres, qui sont les plus jeunes
et dont le bois est plus souple. Pour des
vents plus violents, la hauteur relative
au-dela de laquelle I'arbre est abattu
diminue. Ainsi s'explique que dans les
régions touchées par cette derniére tem-
péte, dont les rafales ont atteint 200 kilo-
metres par heure, beaucoup d'arbres dont
la hauteur relative était supérieure a 35
aient été abattus.

Un modeéle plus complet devrait prendre
de nombreux effets supplémentaires :
I'écrantage des petits arbres par les grands,
I'effet domino (un arbre abattu en fait
tomber un autre), etc. De surcrott, le fait
que de fortes pluies aient mouillé la terre
est sans doute pour beaucoup dans la pro-
portion d'arbres arrachés (les racines
tenaient moins bien dans le sol) par rap-
port a celle d’arbres cassés.
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