Du bout de I'horizon accourt avec
furie /Le plus terrible des enfants/Que
le Nord e(t portés jusque-la dans
ses flancs.

L'arbre se déforme selon sa nature et
selon l'intensité de la contrainte. Dans un
premier stade de déformation, la force
et la déformation sont proportionnelles
et, lorsque la force est supprimée, le tronc
reprend sa forme initiale. Au-dela d'un
seuil de contrainte, nommeé limite élas-
tique, la déformation augmente plus vite
que la contrainte. De surcroit, en suppri-
mant la contrainte, le tronc ne reprend
pas sa forme initiale : la déformation est
permanente. Cette limite élastique dimi-
nue avec I'dge de l'arbre : «Vieil arbre est
mal a redresser». Quand la force aug-
mente encore, la limite de rupture est
atteinte et le tronc se brise.

Si le roseau plie et reprend sa forme
initiale, la déformation maximale que
peut subir un tronc de chéne, par exemple,
avant de se rompre est limitée : quelques
milliémes de sataille. Les solides sont trés
rigides, car les liaisons chimiques entre les
atomes qui les constituent leur imposent
une séparation précise.

La tempéte gronde, le chéne se
déforme et se courbe. Dés lors, son centre
de gravité n'est plus a la verticale de la
base du tronc et il en résulte un moment
additionnel dd a la gravité (le produit du
poids par le bras de levier) qui accentue
la déformation de I'arbre. L'arbre reste en
équilibre tant que le moment de la force
imposée par le vent etle moment du poids
de l'arbre sont compensés par le moment
de la force de rappel élastique qui traduit
la «répugnance» de I'arbre a subir une
déformation. La contrainte liée a la cour-
bure du tronc est bien supérieure a la simple
compression due au poids lorsque I'arbre
est strictement vertical : c’estlorsqu'ils sont
courbés par le vent que les arbres risquent

La flexion d’un arbre engendre un couple di
au poids, parce que le centre de gravité n’est
plus a la verticale de la base du tronc.
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La «hauteur relative» d’un arbre, H/D, ici indiquée en fonction de son diametre, D, déter-
mine sa résistance au vent. Les points correspondent a des arbres mesurés. La partie gauche
correspond aux arbres fins, tandis que la partie droite correspond aux arbres a forte base.
Par grand vent (rafales de 200 kilomeétres par heure), les arbres situés au-dessus de la ligne
horizontale H/D = 35 sont susceptibles d’étre abattus (points violets). Les arbres trés fins
sont plus élastiques et, comme le roseau, ils plient mais ne rompent pas.

d’atteindre leur limite de rupture. Il en est
d'ailleurs de méme pour les cheminées ou
pour les poteaux.

Pour des vents assez faibles, le moment
de la force imposée par le vent peut étre
négligé devant le moment du poids et l'arbre
adoptera a peu pres la forme d'un arc de
cercle de grand rayon de courbure. La condi-
tion d’équilibre mécanique de l'arbre (tous
les moments des forces doivent se com-
penser) impose alors que le diamétre de
sa base varie comme la puissance 3/2 de
sa hauteur : les arbres dont le diamétre
varie plus lentement tombent et les arbres
dont le diameétre varie plus vite tiennent,
mais ne respectent pas le principe d'éco-
nomie de la nature. Cette corrélation se
retrouve dans d’autre aspect du monde
vivant, car elle gouverne aussi les dimen-
sions longitudinales et transversales des
0s de mammiféres, par exemple.

LA HAUTEUR RELATIVE

Par vent fort, son moment I'emportera et
les contraintes engendrées dans le tronc
de l'arbre dépasseront parfois la limite de
rupture du bois. Pour un vent soufflant a
140 kilomeétres par heure (environ 40
metres par seconde) et contre des arbres
dont le feuillage est peu développé, par
exemple des peupliers, les arbres qui sont
plus de 50 fois plus haut que le diameétre
de leurtronc sont abattus par le vent. Cette
vitesse de 40 métres par seconde cor-
respond a des vents fréquents en France
ce qui explique que les arbres dont la hau-
teur relative (le quotient de la hauteur du
tronc et de son diamétre ala base) est plus
grand que 50 n'existent pas, excepté pour

Le vent
redouble ses efforts,
Et fait si bien qu'il déracine
Celui de qui la téte au Ciel était voisine, et
dont les pieds touchaient a lEmpire des
Morts.
Jean de La Fontaine

des petits arbres, qui sont les plus jeunes
et dont le bois est plus souple. Pour des
vents plus violents, la hauteur relative
au-dela de laquelle I'arbre est abattu
diminue. Ainsi s'explique que dans les
régions touchées par cette derniére tem-
péte, dont les rafales ont atteint 200 kilo-
metres par heure, beaucoup d'arbres dont
la hauteur relative était supérieure a 35
aient été abattus.

Un modeéle plus complet devrait prendre
de nombreux effets supplémentaires :
I'écrantage des petits arbres par les grands,
I'effet domino (un arbre abattu en fait
tomber un autre), etc. De surcrott, le fait
que de fortes pluies aient mouillé la terre
est sans doute pour beaucoup dans la pro-
portion d'arbres arrachés (les racines
tenaient moins bien dans le sol) par rap-
port a celle d’arbres cassés.
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omment savoir si une démonstra-

tion estjuste? Onimagine gu'il suf-

fit gu’un mathématicien prenne la

peine de la lire soigneusement,
ligne par ligne, aprés s'étre informé des
définitions et des résultats connus qui peu-
vent y étre utilisés. Si certaines ques-
tions sont non résolues, ce qui bien sar
estle cas, nous saurions parfaitement les-
quelles, etle travail des chercheurs consis-
terait uniquement a résoudre ces énigmes
répertoriées. Partout en mathématiques
régnerait la certitude.

Cette situation, si elle était vraie, oppo-
serait catégoriquement les mathématiques
a la physique ou rien n'établit définitive-
ment une théorie, laquelle n'est qu’'une
hypothése susceptible d'étre mise en
cause par de nouvelles données. On sait
ainsi qu'on ne prouve pas une loi physique,
qui est un énoncé général, a partir d'ob-
servations et d'expérimentations, qui ne
sont que des énoncés particuliers.

Raccourcls dans
les démonstrations

JEAN-PAUL DELAHAYE

La concision risquée des preuves humaines
contraste avec le bavardage impraticable

des preuves formelles.

Les logiciens soutiendront la vision
idéalisée des mathématiques en main-
tenant que, depuis le début du siecle,
on dispose de systemes codifiés pour
écrire des démonstrations qu'on appelle
des systemes formels. Lorsqu'on écrit
une preuve avec l'un de ces systemes,
un ordinateur peut en vérifier la justesse
sans intervention humaine. La justesse
d’'une preuve formelle, disent les logiciens,
est mécaniquement vérifiable et ne
demande aucune intelligence. Or une
multitude de raisons compliquent le
tableau idéal et atténuent I'image trop
belle d'une science mathématique sans
états d'ame, sans disputes, sans erreurs
ou l'unanimité se ferait sur toute question
etou les désaccords pourraient se régler
en prenant des ordinateurs pour arbitres.

Nous allons évoquer les difficultés ren-
contrées pour écrire des démonstrations
formelles mécaniquement vérifiables. Ces
difficultés ne signifient pas que les sys-
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1. INDIGESTES SYSTEMES FORMELS
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La codification des démonstrations rend celles-ci testables par ordinateur,
mais pas trés agréables aux humains. L'un des premiers systemes entiere-
ment codifiés de preuves est celui de B. Russell et A. Whitehead, qui ont
essayé de rester le plus prés possible du formalisme gu'ils définissaient. Voici
un extrait de leur ouvrage Principia Mathematica, proposé ici pour en montrer
I'intérét... esthétique. On reconnait en 52.21 un énoncé qui signifie que l'en-
semble vide (le V retourné) n'est pas élément de 1 qui, par définition, dans ce
systeme, est la classe de toutes les classes ayant un seul élément. Chaque
énoncé est soigneusement justifié par sa preuve donnée juste apres, qui en
permet, en théorie, la vérification mécanique. Pas un mot n'apparait.

temes codifiés pour I'écriture des démons-
trations sont inutiles ou insatisfaisants
— personne n'envisage aujourd’hui de s'en
passer, et c'est a tort qu'on évoque les
théoremes d'incomplétude de Godel
comme arguments contre les formalismes
(voir les rubriques des mois de novembre
et décembre 1999). Les difficultés signi-
fient simplement que ['utilisation des for-
malismes logiques est beaucoup plus
délicate qu'il n'y parait et que le monde
des mathématiques déborde d'une com-
plexité qu'on ne sait pas, en pratique, enfer-
mer dans les boites aseptisées que sont
les systemes formels des logiciens.

Dans l'introduction de son grand traité
de mathématiques, Nicolas Bourbaki a
exprimé trés lucidement ce point de vue au
cceur de la conception moderne des mathé-
matigues : «...conservant toujours présen-
te, comme une sorte d'horizon, la possibilité
d'une formalisation totale, notre Traité vise
aune rigueur parfaite. [...] Du fait que nous
cherchons a nous tenir constamment aussi
prés d'un texte formalisé qu'il semble
possible sans longueurs insupportables,
la vérification, en principe, est aisée ; les
erreurs (inévitables en pareille entreprise)
peuvent étre localisées sans excessive
perte de temps, etlerisque de les voir enta-
cher de nullité un chapitre ou un Livre entier
demeure trés faible.»

Certaines figures de cet article repro-
duisent des démonstrations sans mots qui
viendront compléter celles déja proposées
dans cette rubrique en février 1998. Ces
démonstrations graphiques illustrent
une idée forte : a coté de la présentation
des démonstrations en langue vernacu-
laire ou formelle, une exposition silen-
cieuse et géométrique des preuves
mathématiques est parfois possible.

Les preuves réelles qu'écrivent les
mathématiciens sont trés différentes des
preuves formelles pour une premiére rai-
son : l'utilisation généralisée d'abrévia-
tions. Parmiles abréviations, il y a celles,
bénignes, qui n'introduisent aucune ambi-
guité. Le mathématicien indiquera
par exemple que, pour gagner un peu
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2. LES ABUS DANS LES EXPOSES MATHEMATIQUES...

Les raccourcis et omissions pratiqués lors d'exposés sont
bien pires que ceux qu'on trouve dans les textes écrits. Des
recensions humoristiques de ces abus ont plusieurs fois
été proposées. En voici une, largement inspirée par celle
de la revue Plot (APMEP Orléans-Tour, n° 86).

« Démonstration par I'évidence : «La démonstration est tri-
viale» ; «lmmédiat a partir des définitions» ; «On obtient sans
peine que...» ; «On voit que...»

« Démonstration par la confiance : «Vous n'avez qu'a essayer,
vous verrez, ca marche». Variante : «Je l'ai démontré hier
chez moi, aucune difficulté.»

« Démonstration par consensus : «Tous ceux qui sont
d'accord lévent la main». Variante encore plus efficace :
«Tous ceux qui ne sont pas d'accord levent la main.»

e Démonstration par commodité dénommeée «nos désirs
sont des réalités» : «Ce serait si beau si c'était vrai,
donc...» (Redoutablement dangereuse.)

« Démonstration par nécessité : «Ca doit étre vrai, sinon
toutes les mathématiques s'effondreraient.» Variante : «Le
cas contraire contredirait un résultat bien connu qui ne peut
pas étre faux.» (Peu de travail est nécessaire pour en tirer
une bonne vieille preuve par l'absurde.)

« Démonstration par plausibilité : «Ca a l'air bon, donc ¢a
doit étre vrai.» (Trés utilisé pour évaluer le résultat d'un long
calcul ; ne pas en abuser.)

« Démonstration par intimidation : «Ne soyez pas stupide!
Bien sdr que c'est vrai.» Variantes du débutant : «xMéme
undébutant saitca» ; «Vous I'avez vu en sixieme».» Variante
du devoir pour demain : «Ceux qui en doutent feront la
démonstration pour demain sur une feuille gu'ils me ren-
dront.» Variante du tableau : «Si quelqu'un a des doutes,
il passe au tableau le démontrer.»

* Démonstration par manque de temps : «ll ne me reste
pas assez de temps, vous ferez la démonstration vous-méme.»
* Démonstration par complexité : «La démonstration est
trop compliquée pour étre donnée ici.» Variantes : «Je ne
peux pas vous le faire, car ¢a fait partie du programme de
I'année prochaine.» «J'ai fait le calcul en 1985, c'est assez
pénible, je n'ai pas envie de le refaire.»

» Démonstration par accident : «Tiens, tiens, qu'avons-nous
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la...» (En fait, tout était calculé par avance pour obtenir le
résultat prétendument inattendu.)

« Démonstration par la définition dite méthode du postulat
d'Euclide : «On le définit comme vrai.» (En abuser risque
de diminuer l'intérét de votre cours.)

« Démonstration par la tautologie : «C'est vrai, parce que
c'estvrai.» (Risque de vous faire perdre du crédit, mieux vaut
utiliser une des autres méthodes.)

« Démonstration par référence : «Comme c'est établi a la
page 289 du ...» (La encore, si vous en abusez, vous
viderez votre cours de sa substance.)

» Démonstration par perte de référence : «Je sais que jai
vu la démonstration quelque part.» (Méme si c'est du bluff,
préférez la méthode précédente.)

» Démonstration par manque d'intérét : «Y a-t-il quelqu'un
qui souhaite vraiment voir la démonstration?» Variante en
combinant avec la démonstration par complexité : «La
démonstration est longue et pénible. Est-ce que je la fais ?»
Variante dite du calcul merdique : «En général, quand je
me lance dans ce calcul, je me plante. Ony va?»

» Démonstration par obstination : «Vous pouvez croire ce
gue vous voulez, moi je vous dis que c'est vrai.» Variante
du contre-exemple : «Trouvez-moi un contre-exemple, en
attendant je considére que c'est vrai.» (Contraire a la déon-
tologie la charge de la preuve ne serait pas a celui qui affirme.)
« Démonstration par analogie : «C'estlaméme chose que...»;
«ll suffit de s'inspirer de...» «On procéde comme pour...»
(Moyen efficace d'obtenir des résultats faux : le procédé a
codté cher a de nombreux mathématiciens.)

« Démonstration par autorité : «Borsnbuch I'a dit.» Variante
dite de l'ascenseur : «J'ai rencontré Borsnbuch dans l'as-
censeur, et il est d'accord.»

» Démonstration par symbolisme excessif : «Ja>0 [b>a
F(=A(a))>00B(b)fi ...» Variante dite du renvoi multiple :
«On conclut en combinant les lemmes 1, 3, 8 et 15 avec le
théoreme 12, puis en utilisant les propositions 7, 9 et 21.»

» Démonstration par appel a I'opinion publique : «Si c'était
vrai ¢a se saurait, donc c'est faux...» (Contrairement aux
apparences, ce procédé marche bien, car les résultats
simples qui n'ont pas été démontrés sont généralement faux.)
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ce formalisme!

3. LE VIDE ET LES ENTIERS DE VON NEUMANN

Un exemple remarquable de situation ou un formalisme élégant conduit a des
notations impraticables si on ne les accompagne pas de notations raccourcies
est celui des entiers de von Neumann, qui permettent en théorie des ensembles
de construire les nombres a partir de I'ensemble vide. Ceux-ci sont définis en
posant 0={} (I'ensemble vide), n +1=n O {n}, ce qui donne :

S={{ {03 0 {08 {0 (O 40 {08 {0, {0 (0 {0 {8 {0 0 {81

6 = {1, {0} {0 {0 {0 {0 { {00 {8, {0 {8 {00 0 {0 (O {00 O O
{0 O {0 {08 0, {00 {0 {0 {0 {0 {0 {01 {0, {00

7= {03 {0, {0 {0 {00 {0, {00 {0, O {0, 403 {0, {03 {6 {0 {8 (O
{0, {00 {0, 403, 40 {083 (0, {0 {8 {01 (O {0 {0 {008 (O {00 {3 {01 {
{03 {0, (03 {0 {0 {0 {00 0 {03 40 {00 {0 (O & {08 {0 (O {8 {00

Imagine-t-on combien il serait pénible d'écrire les tables de multiplication dans

de place, il note a’ a la place de
axaxaxaxaxaxa, ou sin®(x) ala place de
sin(sin(sin(sin(sin(x))))) ; les parentheses
autour du 5 évitent la confusion entre
sin®(x) et sin3(x).

Si seules de telles abréviations étaient
utilisées, il serait facile de traduire une
preuve humaine en preuve formelle (et
donc de la vérifier mécaniquement). On
demanderait a l'ordinateur de remplacer
systématiqguement chaque notation abré-
gée par sa version compléete et, méme
si cette pratique allonge le texte, ce ne
serait pas une géne sérieuse pour |'ordi-
nateur chargé de le controler.

LES RACCOURCIS
ET LES ABREVIATIONS

Malheureusement la plupart des abrévia-
tions sont ambigués, et seul le contexte
permet d’en déterminer la signification. La
notation dx, par exemple, peut représen-
ter le produit de la variable d par la
variable x, ou bien la différentielle de x
utilisée en calcul intégral. Le mathémati-
cien Littlewood cite I'anecdote ou un pro-
fesseur qui écrivait le polyndme
ax*+bx3+cx2+dx+e commentait la formule
en disant : «e n'est pas nécessairement,
mais peut I'étre, la base des logarithmes
naturels.» Le signe + désigne |'addition
entre entiers ou celle entre matrices ou
toutes sortes d'autres opérations (il n'est
pas rare que, dans un méme texte mathé-
matique, plusieurs signes + soient utilisés,
chacun se référant a un concept différent).
La notation i, selon le texte, désignera un
entier naturel, ou le nombre complexe dont
le carré vaut —1, ou autre chose encore.
On trouve aussi fréequemment des indi-
cations qui introduisent une ambiguité :
«Le paramétre k sera fixé dans le reste
du paragraphe, et a la place de f,(x)
nous écrirons f(x).» Les textes mathé-

matiques sont remplis de ces raccourcis
qui rendent difficile la traduction dans un
langage formel. Les mathématiciens en
sont conscients, comme cette citation de
Nicolas Bourbaki (Algébre linéaire, Cha-
pitre I, p. 53) l'atteste : «La notation ullv
pourra donc préter a confusion, et il sera
nécessaire que le contexte indique s'il
s'agit d'un produit tensoriel ou d'une appli-
cation linéaire.» Mille autres exemples
pourraient étre donnés.

PARTOUT DES MANQUES

Toutes ces abréviations, aprés un travail
attentif et minutieux, pourraient étre tra-
guées et supprimées du texte d'une
démonstration, alors qu'en revanche
les abréviations dans la structure méme
des démonstrations sont bien plus graves.
Les textes mathématiques en sont pour-
tant truffés.

On comprend ce que signifie «le lec-
teur vérifiera sans peine que le chiffre des
unités de 219 est 6» ou «quand on déve-
loppe (x + 4x%)12, le coefficient de x2° est
1056» ; en prenant une feuille de papier,
le lecteur (supposé patient) s'assurera de
la justesse de ce qui est affirmé, et le
bout de démonstration qui manque — un
calcul — sera ainsi reconstitué.

Parfois le calcul qui permettrait la véri-
fication est impossible a faire sans ['utili-
sation d'ordinateurs munis de programmes
particuliers. Imaginez ce que vous devriez
faire pour vous assurer de l'affirmation
«ily a 9,98 % de '7' parmi le premier mil-
lion de décimales du nombre ™ (ce qui
est un énoncé vrai qu'on trouve dans
certains ouvrages). On doit faire confiance
al'auteur qui affirme cela, ou travailler des
heures, voire des jours, pour le vérifier.

Lorsqu'il ne s'agit que de calculs, com-
bler le trou présent dans la preuve humaine
ne semble pas totalement insurmontable.

Enrevanche, comment ne pas étre inquiet
guand le mathématicien, aprés avoir donné
la démonstration du théoréme dans le cas
b positif, écrit : «le cas b négatif se traite
facilement» ou «est analogue»? Va-t-on
y arriver? Comment ne pas devenir fran-
chement anxieux quand, dans le texte
d'une démonstration, on découvre le laco-
nique et pourtant trés fréquent «Laissé en
exercice au lecteur»?

Voici quelques exemples de ce type,
tirés du livre d'Algébre linaire du traité
Bourbaki. D'abord le classique : «On véri-
fie facilement que...» (chapitre I, p. 107).
Une telle phrase ne semble pourtant pas
pouvoir guider le lecteur. Pas plus dailleurs
gue celle-ci qui, si vous rencontrez un obs-
tacle dans la démonstration omise, risque
de vous faire désespérer de vous-méme :
«Ladémonstration est encore plus simple
pour...» (Chapitre Il, p. 85).

L'inévitable «on voit que...» fait bien
sUr partie de l'arsenal démonstratif du traité
(Chapitre Ill, p. 158). Lorsque des préci-
sions sont données, elles ne sont pas
nécessairement parlantes, et I'on n'est
pas certain de pouvoir s'en sortir avec
celles, cryptiques, de la démonstration de
la proposition 3 du Chapitre Il, p. 39, qui
se termine par : «La conclusion résulte
doncdeladéf. 1etdell, p. 10, prop. 5(ii).»
Plus délicieuse encore est I'étonnante
démonstration en une ligne d'un énoncé
qui en occupe quatre : «Cela résulte de
E, lll, p. 29, prop.12, et E,.llIl, p. 42,
cor.1» (Chapitre Ill, p. 87).

ON PEUT MEME OMETTRE
LES THEOREMES!

Les non-mathématiciens seront étonnés,
mais les raccourcis, méme dans les
meilleurs traités, peuvent s'étendre au-
dela des démonstrations. Ainsi, parfois,
les définitions et les énoncés eux-mémes
sont omis. Toujours dans le traité de
N. Bourbaki, on trouvera I'admirable :
«Nous laissons au lecteur le soin de for-
muler les définitions et remarques ana-
logues pour les systéemes d'équations
linéaires a gauche» (Chapitre Il, p. 146),
et aussi : «On laisse au lecteur le soin
de définir un systéeme projectif d'anneaux...
et de vérifier que...» (Chapitre Il, p. 146).
Pourquoi ne pas confier au lecteur le soin
d'écrire le chapitre suivant tout seul?
Ces omissions ne sont pas sans dan-
ger, et beaucoup de mathématiciens vous
diront que, méme si elles paraissent inévi-
tables, elles restent périlleuses. Il est fré-
guent en effet que des erreurs se produisent
dans les textes mathématiques, précisé-
ment en ces endroits incomplétement
détaillés par un mathématicien pressé et
sincerement persuadé que la démons-
tration est possible a partir des indications
succinctes qu'il propose a titre d'argument.
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Ces facilités autorisées par les «lais- 4. PREUVES SANS MOTS
sés au lecteur», et autres «a titre d'exem- G

ple, démontrons le cas numéro 5», sont
dangereuses, car tous ceux qui écrivent
des textes mathématiques savent que a-b vab

bien souvent ils n'ont pas détaillé pour 2

eux-mémes sur une feuille a part ces par- 2ab
ties manquantes qu'ils suggerent au afl h 0 a+b b
lecteur de reconstituer seuls. lls y ont réflé- P

chi, ils sont intimement convaincus que
«ga passe», mais est-ce suffisant ? Pour-
tant comment pourrait-on s'interdire ces a-b
facilités, puisque Bourbaki lui-méme 2
reconnait que, dans les textes mathé-
matiques, «I'emploi des ressources de la
rhétorique est nécessaire» (Bourbaki, R
Introduction, p. 7)?

Encouragé par le plaisir de I'écono-
mie et I'élégance de la concision, sou-
cieux aussi de ne pas passer pour un h -
imbécile en donnant des détails sur un
passage vraiment facile, tout mathé-
maticien écourte ses démonstrations, et
cela d'autant plus qu'il s'adresse a des
mathématiciens de haut niveau. Assez
étrangement donc, les risques sont maxi-
maux dans les textes présentant des
résultats de recherches. Dans un cours
destiné a des étudiants, le mathémati-
cien essaiera de contenir son penchant
pour les bréves esquisses de preuves,
sans toutefois résister & la tentation d'un
«le cas 1 est trivial» et surtout au coup
de I'exercice. Ces laconiques pirouettes
fontle désespoir des étudiants moyens,
incapables de boucher ces trous pré-
tendument aisés, et donnent un senti-
ment de culpabilité au lecteur trop pressé
qui se dispense des travaux suggérés,
dont pourtant, dans l'introduction, 'au-
teur a indiqué, avec perfidie, qu'il était
important de les traiter soigneusement
pour s'assurer de la bonne assimilation

du cours. €
/ {
UN TROU FAMEUX

Un des plus fameux trous dans une preuve
mathématique provient d'un de ces rac-
courcis imprudents. On sait que, le mer- c H H B
credi 23 juin 1993, a l'issue de trois jours ’ '

de conférence Andrew Wiles concluait en LE THEOREME DE VIVIANI : OF + OH + OG = A'H' 1+ 2(1/2) + 3(1/4) + 4(1/8) + ....... =4
public une présentation de la preuve du
Grand Théoréme de Fermat (qu'il démon-
trait comme cas particulier de résultats
plus généraux). Personne sur le coup ne
put vérifier la démonstration bien trop com-
plexe, dont seules les grandes lignes
avaient été expliquées oralement. La
démonstration, d'environ deux cents pages,
fut soumise a un comité d'experts com-
posé de six spécialistes qui travaillerent
des mois durant. De nombreuses fois, ils
durentinterroger A. Wiles pour obtenir des
explications leur permettant de saisir le 4

sens de ce qui était écrit. Face a une preuve nZ-(n-172+ ... + (-1 (1)2 = Z (-1 (n - k)2 =n(n + 1)/2
formelle, les experts mathématiciens n'au- k=0

)

=
=

o>
=

V(@@ + b2)/2

2 < yab < 220 < jaz )2
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5. PREUVE HEURISTIQUE IMPOSSIBLE (AUJOURD'HUI)
A TRANSFORMER EN PREUVE FORMELLE

On consideére la suite des nombres entiers définie par :

X, = 2,

x2 = [le plus petit facteur premier de x,+1]=3,

= [le plus petit facteur premier de x,x,+1]=7, ..
X, .= [le plus petit facteur premier de x X,...x + 1]

Le débutest2, 3,7, 43, 13, 53, 5, 6221671 38709183810571 139, 2801,
11, 17, 5471, ...

Cette suite d'Euclide-Mullin n'énumére que des nombres premiers diffé-
rents. En effet, y, =x,x,...x, + 1 n'est pas divisible par x, (sinon 1 le serait comme
différence de deux nombres divisibles par x,). Le nombre y, n'est pas divisible
par x, (sinon 1 le serait), etc. Puisque y, n'est divisible par aucun des nombres
premiers, X, ...., X, X, ,;, €st un nouveau nombre premier, et donc tous les x;
sont des nombres premiers distincts. La question est de savoir si cette suite
énumeére tous les nombres premiers sans en oublier (bien sdr, ce sera dans le
désordre). On pense que oui et I'on propose la preuve heuristique suivante.

Supposons que la suite ne contienne pas tous les nombres premiers. Soit
p le plus petit nombre premier qui n'est pas dans la suite. A partir d'un cer-
tain N, tous les nombres premiers inférieurs a p seront parmi les nombres
Xy, ..., Xy- Si n estun entier quelconque plus grand que N, le nombre
Y, = X X,...X, + 1 peut étre considéré comme un nombre quelconque vis-a-vis
de p, et donc ce nombre a une chance sur p d'étre un multiple de p (car un
entier sur p est multiple de p). Le nombre y, a donc une probabilité de (1-1/p)
de n'étre pas multiple de p, qui est aussi la probabilité que x,, ,, soit différent
de p. La probabilité pour que ni X + 1 ni X, -.-Xy,, N€ soient égaux a p est
donc (1-1/p)k qui tend vers 0 a l'infini. Autrement dit, la probabilité pour que p
n‘apparaisse pas dans la suite x, est nulle. Donc p apparait dans la suite, ce
qui contredit sa définition. Donc, tout nombre premier p apparait dans la suite

tion et écrite dans le désordre.

X, qui n'est pas autre chose que la liste des nombres premiers, sans répéti-

Un tel raisonnement est presque bon, mais il suppose que y, est tiré au
hasard, ce qui n'est pas le cas, et donc, sans un complément (que personne
n'a réussi a découvrir et qui semble hors de portée des méthodes mathéma-
tiques actuelles), la preuve heuristique n'est pas une preuve acceptable.

raient pas eu a contacter A. Wiles! A. Wiles
lui-méme prétendait avoir vérifié chaque
étape de la démonstration deux fois avant
de la confier & ses collégues. A chaque
question des experts, il proposait d'ailleurs
une réponse qui levait la difficulté soule-
vée. Petit a petit, A. Wiles rendait com-
préhensible son document, qui, si les
mathématiques se conformaient a la
description idéalisée évoquée au début
de cetarticle, auraitddi I'étre des le départ.

On avangcait lentement vers une vali-
dation totale, jusqu'au jour ot une réponse
ne contenta pas totalement un expert, ni
le complément de réponse du jour suivant :
il y avait un trou dans la démonstration,
que, malgré tout le soin pris par A. Wiles,
ce dernier n'avait pas vu. Le «bogue» pro-
venait de ['utilisation, hors des conditions
précises ou il avait é&té démontré, d'un pro-
cédé que A. Wiles, dans une généralisa-
tion hétive, avait utilisé sans faire dans
ce cas tous les controles exigés.

On connait la suite : plus de deux
ans furent nécessaires pour corriger
I'erreur et arriver, en empruntant un che-
min différent de celui proposé en 1993,
a une démonstration complete et accep-
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tée des experts. Notons, pour rassurer
les inquiets, gu'une fois cet accord des
experts obtenu, la preuve fut confirmée
par d'autres experts. Plus aucun doute
ne persiste aujourd’hui sur sa validité,
c'est-a-dire sur la possibilité d'écrire une
preuve formelle du théoréme de Fer-
mat. La longueur de la preuve interdit,
pour l'instant, cette transcription for-
melle compléete, mais il n'y a aucune
controverse sur son existence. La diffi-
culté évoquée dans la rubrique de
novembre concernant la transcription
de la preuve de A. Wiles dans le forma-
lisme de l'arithmétique élémentaire de
Peano (plus limité que celui de la théo-
rie des ensembles qui sert de référence
implicite aujourd'hui) n'entache en rien
l'unanimité qui regne sur la validité de la
preuve de A. Wiles, et, sauf a imaginer
gue lathéorie des ensembles est contra-
dictoire, la victoire est définitive.

LES CONTROVERSES

Aujourd'hui, lorsqu'il y a une controverse
en mathématiques sur la validité d'une
démonstration, il est donc vrai en défini-

tive qu'elle ne dure jamais longtemps, et
cela a cause de la possibilité de s'appro-
cher de plus en plus de ce que serait la
preuve formelle compléte du résultat.

Le rapport entre preuves formelles et
preuves réelles peut donc se résumer
en disant : les preuves formelles ne sont
gue trés rarement écrites par les mathé-
maticiens parce gu'elles sonttreés longues,
mais ce sont quand méme elles qui ser-
vent de recours ultime dans I'évaluation
d'une preuve réelle dont la validité est dou-
teuse. C'est, en effet, en cherchant a s'ap-
procher pas a pas de ce que serait la
preuve formelle du résultat discuté qu’'on
obtient I'accord définitif : ou bien on ne
rencontre pas d'obstacles sur le chemin
quiy conduit (et qu'on emprunte rarement
jusgu'au bout) et la preuve réelle est consi-
dérée juste, ou bien un trou insurmontable
apparait et la preuve est insuffisante, donc
inexistante...

La suppression des controverses en
mathématiques est relativement nou-
velle, car, avant les progres logiques du
début du siécle, il s'en présentait régu-
lierement et de graves incertitudes divi-
saient les esprits, méme en ma-
thématiques. Ce fut le cas a la fin du
XVII# siecle quand le calcul différentiel
fut découvert et que la notion de limite
n'était qu'imparfaitement maitrisée (elle
le fut par A. Cauchy, 1789-1857, et par
K. Weierstrass, 1815-1897). Aumoment
de la mise au point de la topologie,
d'autres controverses prolongées eurent
lieu, comme celle que le philosophe Imre
Lakatos détaille dans son livre a pro-
pos de la formule d'Euler s—a+f = 2 (a
est le nombre d'arétes d'un polyedre ;
s le nombre de sommets ; f le nombre
des faces) dont il fut difficile de préci-
ser exactement le domaine de validité.

Au début du siécle, une des der-
niéres grandes controverses en mathé-
matiques fut celle concernant les
fondements mais elle ne porta pas sur
I'exactitude ou l'inexactitude de preuves
précises, ce fut une discussion sur les
modes de raisonnement qu'on pouvait
Iégitimement mettre en ceuvre (notions
ensemblistes, axiome du choix, rai-
sonnements non constructifs, etc.). Au-
jourd'hui, grace aux systemes formels,
la controverse sur les fondements des
mathématiques s'est éteinte et n'est plus
gu'un probléme pour philosophes dont
peu de mathématiciens se soucient. Sur
toute question importante, un accord
unanime s'établit, ce qui fait véritable-
ment des mathématiques une science
a part.

Des doutes concernant le théoreme
de Godel exprimés juste aprés sa paru-
tion par quelques mathématiciens et les
incompréhensions graves qui font dou-
ter des amateurs de tel ou tel résultat
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(par exemple, la non-dénombrabilité des
nombres réels ou l'impossibilité de la
quadrature du cercle) ne doivent pas
étre pris plus au sérieux que les tenta-
tives de réaliser un mouvement perpé-
tuel qui obséde les inventeurs du
dimanche. Oui, en mathématiques
aujourd'hui, I'unanimité existe concer-
nant la justesse, et aucune controverse
véritable n'a plus cours.

PROGRES DANS LA
FORMALISATION

Bien que peu de mathématiciens se
soucient au quotidien de la formalisation
complete de leurs preuves, les progrés
faits sur ces questions ne sont pourtant
pas négligeables.

Poincaré se moquait du fait que,
pour écrire 1 dans le formalisme du sys-
teme des Principia de Russell et White-
head (le premier systeme formel complet
permettant I'écriture d'un volume impor-
tant de mathématiques), il fallait un grand
nombre de symboles, ce qu'il trouvait
absurde. Passionné par le traité de Mathé-
matiques de N. Bourbaki, dont les pre-
miéres pages sont constituées par la
description détaillée du systeme formel
surlequel le traité s'appuie ensuite, un ami
s'était amusé a écrire explicitement la suite
des symboles représentant I'ensemble
des parties d'un ensemble sans utiliser
aucune abréviation. Le tout, une fois trans-
crit sur un rouleau de papier, avait une lon-
gueur de trois métres.

Les systemes formels d'aujourd’hui ne
présentent pas tous ces défauts ridicules,
car, dans le but de les manipuler, on a
congu avec des ordinateurs des notations
plus efficaces. On a d'ailleurs, grace a
cela, pu écrire des preuves de résultats
assez avancés de mathématiques. Les
techniques mises au point a cette occa-
sion servent aussi a prouver la validité
de programmes informatiques, et c'est la
tout un domaine de recherche actif ot la
logique vient en aide a l'informatique.

LES INFINIMENT PETITS
FORMALISES

D'autres progres logiques ont étonné les
mathématiciens. On désespérait de jus-
tifier par un formalisme précis les
méthodes de calcul qui fonctionnent
pourtant bien et qui se fondent sur la
manipulation des infiniment petits. L'ana-
lyse des XVIII® et XIX® siecles avait
d'ailleurs débarrassé les mathématiques
de ces troublants infinis qui paraissaient
indomptables. Le systéme formel de
I'Analyse non standard de A. Robin-
son, dans les années 1960, a réussi l'ex-
ploit de proposer un usage réglé des
infiniment petits. Celui qui souhaite
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profiter de son intuition de physicien pour
calculer dispose maintenant d'un for-
malisme qui pourra valider ses calculs,
jusque-la considérés comme non rigou-
reux. Les résultats logiques connus
concernant I'Analyse non standard
sontremarquables, et l'un d'eux indique
gue toute propriété ne mentionnant
pas les infiniment petits démontrés dans
le cadre formalisé de I'Analyse non stan-
dard peut aussi étre démontrée sans uti-
liser les infiniment petits dans le
formalisme ensembliste usuel. Ce résul-
tat justifie a posteriori le choix fait his-
toriqguement par les mathématiciens de
se passer des infiniment petits, mais,
le connaissant, il permet aujourd'hui a
celui qui trouve commode de les utili-
ser de laisser libre cours a son goft.

PREUVES HEURISTIQUES
ET «xPRESQUE PREUVES>»

A coté de la notion de preuve formelle
qui sert a mettre tout le monde d'ac-
cord pour savoir ce qui est vraiment
démontré, il existe une multitude de
preuves non formelles et résolument non
formalisables (du moins avec les sys-
temes connus aujourd'hui) qui fournis-
sent des presque-certitudes. Ces
preuves heuristiques, c'est ainsi qu'on
les appelle, sont étranges, car quand on
les suit, elles persuadent de la vérité des
propositions visées. Pourtant, comme
pour les preuves démontrées autrefois
par les infiniment petits, les mathémati-
ciens les refusent. Bien qu'elles «fas-
sent voir que c'est vrai», tant qu'on ne
disposera pas de bons systemes formels
(analogues a celui de A. Robinson pour
I'’Analyse non standard), il sera impos-
sible de les transformer en preuves for-
melles, ce qui signifie tout simplement
gu'aux yeux des mathématiciens elles
ne démontrent rien!

Un exemple de preuve heuristique dif-
ficile atransformer en preuve formelle est
indiqué sur la figure 5.

PRESQUE, MAIS PAS
VRAIMENT

Un autre exemple de résultat presque
prouvé est celui qui concerne les nombres
parfaits impairs, résultat qui résiste a une
démonstration depuis 20 siécles. Un
nombre parfait est un nombre qui est égal
alasomme de ses diviseurs différents de
lui-méme. Le nombre 6 qui est divisible
par 1, 2, 3 est un nombre parfait, car
6 =1+2+3. C'estle plus petit nombre par-
fait, et les trois suivants sont 28, 496,
8128. Existe-t-il des nombres parfaits
impairs? La question est posée depuis
plus de deux millénaires. Personne n'en
a jamais trouvé, mais personne n'a

démontré qu'il n'en existait pas. Malgré
cette absence de démonstration, tout le
monde est persuadé aujourd’hui qu'il
n'existe pas de nombre parfaitimpair, car
on a démontré (rigoureusement) une
grande quantité de propriétés que devrait
posséder un tel nombre parfaitimpair N,
s'il en existe.

— Un nombre parfait impair N, s'il en
existe, possede au moins 8 facteurs pre-
miers différents et, s'il est multiple de 3, il
doit en posséder au moins 11 (P. Hagis,
1983).

— Un nombre parfait impair N, s'il en
existe, est tel que la somme des inverses
de ses facteurs premiers est située entre
0,596 et 0,694 (D. Suryanarayan, P. Hagis,
1970).

— La plus grande puissance d'un
nombre premier qui divise un nombre par-
faitimpair N, s'il en existe, est plus grande
que 10% (G. L. Cohen, 1988).

— Un nombre parfait impair N, s'il en
existe, est plus grand que 103% (R. Brent,
G.L. Cohen, H. te Riele, 1989).

— Un des facteurs premiers d'un
nombre parfait impair N, s'il en existe,
dépasse 106 (P. Hagis. G.L. Cohen, 1998),
un autre dépasse 104, et un autre encore
dépasse 108 (1999, D. lannucci).

Remarquez que certains résultats
ont été démontrés il y a seulement
guelques mois. Il semble qu'aucun
nombre ne puisse vérifier toutes ces
conditions a la fois (mais ce n'est pas
rigoureusement établi), et donc on
croit plus fortement que jamais qu'il
n'‘existe aucun nombre parfait impair.
Ce sentiment et |'idée qu'on est arrivé
a quelques millimétres du résultat final
ne constituent pas une preuve mathé-
matigue formalisable, et donc, comme
c'esttoujours le cas, aucune controverse
n'a cours sur ce point : aussi fort que
soit notre sentiment qu'on a qu'il n'existe
pas de nombres parfaits impairs, per-
sonne ne prétend que c'est prouvé.
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