N Dessins de Bryan Christie

. La selle de singe est une surface mini-
male avec trois directions de courbures vers
le bas séparées par trois directions de cour-
bure vers le haut.

Lors de leurs discussions, B. Collins
et C. Séquin ont eu l'idée de tourner I'ex-
trémité d'une tour de Scherk de
90 degrés avant de la joindre a l'autre.
Cette manipulation rappelle la construc-
tion d'un ruban de Mébius, qui s’ob-
tient en tournant de 180 degrés
I'extrémité d’une bande de papier avant
de la coller a l'autre extrémité. En rai-
son de la torsion, la surface n'a plus
gu’une face : si vous peignez en rouge
le ruban de M6bius de proche en proche,
a partir d’'un point quelcongue et en vous
arrétant aux bords, vous verrez que le
ruban sera finalement tout rouge! Le
ruban de Mdbius est une surface a
une seule face.

Une tour de Scherk sans torsion, ainsi
gu’'un Hexagone hyperbolique, a deux
faces, que 'on peut peindre de deux cou-
leurs différentes. Toutefois, la surface
obtenue en tournant I'extrémité d’une tour
de Scherk avant de la joindre a la seconde
n'a qu’'une seule face.

Le sommet et la base d’'une tour de
Scherk sont deux croix identiques, per-
pendiculaires a I'axe de la tour, qui se
recollent parfaitement quand la torsion
estun multiple de 90 degrés. Cependant,
les trous successifs de la tour sont aussi,
alternativement, selon deux directions
perpendiculaires : cette alternance ne
se retrouve sur la forme finale que si
I'on tord les tours @ un nombre impair de
trous d’un multiple impair de 90 degrés
etles tours a un nombre pair de trous d'un
multiple pair de 90 degrés. Le Trefle hyper-
bolique (voir la figure 1) est aussi une
structure toroidale obtenue par torsion
d’une tour de Scherk a trois trous de
3 x 90 = 270 degrés.

C. Séquin crée ainsi une famille de
surfaces qu'’il nomme «surfaces de
Scherk-Collins». En formulant mathé-
matiquement les idées de B. Collins, il
a congu de nouvelles variations de fagon
systématique ; laréalisation des ceuvres
d’art en a été simplifiée. Comme les
sculptures sont construites en contre-
plaqué par un travail long et délicat,
B. Collins réalisait d’abord des proto-
types en plastique et en cire. Cette
méthode fournit un modeéle précis, mais
elle requiert plusieurs jours de travail.
Pour accélérer I'opération, C. Séquin
et son collégue Houman Meshkin ont
mis au point un programme informatique
de représentation des surfaces de
Scherk-Collins.

Grace a ce programme, l'artiste peut
étirer et déformer la surface, afin d’obte-
nir un résultat esthétique satisfaisant. Il
lui suffit de préciser certains parameétres :
les plus simples sont le nombre de trous
dans latour etl'angle de torsion ; d’autres
décrivent, par exemple, la taille des trous.
Le programme ne se limite pas a la tour
de Scherk ; certains parametres per-
mettent de choisir entre des selles de che-
val ou des selles de singe. Une fois la
surface affichée sur I'écran, on la réalise

Cc

3. Les tours de Scherk sont composées de selles superposées qui délimitent des trous dont
les directions alternent. Une tour de Scherk a trois trous est vue de face (a) et apres une
rotation de 90 degrés (b). Tournée de 90 degrés, I'extrémité de cette tour (c) s’adapte a
I'autre extrémité : le «tore» formé quand elles sont jointes est une surface a un seul coté.

© POUR LA SCIENCE - N° 269 MARS 2000

Réactions

ans I’article sur les sphéricones

(voir Pour la Science, novembre
1999), je décris des solides construits
en coupant des doubles cones et en
pivotant I'une des moitiés de 90 degrés.
Certains lecteurs ont confirmé ce que
je pensais : cette forme n’était pas
inédite. En 1996, David Been, d’Ar-
lington, a trouvé dans un parc un
objet rebondissant de la forme d’un
sphéricone, probablement abandonné
par un chien. Celui-ci devait en appré-
cier les rebonds imprévisibles.

Bob Whitefield, de Chapell Hill,
confirme cette utilisation canine et
indique que cette forme est brevetée
par un fabricant de jouets. De facon
plus sérieuse, plusieurs lecteurs ont
remarqué que le sphéricdne est un cas
particulier de I'oloide, une forme inven-
tée par I'artiste suisse Paul Schatz.

Enfin, dans lesannées 1980, lacom-
pagnie Momix, dirigée par le choré-
graphe Moses Pendleton, a utilisé pour
I’'un de ses spectacles une armature
meétallique tres similaire a un sphéri-
cone.

en s'aidant des outils informatiques gra-
phiques. Par cette méthode, C. Séquin
a déja créé des dizaines de modéles de
surfaces de Scherk-Collins.

Toutefois, la modélisation informa-
tiqgue pose des probléemes nouveaux :
aujourd’hui, les ordinateurs graphiques
sont suffisamment puissants pour que
la sculpture virtuelle ne se distingue
plus de I'objet réel. Par exemple, les
programmes graphiques donnent aux
images de surface de Scherk-Collins n'im-
porte quelle texture, tels du bois et ses
fibres, du cuivre brillant, de la peau de
lézard ou du tissu. Les images imprimées
des sculptures virtuelles sont indiscer-
nables de photographies des sculptures
réelles. Mieux méme, un casque de réa-
lité virtuelle permet de «tourner autour»
des sculptures et d’en avoir une impres-
sion tridimensionnelle.

Doit-on alors matérialiser les sculp-
tures? Les sculptures virtuelles ne suffi-
sent-elles pas? La plupart des artistes
traditionnels répondraient sans doute par
la négative, mais qu’'en diront les géné-
rations futures, familiarisées depuis leur
naissance avec les systemes de réalité
virtuelle? B. Collins est catégorique : «En
tant qu’'espéce ayant évolué pour la fabri-
cation et l'usage des outils, les étres
humains ont une préférence esthétique
pour les objets dart faits a la main, et ils
auront toujours besoin d’eux en tant que
révélateurs de notre nature.» En d’autres
termes, le réel est imbattable!
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JOUEUR B

JOUEUR A
B coopere
et gagne

0

B coopere
et gagne

3

B trahit
et gagne

1

B trahit
et gagne

8

ituation ambigué : je suis face a

un inconnu au rez-de-chaussée

de cette grande tour, devant ce

petit ascenseur a une seule place
dont la porte est ouverte. Il n'y a pas de
bouton pour le rappel lorsqu'il sera monte,
et je n'ai pas du tout, mais alors pas du
tout, envie de gravir les huit étages a pied.
L'inconnu me dit : «Laissez-moi passer
en premier, car, arrivé en haut, je vous
renverrai l'ascenseur.»

Dois-je accepter? Pourquoi devrais-
je le croire et accepter qu'il passe devant
moi? D'ailleurs tiendra-t-il sa promesse
si je le laisse passer? C'est le dilemme
du renvoi d'ascenseur.

Le probléme est-il d’'essence uni-
guement psychologique ? Non, car il peut
étre aussi mathématisé! L'étonnant est
que son étude mathématique, lorsque
nous imaginons que nous devonsy jouer
ade multiples reprises avec toutes sortes
de gens, fasse ressortir de multiples
aspects inattendus. Cette variante du
dilemme itéré du prisonnier (voir une syn-
thése a propos de ce dilemme dans le
dossier Pour la science sur Les mathé-

Le dilemme du
renvol d'ascenseur

JEAN-PAUL DELAHAYE = PHILIPPE MATHIEU

Doit-on se sacrifier a tour de réle dans
de nombreuses confrontations comme les ventes
aux encheres ou les élections?

matiques sociales) possede des pro-
priétés remarquables : la plus étonnante
est que certaines stratégies optimales
font intervenir un choix au hasard!

Nous verrons aussi que, méme dans
le cas le plus simple, quand nous vou-
lons jouer contre quelqu'un qui adopte
le méme comportement que nous, nous
sommes conduits a des calculs subtils :
les mathématiques sociales ne se rédui-
sent pas toutes a des statistiques et a des
regles de trois...

DILEMMES DU PRISONNIER
ET DE L'ASCENSEUR

Fixons d'abord les régles du jeu abstrait
gue nous tirons de ce probleme de I'as-
censeur. A chague rencontre, chacun des
deux participants, désignés par A et B,
doit faire un choix : soit il coopére, ce
que nous désignons par ¢ (comme coopé-
rer), soit il trahit, ce que nous désignons
par t (comme trahir). Ce double choix
est dénommeé une rencontre. Il y a ainsi
quatre rencontres possibles, que nous
notons [c,c], [c,t], [t,c] et [t,t], la premiere

lettre désignant le choix de A, la seconde
celle de B. Une partie est constituée d'une
succession de rencontres. Les choix faits
a chaque rencontre le sont simultané-
ment, et la seule information dont dispose
un joueur pour décider de ce qu'il joue a
la rencontre numeéro n est celle du passé
des rencontres (par exemple, aprés
trois rencontres [c,c] [t,t] [t,c]). Le nombre
de rencontres d'une partie n'est pas fixé
a l'avance, mais on supposera gu'ily en
a plusieurs (cing au moins).

@ Lorsque l'un des joueurs trahit (t)
et que l'autre coopére (c), correspon-
dant a une rencontre [t,c], A, qui a trahi,
gagne 8 points et B, qui a coopéré, n'en
gagne aucun (ce que I'on désigne par
g(tc) =8, g(ct)=0, g étant l'initiale de gain) ;
dans notre exemple imagé, I'une des deux
personnes est montée dans l'ascenseur
en prenant l'autre par surprise. Les huit
points gagnés correspondent a la satis-
faction du personnage qui, apres avoir
trahi les régles du savoir-vivre, se fait trac-
ter sans effort jusqu'en haut. Celui qui
reste en bas alors gu'il voulait coopérer
n'a aucun point, car, non seulementil reste

dmcocaLiers

“Tiehi FEET |

1a. Rencontre [t,c]. 8 points pour celui qui monte,
0 pour celui qui reste en bas : le crime paie.
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1b. Rencontre [t,t]. 1 point pour chacun des
deux vindicatifs : la dispute ne paie pas.

1c. Rencontre [c,c] : 3 points pour chacun
des deux comperes : frustrés, mais amicaux.
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sur place, mais il a d0 accepter la vexa-
tion de s'étre fait surprendre par l'autre.

® Lorsque les deux joueurs trahis-
sent (rencontre [t,t]), chacun gagne un
point (g(tt) = 1). Dans ce type de rencontre,
les deux joueurs se battent pour monter
dansl'ascenseur, aucun ne voulant céder,
et, apreés avoir perdu du temps et avoir
échangé des coups, ils renoncent et mon-
tent a pied.

® Lorsque les deux joueurs coope-
rent (rencontre [c,c]), chacun gagne
3 points (g(cc) = 3). C'est le cas ou,
sans se disputer, ils comprennent rapi-
dement qu'aucun ne cédera et donc
renoncent.

Les valeurs des coefficients pourraient
étre différentes, I'important, pour qu'il y
ait dilemme de l'ascenseur, est que :
g(tc) > g(cc) > g(tt) > g(ct), ce qui est natu-
rel, et aussi que {g(tc)+g(ct)} / 2 > g(cc),
ce quiestle casiciavec : g(tc)=8, g(cc)=3,
g(tt)=1, g(ct)=0.

Sil'immeuble, au lieu d'avoir 8 étages,
en avait 20, des coefficients mieux choi-
sis seraient sans doute : g(tc)=20, g(cc)=3,
g(tt)=1, g(ct)=0. Si la dispute dans le
cas d'une partie [t,t] était rapide et peu
violente, on choisirait peut-étre g(tc)=8,
g(cc)=2, g(t)=1, g(ct)=0.

Le probléme classique dénommé
Dilemme du prisonnier est trés proche
et correspond au choix g(tc)=5, g(cc)=3,
g(tt)=1, g(ct)=0 (le gain qu'on tire en tra-
hissant quelqu'un qui souhaite coopérer
est moins important). La premiére série
d'inégalités g(tc) > g(cc) > g(tt) > g(ct) est
vérifiée, mais pas la seconde, qui y est
inversée : {g(tc)+g(ct)} / 2 < g(cc).

Il s’agit, dans les deux cas, d’un
dilemme, car l'intérét individuel de cha-
cun est d'obtenir g(tc) (c'est le plus
grand des coefficients). Toutefois, si
chaque joueur se laisse tenter et trahit,
la rencontre [t,t] ne rapporte qu'un seul
point a chaque joueur, ce qui collective-
ment est le pire des choix.

Cette inversion d'une inégalité entre
le dilemme du prisonnier et celui de
I'ascenseur change beaucoup le pro-
bleme. L'inégalité {g(tc)+g(ct)}/2 > g(cc)
signifie que, dans une série de parties
successives, les deux joueurs ont inté-
rét & jouer alternativement [c,t] [t,c] [c,1]
[t,c], etc., car cela leur rapporte en
moyenne {g(tc)+g(ct)}/2 alors que, s'ils
jouent [c,c] [c,c] [c,c]..., ils ne gagneront
en moyenne que g(cc) points par ren-
contre. Avec ce choix alternatif de coef-
ficients, les joueurs gagnent 4 points en
moyenne avec des séries [c,1] [t,c] [c,t]
[t,c]... et 3 en moyenne avec des séries
[c,c] [c,c] [c,c]...

L'avantage de la premiére méthode
est encore accru dans le cas d'un
immeuble & 20 étages. A l'inverse, dans
le cas du dilemme du prisonnier, il est opti-
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8+0+8+0+8+0+8+0+8+0 = 40.

2. DISPUTE, HASARD, COOPERATION SIMPLE, METACOOPERATION

(i) Une partie ou chaque joueur tente de gagner les huit points que
rapporte une rencontre [t,c] conduit chacun a de mauvais
résultats.Dans une partie composée de dix rencontres : [t,t] [t,{] [t,1]
[t.t] [t.1] [t.t] [t.1] [t.t] [t.1] [t,t], le nombre de points gagnés par le
premier est 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 = 10, et le nombre de points
gagnés par le second est 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 = 10.

(il) Une partie ou chaque joueur «coopere» sagement avec l'autre est
déja plus rémunératrice :[c,c] [c,c] [c,c] [c,c] [c,c] [c,c] [c,c] [c,c] [c,c]
[c.c]. Le nombre de points gagnés par le premier est
3+3+3+3+3+3+3+3+3+3=30, et le nombre de points gagnés

par le second est 3+3+3+3+3+3+3+3+3+3 = 30.

(i) Une partie ot chaque joueur joue au hasard donne, par exemple, /&
[c,c] [c.t] [t.1] [t.c] [t.1] [c,c] [t.c] [t.t] [c.c] [t,t]. Le nombre de points ‘.
gagnés par le premier est 3+0+1+8+1+3+8+1+3+1 = 29, et le nombre &

de points gagnés par le second, 3+8+1+0+1+3+0+1+3+1 = 21. .

(iv) Une partie ou les joueurs jouent «en opposition de phase»
correspond a une entente de niveau supérieure, la métacoopération :
[c.1] [t.c] [c.1] [t.c] [c.t] [t,c] [c.t] [t,c] [c,t] [t,c]. Le nombre de points
gagnés par le premier est 0+8+0+8+0+8+0+8+0+8 = 40, et le
nombre de points gagnés par le second est égal a

mal de jouer [c,c] [c,c] [c,c]... : la coopé-
ration mutuelle est encouragée par les
valeurs des coefficients.

LA METACOOPERATION

Dans une longue série de rencontres au
dilemme de l'ascenseur, pour gagner
beaucoup de points (ce qui, bien sdr,
est le but), il faut réussir & organiser une
alternance qui peut étre a deux temps
[c.1] [t,c] [c.1] [t,c]... ou plus complexe
[c.1] [e,] [t,c] [tc] [c,t] [c.1] [tc] [t,cl... ou
plus compliquée encore. Ce type d'al-
ternances n’est pas optimale dans le
dilemme du prisonnier, mais favorable
dans le dilemme de l'ascenseur : c’est
une sorte de coopération de niveau supé-
rieur, que nous dénommerons méta-
coopération. Pour gagner des points au
jeu du dilemme de l'ascenseur comme
au dilemme du prisonnier, il faut absolu-
ment éviter les rencontres [t,t]. On peut
tenter de se mettre d'accord avec son par-
tenaire pour jouer [c,c] [c,c] [c,c]..., C'est
la coopération simple qui est idéale au
dilemme du prisonnier et assez bonne au
dilemme de I'ascenseur. Toutefois le plus
rentable au dilemme de l'ascenseur est
de mettre en place la métacoopération
[c,t]]t,c] [c,A] [t,c]... La coopération est vrai-
ment délicate, car il faut que I'un des
joueurs accepte de perdre au premier
coup, en espérant que son partenaire
lui «renverra l'ascenseur.

Ce dilemme est-il fréquent dans la vie
courante ? Sans doute bien plus gu'on ne
le croit, et nous pensons que c'est faute

d'avoir su précisément le distinguer du
dilemme du prisonnier qu'on a été par-
fois décu de ne pas retrouver, dans le
monde réel, ce qu'on modélisait par des
simulations informatiques.

Voici une liste de situations dont la
modélisation semble plus satisfaisante
par le dilemme du renvoi d'ascenseur que
par le dilemme du prisonnier.

Elections avec deux candidats
d'un méme camp

Deux candidats du parti d'extréme-centre
veulent se présenter a la prochaine
élection présidentielle. Bien sdr, il y a aussi
des candidats d'autres partis. Les divers
cas sont :

® [c,c]. Les deux candidats se pré-
sentent, mais restent corrects, c'est-a-
dire ne cherchent pas a se discréditer
mutuellement, ne publient pas de tracts
injurieux, etc. On évalue alors que cha-
cun a 30 pour cent de chances d'étre
élu. Les voix correspondant a I'électorat
de leur formation se répartissent équita-
blement sur les deux candidats.

® [tt]. Les deux candidats se pré-
sentent, mais entrent en compétition
agressive, ce qui nuita chacun. Leur cam-
pagne fait fuir des électeurs de leur camp,
et finalement tous deux sont également
pénalisés par cette confrontation publique.
On évalue que chacun ne dispose plus
gue de 10 pour cent de chances d'étre
élu.

® [t,c]. Seul le premier candidat est
agressif, alors que l'autre ne l'est pas
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3. JOUER CONTRE SOI-MEME EST DIFFICILE

(A) Donnant-donnant : je choisis de coopérer (c) au premier coup d'une partie,
ensduite je choisis, au coup numéro n, ce que l'adversaire a joué au coup numéro n-1.
Donnant-donnant ne joue pas trés bien contre elle-méme, car elle joue des parties :
[c.c] [c,c] [c.c] [c.c] [c.c] [c.c] [c.c] [c.c] [c.c] [c,.c].

(B) Raison-50 : tant qu'aucun coup du passé n'a été de type [c,t] ou [t.c], je choisis au
hasard ¢ ou t avec 50 pour cent de chances pour chacun ; ensuite je joue toujours
linverse de mon coup précédent.

Raison-50 contre elle-méme joue des parties du type : [c,c] [t,t] [tt] [c,t] [t.c] [c,t] [t.c]
e [tc] [c,d] [t.c]... Aprés une période de recherche de déphasage (qui s'étend ici sur
trois échanges), les deux exemplaires de Raison-50 qui se rencontrent jouent en
"opposition de phase", ce qui est le mieux possible et correspond a une parfaite
métacoopération.

(C) Le simple fait de hien jouer avec elle-méme conduit Raison-50 a battre Donnant-
donnant en tournois. Si la partie est assez longue, la période de recherche de déphasage
peut étre négligée et donc, en moyenne par coup, on a le tableau de résultats :

Donnant-donnant Raison-50 Total
Donnant-donnant 3 4 7
Raison-50 4 4 8

Ce tableau laisse prévoir ce qui se passe en compétition écologique (100 exemplaires
de chaque stratégie sont mis dans une méme arene, et chaque exemplaire rencontre
chaque autre ; le nombre de points gagnés dans ce combat généralisé détermine les
effectifs de la génération suivante ; on s'arrange pour que l'effectif total reste
constant). Au bout de 50 générations, plus aucun exemplaire de Donnant-donnant ne

subsiste.
200 /
p——
= H
|0k RAISON-50
25 DONNANT-DONNANT
= o
100
50
0 GENERATIONS
0 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(ce second candidat fait exprés de mener
une mauvaise campagne, voire renonce
a se présenter et apporte son soutien
au premier). La campagne ne fait pas fuir
d'électeurs du parti d'extréme-centre vers
les autres partis, et donc celui qui joue t
a plus de chances de se faire élire que
dans le cas [c,c] ou dans le cas [t,t]. On
évalue a 0 pour cent les chances de celui
qui joue c, et a 80 pour cent les chances
de celui qui joue t. Au total, on retrouve
donc les coefficients 3, 1, 8, 0 multipliés
par 10 pour cent. Bien sdr, une évalua-
tion dans un cas réel donnerait des valeurs
différentes, mais elles satisferaient sans
doute les inégalités qui caractérisent le
dilemme de l'ascenseur.

Dans un tel cas, il est clair que I'en-
tente pour céder le pas a tour de role (la
métacoopération) est le comportement
collectif le plus raisonnable. Bien sir, dans
la réalité, celui qui cede le pas en espé-
rant bénéficier plus tard du renvoi d'as-
censeur prend un grand risque
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changement de situation politique, appa-
rition de nouveaux candidats, refus de
l'autre. Dans le second exemple, I'exis-
tence de nombreuses rencontres est plus
vraisemblable.

La commission de spécialistes

Dans les commissions de recrutement
des universités ou des centres de
recherche, le type de marché suivant,
implicite ou explicite, est fréquent :
«Cette année, je ne défends pas trop
mon candidat et te laisse défendre le
tien ; I'année prochaine, tu m'aideras en
retour a faire passer un jeune pour
mon équipe.» Un coup [c,c] est une com-
mission ou chacun défend sans exces
son candidat. Un coup [t,t] est une com-
mission ou chacun se bat violemment
pour faire passer son candidat (avec le
risque que ce ne soit un troisieme can-
didat que la commission retienne). Un
coup [t,c] est une commission ou Il'un

s'efface devant l'autre pour assurer la
victoire du premier en espérant une
situation inversée I'année suivante.

Les enchéres dans
une salle des ventes

Deux collectionneurs se trouvent dans
une salle des ventes ou sont proposés
divers objets qu'ils convoitent : il vaut
mieux qu'ils s'entendent et cédent a
tour de role, plutdt que se disputer chaque
piéce en provoquant une montée, rui-
neuse et inutile, des enchéres. L'accord
est du type : «Je te laisse enchérir sur le
premier objet qui nous intéresse, sans
faire monter les encheéres : au second
objet, tu me laisseras seul», etc. Un coup
[c,c] estune enchere dans laquelle nous
essayons pacifiquement d'acquérir I'ob-
jet. Un coup [t,t] est une enchere ou, exci-
tés l'un par l'autre, nous faisons monter
déraisonnablement les enchéres. Un coup
[t,c] est une enchere ou l'un s'abstient
de monter pour que l'autre puisse acqué-
rir I'objet a un prix pas trop élevé.

L'acces a un bien insécable
périodiquement disponible

Ce cas généralise les précédents. Latac-
tique c consiste a tenter de se saisir
chacun du bien insécable en respectant
des régles de loyauté et d'agressivité
contrélée dans le combat. La tactique t
est de tenter de se saisir du bien sans
retenue, en trahissant les accords (impli-
cites ou explicites) qui fixent les moyens
normaux ou loyaux de combat.

Un coup [t,c] correspond alors au
cas ou l'un des combattants fait allé-
geance a l'autre, ce qui évite que le
combat ne dégénére. Dans le monde
animal, il est fréquent que des confron-
tations peu violentes aient lieu entre
animaux d'une méme espéce jusqu'a
ce que l'un des adversaires se soumette
et marque son allégeance par une pos-
ture convenue.

Un coup [c,c] correspond a un com-
bat peu violent qui dure, avec le risque
gue la femelle convoitée ne s'éloigne.

Un coup [t,t] correspond & un com-
bat violent risquant de conduire a des
blessures graves ou méme a la mort.

Dans le cas des combats animaux, la
situation ne conduit pas nécessaire-
ment & un état de métacoopération (trop
complexe et fragile), mais plus fréquem-
ment a la mise en place d'une hiérar-
chie qui fait que, dans les rencontres
suivantes, celui qui a gagné la premiere
fois par abandon de son adversaire
gagnera ensulite systématiquement. Nous
verrons plus loin que cette situation cor-
respond a l'adoption de stratégies ration-
nelles non équitables.
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Du rififi chez les phages

Récemment Martin Novak, de ['Institute
for Advanced Study a Princeton, et Karl
Sigmund,de I'Université de Vienne, a la
suite d'expériences menées par Paul
Turner et Lin Chao, de 'Université du Mary-
land, ont décrit le cas des virus @6 et gH2
qui infectent une bactérie et adoptent
I'un, une stratégie agressive ; l'autre, une
stratégie modérée. En mesurant la viru-
lence de chacun des phages (a l'aide
d'un marqueur génétique), ils ont calculé
les coefficients du jeu que les deux virus
jouent les uns contre les autres au sein
d'une bactérie infectée. Les coefficients
trouvés satisfont exactement la premiere
série d'inégalités indiquée plus haut, ce
qui signifie qu'on est en présence d'un
dilemme. Le fait constaté que le virus
modéré (coopérant) g6 est laforme la plus
répandue est conforme aux analyses tirées
des simulations informatiques menées
avec le dilemme du prisonnier. Bien que
la situation soit celle d'un dilemme de
I'ascenseur, les virus, trop simples, ne réus-
sissent pas a jouer une stratégie de
métacoopération quileur serait la plus pro-
fitable. Seule la coopération simple est
atteinte, qui entraine la multiplication des
phages @6. Il se peut que des analyses
plus fines montrent chez d'autres orga-
nismes élémentaires des cas de dilemme
de l'ascenseur conduisant & une méta-
coopération, mais ces mesures prouvent
déja que les inégalités décrivant la situa-
tion du dilemme de l'ascenseur se pro-
duisent naturellement, méme chez les
organismes les plus simples.

LA STRATEGIE
DONNANT-DONNANT

Revenons aux jeux abstraits. Les études
sur le dilemme du prisonnier ont montré
que la stratégie Donnant-donnant obtient
d'assez bons résultats face a une grande
variété d'adversaires. Cette stratégie
consiste a coopérer (c) au premier coup
d'une partie, puis a choisir, au coup
numéro n, ce que l'adversaire a joué au
numéro n-1. Cette stratégie incite I'ad-
versaire a coopérer tout en ne prenant
jamais vraiment de risque, car on
démontre que dans une partie, aussi
longue soit-elle, I'écart du total des points
de Donnant-donnant avec son adversaire
n'est jamais supérieur a cing points. Cette
fameuse stratégie joue-t-elle encore bien
au dilemme de l'ascenseur?

Elle s'en tire correctement. En effet,
face a une stratégie ou le partenaire
coopeére tout le temps (c), elle se conten-
tera de ce régime continu de coopéra-
tion simple ; face a une stratégie agressive
(jouant frequemment t), elle réagira en
jouant souvent t, ce qui devrait dissua-
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4, UNTOURNOI A 6 : LE DETERMINISME N'EST PAS EFFICACE

Voici une compétition écologique avec 6 stratégies.

1) Donnant-donnant (déja définie).

2) Donnant-donnant-50 : tant qu'aucun coup du passé n'a été de type [c,t] ou [t.c],
je choisis au hasard ¢ ou t, avec 50 pour cent de chances pour chacun ; ensuite, je
joue comme donnant-donnant.

3) Périodique-cct : je joue cycliquement ¢, ¢, t, ¢,C, t..

4) :Je joue au hasard c ou ten choisissant avec une piéce de monnaie (50
pour cent de chances pour ¢ et pour ).

5) Méchante : je joue toujours t.

6) Gentille : je joue toujours c.

Au bout de 100 générations, seule survit Donnant-donnant-50, qui occupe toute
l'arene. La stratégie Donnant-donnant-50, qui combine a la fois les qualités de
Donnant-donnant et la recherche efficace d'un déphasage, est 'une des meilleures
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der son adversaire de poursuivre, ou en
tout cas I'empécher de marquer beaucoup
de points. Enfin, face a une stratégie
tentant de mettre en place un régime d'al-
ternance [c.1] [t,c] [c.1] [t,c]..., elle accep-
tera, et chacune profitera des bénéfices
procurés par la métacoopération.
Pourtant plusieurs aspects du com-
portement de Donnant-donnant ne sont
pas satisfaisants. Face a elle-méme, Don-
nant-donnant ne réussit a mettre en place
un régime de coopération simple, moins
rémunérateur que le régime de méta-
coopération. En effet, quand une straté-
gie Donnant-donnant joue face a
elle-méme, la premiére rencontre est
[c,c],ce qui conduit & une nouvelle ren-
contre [c,c] au second coup, etc. De fagon
générale, rien dans le comportement de
Donnant-donnant n'incite son adversaire
aalterner les choix c etles choix t, et donc
le plus souvent Donnant-donnant ne réus-
sira qu'a obtenir une coopération simple.

Il faut étre plus subtil pour jouer au
dilemme du renvoi d'ascenseur qu'au
dilemme du prisonnier. Les deux niveaux
de coopérations envisageables et la néces-
sité d'une bonne coordination compliquent
le jeu. Il y a d'ailleurs presque un para-
doxe dans le fait que, pour atteindre le
niveau de la métacoopération, il faut que
I'un des joueurs commence par trahir :
ententant de créer une métacoopération,
onrisque donc d'effrayer un joueur inquiet,
qui craindra qu'on refuse toute coopéra-
tion. La stratégie Rancuniere (elle joue
toujours c, sauf si l'adversaire a joué t,
auquel cas elle se met a jouer t indéfini-
ment), qui réussit assez bien au dilemme
du prisonnier, n'‘accéde jamais au régime
de métacoopération. Jouer t peut signi-
fier, soit je refuse de coopérer, soit je tente
de mettre en place une métacoopéra-
tion. Toute stratégie qui ne veut pas se
contenter d'un régime de coopération
simple doit surmonter cette ambiguité.
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PARTIES OPTIMALES

Le défaut le plus ennuyeux de Donnant-
donnant est de mal jouer contre elle-
méme, et c'est réellement un défaut grave.
Cela transparait nettement lorsqu'on
utilise, pour comparer les stratégies, ce
que I'on appelle les compétitions écolo-
giques : ce sont des compétitions ou les
stratégies que I'on veut évaluer sont mises
dans une aréne artificielle ; ensuite, en
fonction de leur réussite lors des ren-
contres qu'elles font deux a deux, leurs
effectifs augmentent ou diminuent. Au
bout de quelques générations, les mau-
vaises stratégies ont disparu, etles bonnes
occupent tout le terrain. Bien réussir
lors d'une telle compétition écologique,
c'est envahir I'aréne, ce qui signifie
gu'on rencontrera souvent des stratégies
sceurs (jouant selon les mémes regles).
Bien réussir nécessite donc de bien jouer
face a soi-méme, et cela Donnant-don-
nant ne sait pas le faire.

Les simulations informatiques (voir
les figures 3 et 4) confirment cette fai-
blesse de Donnant-donnant et, mieux
encore, un résultat mathématique prouve
gue Donnant-donnant n'est pas bonne et
ne peut pas I'étre. Pour I'énoncer, nous
introduirons certaines notions utiles a la
bonne compréhension des dilemmes.

Dénommons partie optimale une par-
tie infinie opposant deux stratégies et telle
que la limite de la somme des gains
moyens ne puisse pas étre améliorée.
Une partie [c,c] [c,c] [c,c] [c,c]... n'est
pas optimale, car la limite de la somme
des gains moyens est 6. En revanche,
une partie [c,t] [c,t] [c,t] [c,1]... est optimale,
car la limite de la somme des gains
moyens est 8. La partie infinie [c,t] [c,t]
[c.1] [c.t]... n'est toutefois pas équitable,
car c'est toujours le premier joueur qui se
sacrifie pour que le second marque des
points (ce type de parties est le jeu que
pratiquent les espéces, ou une hiérarchie
s'installe entre individus). On introduit
donc la notion de partie optimale équi-
table en imposant que le score obtenu
soit partagé a parts égales entre les deux
joueurs. Les parties selon le schéma de
métacoopération [c,t] [t,c] [c,{] [t,c] [c,1]...
sont optimales équitables. Au dilemme
de l'ascenseur, il existe toutes sortes de
parties optimales équitables : toutes celles
obtenues en répétant périodiquement un
schéma quelconque composé du méme
nombre de [c,t] que de [t,c], et nous en
avons déja cité plusieurs.

Maintenant voici la définition qui va
nous intéresser : on dénomme stratégie
rationnelle une stratégie qui, lorsqu'elle
joue contre elle-méme, joue toujours des
parties optimales. De méme, bien sdr, on
dénomme stratégie rationnelle équitable
une stratégie qui, lorsqu'elle joue contre
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elle-méme, joue toujours des parties opti-
males équitables. La question est : existe-
t-il des stratégies rationnelles et des
stratégies rationnelles équitables?

Au dilemme du prisonnier, toute stra-
tégie qui ne prend jamais l'initiative de
trahir (t), et donc en particulier Donnant-
donnant, est rationnelle équitable (car
contre elle-méme elle joue la partie opti-
male équitable [c,c] [c,c] ....). Audilemme
du prisonnier, toute stratégie rationnelle
estd'ailleurs automatiquement équitable.

LE HASARD
EST INDISPENSABLE

Le dilemme du renvoi d'ascenseur est
plus intéressant, car Donnant-donnant
n'y est plus rationnelle. Ce résultat remar-
quable prouve la complexité intrinseque
du dilemme de I'ascenseur : pour qu'une
stratégie soit rationnelle, il faut qu'elle soit
non déterministe (c'est-a-dire qu'elle fasse
intervenir le hasard dans ses méthodes
de choix de coups).

La démonstration exploite I'idée qu'une
stratégie déterministe, quand elle joue
contre elle-méme, ne joue que des coups
[c,c]ou[t,t], lesquels, au dilemme de I'as-
censeur, sont moins bons que les coups
[c,t] et [t,c]. Examinons des exemples
de stratégies rationnelles au dilemme
de l'ascenseur.

Raison-naive-50 : tant qu'aucun coup
du passé n'a été de type [c,t] ou [t,c], je
choisis au hasard c ou t, avec 50 pour
cent de chances pour chacun ; ensuite,
je joue toujours la méme chose. La stra-
tégie Raison-naive-50 contre elle-méme
jouera, par exemple, la partie : [c,c] [t,t]
[t [c.c]l [etl [e.t] [ct] [ct]...

Aprés une période de recherche de
déphasage (qui s'étend sur quatre
échanges), les comportements ont été
définitivement fixés (ce qui est évidem-
ment désavantageux pour la premiére,
qui se fait exploiter de fagcon éhontée par
la seconde). Quand une Raison-naive-50
en rencontre une autre, celle qui perd
en premier perd jusqu'a lafin. Sitous les
individus d'une espéce animale adop-
tent une telle stratégie, alors, automati-
guement, se mettra en place une
hiérarchie stable, ce qui est collective-
ment intéressant et meilleur méme que
la coopération simple... méme si c'est
trés injuste.

Raison-naive-50 est rationnelle, mais
n'est pas équitable. Existe-t-il des stra-
tégies a la fois raisonnables et équitables?
Oui, en voici l'exemple le plus simple, que
vous avez sans doute deviné.

Raison-50 : tant qu'aucun coup du
passé n'a été de type [c,t] ou [t,c], je
choisis a pile ou face c ou t ; ensuite, je
joue toujours l'inverse de mon coup pré-
cédent. Raison-50 contre elle-méme

jouera des parties du type : [c,c] [tt] [t.,{]
[c.t] [t,c] [c.t] [t,c] [c.A] [t.c] [e.4] [t.cl...

Apres une période de recherche de
déphasage (qui dure ici trois échanges),
les comportements sont fixés, mais sans
qu'aucun des deux joueurs soit privilé-
gié, car les deux stratégies Raison-50
alternent leur choix en opposition de phase
menant une parfaite métacoopération.

De telles stratégies jouent bien contre
elles-mémes, mais ne jouent pas néces-
sairement bien contre d'autres qui peu-
vent exploiter leur comportement trop
simple et prévisible. Voici un exemple
de stratégie qui méle l'idée de Donnant-
donnant et l'idée de la recherche d'un
déphasage.

Donnant-donnant-50 : tant qu'aucun
coup du passé n'a été de type [c,t] ou
[t,c], je choisis a pile ou face (50 pour
cent) cout; ensuite japplique Donnant-
donnant.

A la place de 50 pour cent, on peut
bien sdr utiliser n'importe quelle autre pro-
babilité. C'est ce que nous appellerons les
stratégies Donnant-donnant-X (ou X est
la probabilité de jouer ¢ dans la période
de recherche de déphasage). La longueur
moyenne de la recherche du déphasage
est bien sir la plus courte pour X égal a
50, mais, en choisissant cette valeur, on
joue souvent des rencontres [t,t] qui sont
codteuses. Le calcul montre qu'il vaut
mieux allonger la période de recherche
d'un déphasage pour qu'il soit moins coQ-
teux. Le co(t moyen d'une recherche de
déphasage est minimum pour la proba-
bilité X égal a 56,69640 pour cent, nombre
gu'on obtient en étudiant la fonction «codt
du déphasage» et enrecherchantla valeur
pour laquelle cette fonction atteint son
minimum.

Au jeu du dilemme du renvoi d'ascen-
seur, non seulement pour marquer des
points il faut étre non déterministe, mais de
plus il faut savoir résoudre des problémes
de minimisation. Décidément, prendre I'as-
censeur est devenu bien compliqué!

J.-P. DELAHAYE, P. MATHIEU et B. BEAU-
FILS,The Iterated Lift Dilemma, in Com-
putational Conflicts (R. Dieng et J. Muller
ed.), Springer-Verlag, Berlin, 2000.

M. NOWAK et K. SIGMUND, Phage-lift for
Game Theory, in Nature, pp. 367-368,
avril 1999.

P. TURNER et L. CHAO, Prisonner's Dilemma
iNRNAVvirus, in Nature, pp. 441-443, avril
1999.

Sur le dilemme itéré du prisonnier et la
théorie des jeux, on consultera le dos-
sier Pour la Science : Les mathématiques
sociales, juillet 1999.

On trouvera a I'URL www.lifl.fr/IPD/

des logiciels et des articles sur les pro-
blemes de dilemme.
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Bruno Vacaro

ans son De Caelo («Du ciel»), Aris-
tote discute le nombre de dimen-
sions de I'espace et propose un
argument inspiré des pythagori-
ciens : ces derniers voyaient dans le
nombre trois, le nombre du Tout, car il
représentait le commencement, le milieu
et la fin. Dans le Dialogue sur les deux
grands systemes du Monde, publié en
1632, Galilée apporte un argument géo-
métrique affirmant qu’il n’y a pas plus de
trois dimensions, car par un point ne peu-
vent concourir plus de trois droites per-
pendiculaires deux a deux.

La ligne de pensée que je vais suivre
est inspirée du philosophe Emmanuel
Kant pour lequel la tridimensionnalité de
I'espace résultait de la loi de gravitation
universelle d’lsaac Newton selon laquelle
les corps s'attirent en raison inverse du
carré de leur distance. Avec Kant, pour
la premiere fois, le probleme de la tridi-
mensionnalité de I'espace est envisagé
non pas du point de vue métaphysique
ou géométrique, mais par une considé-
ration physique qui interprete la forme
d’une loi d'interaction.

Une affaire

de dimensions

ROLAND LEHOUCQ

Existe-t-il des principes physiques permettant
de déduire les dimensions de notre monde?

La proposition de Kant peut étre géné-
ralisée pour un espace a plus de trois
dimensions. Dans un espace a N dimen-
sions, la gravitation est une loi qui varie
comme la distance a la puissance un
moins la dimension de I'espace (loi en
rI=N). Ainsi, la loi de gravitation de New-
ton est une conséquence directe de la tri-
dimensionnalité de notre espace. Dans
un espace a quatre dimensions, la force
de gravitation serait proportionnelle au
cube de la distance.

En 1917, le physicien allemand Paul
Ehrenfest publie un article fondamen-
tal dans lequel il s’'intéresse aux effets
sur le mouvement des masses d'une
loi d'interaction dans un espace a plu-
sieurs dimensions. Il montre que le
probléme de deux corps en interaction
gravitationnelle généralisée a N dimen-
sions ne posséde de solutions stables
et bornées a la seule condition que la
dimension de I'espace soit égale a deux
ou trois. De surcroit, si I'on veut expri-
mer que l'interaction est évanescente a
I'infini et que I'on impose une énergie
potentielle d'interaction nulle lorsque la

la. Dans un monde a quatre dimensions, la force de gravité est telle que les objets qui s’ap-
prochent a différentes distances d’un astre ont deux options : s’écraser dessus (ceux qui par-
tent de la zone ombrée) ou s’échapper a I'infini. Dans ce monde, les orbites stables n’existent
pas. 1b. Dans notre monde tridimensionnel, les objets qui s’approchent d’un astre peuvent
chuter dessus, mais il peuvent aussi s’échapper a I'infini ou rester en orbite autour de I'astre.
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distance entre les corps tend vers l'in-
fini, seul le cas tridimensionnel donne
des orbites stables.

L'absence de solutions stables dans
un espace a quatre dimensions peut
étre représentée sur une feuille de papier :
c'estune projection bidimensionnelle, mais
les quantités physiques, comme les dis-
tances, résultent des calculs faits en dimen-
sion quatre. Un ensemble de particules
tombent sur une masse ponctuelle. Ces
particules ont toutes la méme masse et
la méme vitesse initiale, mais leur posi-
tion initiale difféere. Celles qui sont situées
hors de la région ombrée s'échappent a
I'infini, tandis que les autres tombent en
spirale sur le corps central (voir la figure 1a).
Cette situation est nettement différente du
cas d'un espace a trois dimensions ou
nous aurions des orbites ouvertes allant
a l'infini (parabole et hyperbole) ou des
orbites elliptiques fermées et stables (voir
lafigure 1b). Sil'on considére que le déve-
loppement de la vie a nécessité des mil-
lions d'années, il est heureux que notre
monde ait trois dimensions.

La dimensionnalité de I'espace touche
aussile monde des atomes. Dans I'espace
a trois dimensions, la force entre deux
charges est en fonction inverse du carré
deladistance entre les charges. La matiere
qui nous entoure est indubitablement
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