BENEFICIAIRE POSSIBLE D'UNE PIECE D'OR

La stratégie de P4 est similaire :
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P5 doit raisonner de la méme fagon,  OU!
mais il doit circonvenir deux de sescom- 2. Dans de plus grands groupes, les pirates les plus féroces doivent acheter 100 de leurs
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pagnons. Le pot-de-vin minimal qu'’il peut
donner est deux piéces d'or. Il doit pro-
poser 98 piéces pour lui, aucune pour P4
et P2, une pour P3 et P1.

L'analyse continue ainsi, chaque pro-
position visant a assurer a son auteur
un vote favorable et un gain maximal.
Finalement, P10 propose 96 pieces pour
lui, une pour P8, P6, P4 et P2, aucune
pour les pirates de chiffres impairs. Cette
répartition résout le probleme a dix
pirates.

Omohundro a étudié le probléme

» avec un nombre de pirates supérieur
et, notamment, il propose d’examiner le
cas de 500 pirates qui se partagent
100 pieces d'or.

Le raisonnement précédent reste
valable jusqu’a ce que le nombre de pirates
soit égal @ 200 : P200 n'offre rien aux pirates
de nombre impair et il donne une piece a
chaque pirate de nombre pair, lui inclus.
Puis la poursuite du raisonnement semble
impossible, car P201 n’a plus de pots-
de-vin & donner. Comme il a intérét a ne
pas étre jeté par-dessus bord, il peut pro-
poser de ne rien garder pour lui et de
donner une piéce d'or a chaque pirate de
nombre impair entre P1 et P199.

P202 non plus ne peut rien garder : il
doit utiliser les 100 piéces d’or pour
acheter 100 pirates, parmi ceux qui n'ob-
tiendraient rien de la proposition de P201.
Comme 101 pirates sont dans cette situa-
tion, la proposition de P202 n’est plus
déterminée de fagon unique : il a le choix
entre 101 fagons de distribuer les pots-
de-vin. Lafigure 2 montre les 101 pirates
qui pourraient retirer quelque chose de
la proposition de P202 et les 101 autres
qui seraient certains de ne rien recevorr.

P203 doit obtenir 102 votes favorables,
le sieninclus, et n'a pas assez de pieces
pour acheter 101 compagnons : il passe
par-dessus bord, quelle que soit sa pro-
position. Pourtant, P203 joue un réle
important, car P204 sait que P203 vou-
dra éviter de proposer une division du
butin ; il peut donc compter sur la voix
de P203, quelle que soit sa proposition.
Ainsi, P204 est sauvé : avec sa propre
voix, celle de P203, plus 100 voix ache-
tées, il obtient 102 votes favorables, soit
les 50 pour cent requis. Les bénéficiaires
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compagnons avec une piéce d’or chacun.

des pots-de-vin sont parmiles 100 pirates
qui n’obtiendraient rien de la proposition
de P202.

Le pirate P205 ne peut compter sur
les voix de P203 ou P204 : s'ils votent
contre lui, ils auront le plaisir de le jeter
par-dessus bord et pourront encore se
sauver eux-mémes. P205 est donc jeté
a la mer quoi qu'il propose ; P206 subit
le méme sort, car méme la voix de P205
ne lui suffit pas. Quant a P207, il a
besoin de 104 voix : la sienne, 100 ache-
tées et trois autres. N'ayant que celles de
P205 et P206, il passe aussi a la planche.

P208 a plus de chance : il a aussi
besoin de 104 voix, mais P205, P206 et
P207 votent pour lui! Avec sa propre voix
et les 100 achetées, il est sauvé. Recoi-
vent des pieces d’'or 100 pirates parmi
ceux qui n'auraient rien obtenu de la
proposition de P204 : les pirates de
nombres pairs entre P2 et P200, ainsi que
P201, P203 et P204.

A insi apparait un nouveau type de rai-
sonnement qui reste valide indéfini-
ment. Les pirates pouvant faire des
propositions gagnantes (en ne gardant
rien et en achetant 100 compagnons) sont
séparés par des séquences toujours plus
longues de pirates jetés par-dessus bord
a coup s(r, dont les voix vont a toute

proposition d’'un pirate plus féroce qu'eux.
Les pirates qui peuvent faire des propo-
sitions gagnantes sont P201, P202, P204,
P208, P216, P232, P264, P328 et P456. ..
On observe qu’ils ont pour numéro un
nombre égal a 200 plus une puissance
de deux.

Quels pirates sont-ils les heureux
bénéficiaires des pots-de-vin? Nous avons
vu que la solution n’est pas unique,
mais P201 peut les offrir aux pirates de
numeéro impair entre P1 et P199, P202
aux pirates de numéro pair entre P2 et
P200, P204 aux pirates de numéro impair,
P208 aux pirates de numéro pair, et
ainsi de suite.

Résolvons finalement le probléme
a 500 pirates : les 44 premiers sont jetés
par-dessus bord, puis P456 offre une
piece d’or a chaque pirate de nombre
impair entre P1 et P199. Grace a leur
systeme démocratique, les pirates ont
arrangé leurs affaires de sorte que les
plus féroces passent par-dessus bord,
ou s’estiment heureux d’échapper a la
mort au prix d’'une part nulle du butin.
Seuls les 200 pirates les plus doux ont
une chance d’obtenir quelque chose,
la moitié seulement de ceux-ci rece-
vant une piéce d'or : «Heureux les débon-
naires, car ils hériteront la terre!»
(Matthieu, 5, 5.)

Réactions

n réponse a mon article Dissections et métamorphoses (Pour la Science, janvier

1998), Gil Lamb m’a envoyé d’Andorre la dissection d’un pentagone (ci-
dessous) qui fournit une ingénieuse preuve de la relation pythagoricienne 32+ 42 =52,
Les nombres représentent les longueurs des cotés des pentagones ; leurs carrés
sont proportionnels aux aires des figures.
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omment Transformer les sons en
images? Larecherche d'une telle
opération est utile : un coup d'ceil
suffirait pour savoir si une émis-
sion sonore est intentionnelle ou aléa-

toire. Gordon Monro, a I'Université de
Sydney, et Jeff Pressing, a I'Institut de
psychologie de Melbourne, explorent ce
type de visualisations.

IIs ont notamment utilisé les données
fournies par les systémes d’enregistre-
ment de disques compacts : environ
44 000 fois par seconde, la tension élec-
trique formée a partir du son, dans le
microphone, est mémorisée ; on trans-
forme ainsi un signal continu en une suite
de valeurs, qui sont stockées sous forme
codée sur les disques compacts.

Désignons ces valeurs pars,, s,, S
et portons dans un plan munid’'un repére
les points (Sl s+1) Normalement, on uti-
lise les reperes cartésiens pour repré-
senter les fonctions : aux variables x de
I'axe des abscisses, les fonctions asso-
cientdes valeursy repérées sur I'axe des
ordonnées. Dans I'étude du son, on ne
cherche pas si une fonction f associe
chaque valeur a la précédente (sJJr1 = f(s ),
mais on construit un graphe en portant
des points d'abscisse s etd’'ordonnée s |
dans un plan comme si une telle fonc-
tion existait. Ce mode de représentation

La musique en images

CHRISTOPH POPPE

Comment former des images a partir des sons.

fait ainsi apparaitre d’éventuelles rela-
tions (des «corrélations») entre une valeur
et celle qui la précede immédiatement,
autrement dit entre la suite des valeurs
et une version d’elle-méme décalée dans
le temps, d’'ou le nom de «diagramme
d’autocorrélation» pour I'image que for-
ment les innombrables points qui décri-
vent un signal sonore.

Quelle image obtient-on par ce pro-
cédé? Sans précautions particulieres,
I'image semble insignifiante, car, avec une
fréquence d’échantillonnage de 44 000
par seconde, deux valeurs successives
sont si proches que rien n'apparait : les
valeurs s ets,,,; sont quasi identiques, et
la représentation graphique correspon-
dante est tres proche de la droite x =y,
la bissectrice du premier quadrant.

L'image devient plus intéressante
guand on utilise un écart supérieur entre
les valeurs représentées, tout en conser-
vant tous les points de I'échantillon-
nage : on porte par exemple les points
(s s+10) au lieu des points (s s+1)
D’ allleurs au lieu de 10, on peut ch0|S|r
n'importe quel écart de temps k afin
d’obtenir une image aussi instructive
que possible. Avec un pas k égal a 10 et
un son de fréquence égale a 1 000 hertz
(ce qui correspond a une note aigué de
soprano), les deux valeurs a représenter

mages d’autocorrélation obte-

nues pour des superpositions
d’oscillations sinusoidales pures.
A gauche, les images sont celles
que I’on obtient pour une note
sinusoidale pure a laquelle on a
ajouté la note aI’octave supérieure,
deux fois moins intense ; les deux
courbes ne different que par le
déphasage des deux notes. A
droite, I'image est celle d’une note
sinusoidale avec plusieurs har-
moniques (le nombre mindique le
rapport entre les fréquences de
I’oscillation harmonique et de I'os-
cillation de base). Les écarts de
temps (a indique I’écart en frac-
tion de période) sont choisis de
facon a obtenir une image la plus
symétrique possible.

Illustrations : Spektrum der Wissenschaft

1. Image d’un accord de trois sons purs :
do, sol et mi.

sont espacées d’'un quart de période envi-
ron, ce qui est optimal.

Pour une oscillation sinusoidale,
I'image ainsi obtenue est une ellipse
(lorsque I'écart de temps est exacte-
ment d’un quart de période, c’est méme
un cercle. D'autre part, tout signal pério-
dique peut étre décrit comme une somme
de sinusoides de fréquences multiples
de la fréquence minimale, dite fonda-
mentale. Lorsque la premiére oscillation
harmonique (une octave au-dessus du
son fondamental, c’est-a-dire & une fré-
guence double de celle du fondamental)
s’ajoute au fondamental avec une inten-
sité inférieure, I'ellipse se déforme jus-
gu'a former des nceuds (voir I'encadré
ci-contre). Sur I'image, un déphasage
entre les deux oscillations apparait alors
gu’ilestinaudible. Des harmoniques supé-
rieurs engendrent de remarquables motifs
en forme de fleurs, lorsque I'on choisit
un écart de temps approprié, et un accord
a trois notes donne une courbe compli-
quée (voir la figure 1). Un son de flate
aigu et trés fort donne un champ gris avec
une structure a peine reconnaissable (voir
la figure 3).

Dans quelles conditions les points for-
ment-ils des courbes reconnaissables?
Supposons qu’existe réellement une fonc-
tion f qui corresponde a la relation

= f(s) Si seule la premiére valeur s,
dJe la sulte est fixée, toutes les autres
valeurs seraient déterminées par la fonc-
tionf:s,=1(s,), s;=1(s,), s, = f(s;), etc.
La fonction f est ce que 'on nomme une
fonction d'itération, et le systeme dyna-
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2. Images d’autocorrélation tridimensionnelle d’une note grave de flite (a gauche) et d’un court morceau de trompette (a droite). La troi-
siéme dimension est représentée par la couleur.

migue auquel elle est associée est dis-
continu, car le temps s’écoule par pas
successifs, comme s'il était compté par
une montre dont les aiguilles avancent
par crans. Quand on porte les couples de
valeurs (s s+1) d’'un tel systéeme dyna-
mique dans un systeme de coordonnées,
on obtient une courbe ayant une forme
bien définie. Quand on choisit un écart
entre les indices, lors de la représenta-
tions des points, on obtient encore une
courbe, généralement un peu plus com-
pliguée : les points (s S 1) appartiennent
a la courbe de la fonctlon g, qui est la
répétition k fois de la fonction f.

Si un son engendre une courbe, une
courbe peut-elle engendrer un son? En
principe non, parce que les sons sont conti-
nus, et non discrets. Toutefois les images
d’autocorrélation confirment que des suites
numeériques, telle celle des valeurs d’'un
son sinusoidal, se comportent comme si
elles étaient issues d’'une simple fonc-
tion d'itération ; elles aident également a
distinguer le hasard pur du chaos déter-
ministe. Dans le premier cas, on obtient
un champ gris plus ou moins sans struc-
ture ; dans le second, on obtient la courbe
associée a une fonction d'itération ou
guelque chose d’'un peu plus compliqué.

La situation ou chaque valeur ne
dépend que de celle quila précede immé-
diatement est le cas le plus simple d’'un
systeme dynamique discret. Dans d'autres
cas, la valeur de la fonction dépend des
deux derniéres valeurs, et l'itération prend
la forme s;,; = f(s;, s, ;). Plus générale-
ment, chaque valeur peut dépendre des
trois, quatre, cing... derniéres valeurs.
Ondit alors que le systéme est de dimen-
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3. Image d’une note de flite trés forte avec
un écart de temps d’environ un quart de
période du son fondamental.

sion 2, 3, 4, 5, etc. La dimension désigne
ici, comme dans le langage mathéma-
tigue courant, le nombre de nombres
nécessaires pour décrire intégralement
I'état du systéme considéré. Pour un sys-
téme bidimensionnel, la définition com-
pléete du systeme impose en outre de
disposer la donnée des deux premieres
valeurs initiales.

ENTRE HASARD ET CHAOS

Pour des fonctions d'itération de dimen-
sions élevées, la représentation des fonc-
tions d'itération est plus difficile qu’a une
dimension : une fonction a deux variables
nécessite déja, pour sa représentation
graphique, trois coordonnées (et se pré-
sente alors comme un paysage val-
lonné au-dessus d'une surface plane).
Pour ne négliger aucune des trois coor-

données, on doit porter les points (s 41

Si42) OU (S}, Sy Sjagy) dans une repre-
sentatlon trldlmensmnnelle Les deux
dimensions d’'une feuille de papier étant
un peu justes, G. Monro et J. Pressing
représentent la troisieme dimension par
des couleurs (voir la figure 2).

lls obtiennent ainsi un résultat sur-
prenant. Méme en négligeant la couleur
(correspondant a la troisieme dimension),
'image n’est pas une surface entiére :
elle est réduite a une courbe un peu floue
ou a un ensemble de courbes séparées
par des espaces : la dimension de cet
objet semble étre supérieure a un, mais
inférieure a deux.

Cette premiére impression s'exprime
mathématiquement par un concept de
dimension généralisée. A I'Université de
Groningen, Floris Takens a montré que
ce type d’analyse est applicable a des sys-
témes dynamiques de toutes sortes. Méme
guand on ignore combien il faut de
variables pour décrire entiérement I'état
d’'un systéme, on peut déterminer, par le
calcul, ladimension d’un processus quand
elle est finie (le chaos est autorisé, mais
pas le hasard pur) ; on obtient un nombre
qui n'est généralement pas entier et que
I'on nomme la «dimension fractale».

Ainsi, en théorie du chaos, les théo-
remes abstraits sont complexes, mais les
phénoménes fondamentaux deviennent
visibles des que I'on représente une série
de mesures d’'une fagon habile.

Christoph POPPE est mathématicien et
journaliste a la revue Spektrum der Wis-
senschaft.




Dessins de Bruno Vacaro

urant les vacances d'été, la sécu-

rité routiére incite les conducteurs

ala prudence et leur prodigue ses

habituels conseils de conduite.
Parmi ceux-ci, nous en retiendrons trois :
rouler en douceur en ayant correctement
équilibré le chargement de son véhi-
cule et en tenant compte de I'état de la
route. Ces excellents conseils sont com-
pris avec la loupe du physicien.

A l'arrét, la résultante des forces qui
s’appliquent a une voiture est nulle, car
celle-ci est en équilibre. Ces forces sont
le poids, dirigé vers le sol et appliqué au
centre de gravité du véhicule, et la réac-
tion de la route, dirigée vers le haut et
appliquée aux points de contacts entre
les pneus et le sol. Lorsque le poids est
uniformément réparti, la réaction subie
par le train avant, égale a celle qui est
subie par le train arriére, est la moitié du
poids total du véhicule. Les voitures de
tourisme ne sont pas équilibrées de
maniere symétrique : la position du moteur
fait que le train avant supporte 60 pour
cent de la masse du véhicule. Cette
asymeétrie influence la tenue de route du
véhicule en mouvement.

Démarrons. La réaction de la route
sur les roues va t-elle rester verticale?
Non, car les roues en rotation exercent
une force horizontale sur la route qui, en
vertu du principe de l'action et de la
réaction, doit se traduire par une réaction
horizontale du sol sur les roues. Cette
réaction horizontale est bien sir dirigée
vers I'avant quand la voiture avance. La

Promenade

en voiture

ROLAND LEHOUCQ

La physique aide a devenir un meilleur conducteur :
nous comprenons mieux les conseils de la sécurité
routiere, ce qui nous incite a les appliquer.

réaction horizontale est toujours inférieure
au produit de la réaction verticale, qui
compense le poids du véhicule, par un
coefficient d'adhérence, qui quantifie la
qualité du contact entre les roues et le
sol. Si I'égalité est vérifiée, le véhicule
glisse sur la route. Autrement dit, pour
éviter le glissement, la direction de la réac-
tion totale doit rester & I'intérieur d'un céne
d’adhérence (voir la figure ci-contre).
Pour estimer ce coefficient d’adhé-
rence, poussons une voiture dont les
roues sont bloquées. Tant que la pous-
sée est insuffisante, il ne se passe rien ;
puis, au-dela d'un seuil de poussée, la
voiture commence a glisser. Ce glisse-
ment s’amorce dés que les forces de
contact horizontales entre les pneus et
le sol ne compensent plus la poussée.
Le quotient entre la force nécessaire a
I'amorcage du glissement et le poids de
la voiture est le coefficient d’adhérence
des pneus sur le sol. Sur sol sec, il vaut
environ 0,9 pour des pneus courants et
dépend de nombreux paramétres comme
la composition et 'usure du pneu, la qua-
lité du sol, la température, I'état des
suspensions ou la pression de gonflage.
Ainsi, il faut exercer une poussée hori-
zontale supérieure a 810 kilogrammes
pour faire glisser sur un sol sec une voi-
ture de 900 kilogrammes (que nous pren-
drons comme référence dans la suite).
Sur un revétement treés glissant, comme
la glace, le coefficient d’adhérence est
inférieur et la force minimale & exercer
est plus faible, presque nulle. Quand on

REACTION

REACTION
HORIZONTALE

pousse une voiture libre de rouler (freins
desserrés et désembrayée), la pous-
sée nécessaire pour la mouvoir est plus
faible, car il n'est plus nécessaire d’at-
teindre un seuil de glissement.

DEMARRAGE EN DOUCEUR

Le conducteur engage la premiére vitesse
et, en embrayant, transmet la rotation du
moteur aux roues. Comme celles-ci ne
tournent pas a la méme fréquence que
le moteur, laquelle est de quelques mil-
liers de tours par minute en vitesse de
croisiere, on interpose entre I'arbre moteur
etl'axe des roues un systeme de pignons
réducteurs (boite de vitesse, dispositif
de transmission, etc.). En premiére, la
réduction totale varie entre 0,06 et 0,08
pour une voiture courante. Ainsi, les roues
effectuent de 60 a 80 tours par minute
guand le régime du moteur est de 1 000
tours par minute. Pour des roues de 60
centimetres de diameétre, cela représente
une vitesse, en premiére, comprise entre
6,8 et 9 kilométres par heure.

La puissance fournie par le moteur
est essentiellement utilisée pour pro-
pulser le véhicule, mais une fraction
est dissipée par les frottements méca-
niques et aérodynamiques. Le moteur
exerce un couple de rotation propor-
tionnel au quotient de la puissance four-
nie et du régime du moteur (sa
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