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n cirque. Une fanfare. Des balles
posées sur la scene. Le jongleur
entre. Il ramasse les balles,
accomplit une figure, laisse a
peine au spectateur la possibilité de la
suivre, passe rapidement a d’autres
figures et montre en quelques minutes
sa virtuosité éblouissante en utilisant, au
fur et a mesure, 3, 4, 5, 6, 7(!) balles!
Son numéro est splendide, ses mou-
vements précis, il joue sur la musique, il

3 1 a
MAIN MAIN MAIN
GALICHE DROITE GALICHE

Jonglerie et théorie
des automates
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Les mathématiciens découvrent
de nouvelles figures de jonglerie.

change de mouvement tout le temps, les
balles ont I'air de voler dans I'air!

Fin du numéro. Tonnerre d’applau-
dissements!

MODELISATION
DU JONGLAGE

Pour que le numéro du jongleur soit
agréable & suivre, il faut gu'il soit varié.
Aussi le jongleur présente-t-il une grande
diversité de mouvements et quelques lan-
cers spectaculaires. A cette fin, le jon-
gleur dispose d’'une panoplie de
mouvements qui vont des lancers mains
croisées aux lancers dans le dos, en pas-
sant par les «pattes de chat» ; il peut uti-
liser des massues ou méme, comble du
spectaculaire, des torches enflammées!

Hormis ces lancers particuliers, qui
participent grandement a la variété du
numeéro, mais qui ne dépendent que de
'imagination du jongleur et de celle de
son metteur en scéne, le seul autre cri-

tére surlequel le jongleur peut jouer pour
créer la variété est celle des figures elles-
mémes. Les figures de jonglerie a trois
balles sont assez nombreuses, mais la
diversité vient surtout du fait que I'on peut
les combiner a l'infini en passant d'une
figure a l'autre par des transitions diffé-
rentes. C’'est pour les énumérer, puis
les recenser, que les mathématiciens ont
€élaboré une modélisation de la jonglerie.

En effet, on obtiendra ainsi, et c’est
I'une des conséquences positives de la
modélisation, un catalogue complet
des figures de jonglerie, ainsi que des
transitions entre figures, permettant a
chacun de découvrir des figures qu'il
n’'avait pas encore imaginées. C'est
d’ailleurs ce qui s’est produit le jour ou
la modélisation de la jonglerie est née :
les jongleurs (et mathématiciens) qui
avaient construit cette modélisation ont
découvert de nombreuses figures et de
nombreuses transitions que nul n'avait
imaginées auparavant.

1. LA MODELISATION D'UNE FISURE DE JONGLERIE: 313131...
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SIMPLIFICATION
ET MODELISATION

La jonglerie réelle est complexe et devrait
prendre en compte de nombreux para-
meétres physiques, tels que la force du
vent ou la morphologie du jongleur, para-
metres qui n'ont aucune inférence sur
les figures (ou motifs) de jonglerie elles-
mémes. Pour se concentrer sur ces
figures, on oublie le jongleur lui-méme
pour ne plus voir que ses mains ; on oublie
gue les balles restent quelques fractions
de seconde dans ses mains ; on estime
que le jongleur est parfait, c’est-a-dire
gu'illance toutes les balles en suivant un
rythme régulier (un rythme méme métro-
nomique) ; on oublie enfin qu’il peut
croiser les mains ou les décroiser : pour
nous, ses mains ne bougent jamais, ce
sont les balles qui tombent dans ses
mains. Enoncé autrement, on ne tient
pas compte de la trajectoire réelle des
balles ni de la position du jongleur, on
assimile simplement sa jonglerie a une
suite d’instants ou des balles retombent
(et sontimmédiatement relancées) dans
ses mains. Enfin, pour des raisons de fai-
sabilité, on suppose que deux balles ne
retombent jamais en méme temps
(encore que cela soit possible de jon-
gler ainsi et qu'il existe un modele ren-
dant compte de ce phénomene baptisé
multiplexe).

En résumé, seuls les temps ou les
balles sont lancées et rattrapées nous
intéressent.

Le nombre O correspond a une
absence de lancer, c’est-a-dire au cas ou
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2. REPRESENTATION DE LA FIGURE DE JONGLERIE : 515151..
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I'on n'aaucune balle en main. Le nombre 1
correspond a un lancer tendu entre les
deux mains. Le nombre 2 correspond a
un lancer trés court d’'une main sur elle-
méme, ce qui, dans la réalité, équivaut
aconserver une balle en main eta ne pas
la lancer. Le nombre 3 correspond a un
lancer d'une main sur I'autre en arc de
cercle. Le nombre 4 correspond a un lan-
cer d’une main sur elle-méme a une hau-
teur raisonnable. Et ainsi de suite.

Ces simplifications faites, nous voyons
des balles partir d’'une main pour aller vers
I'autre, en restant un certain temps en
I'air, temps variable selon la figure. Trans-
formons cette suite d'images en une suite
de nombres entiers. Le jongleur ressemble
aun automate qui bouge ses mains alter-
nativement. A chaque «top» pair (par
exemple), la main gauche agit, a chaque
top impair, la main droite agit. Si la main
estvide au moment d’agir, elle ne faitrien
(on note cette action par 0) ; sinon, elle
lance la balle dont elle dispose (on note
cette action par le nombre de temps que
la balle reste en I'air).

Par exemple, la suite 31313131...
code une figure a deux balles ou la main
gauche lance des balles haut pour la
main droite et ou celle-ci plaque trés
vite les balles qu’elle recoit dans la main
gauche (voir la figure 1). Typique-
ment, au temps marqué 4, la main
gauche va lancer une balle (ici rouge)
qui varester trois temps en I'air et I'autre
balle (ici verte) en est a son second
temps en l'air et va retomber (dans la
main droite) au temps marqué 5, et ainsi
de suite.

3. REPRESEMTATION DE LA FIGURE DE JONGLERIE : 33333,
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Cette méme figure, lorsque nous ajou-
tons une balle, se note 51515151... et,
visuellement, fait I'effet d'une poursuite
des balles sur un cercle (voir la figure 2).
Pour finir ce tour des figures classiques,
mentionnons la cascade, figure ou les
balles parcourent un huit couché et qui se
note 3333... (voir la figure 3). Pour que
la modélisation soit compléte et le nombre
de configurations fini, nous supposerons
en outre que le jongleur ne peut pas lan-
cer ses balles trop haut : dans la suite,
chacun des entiers est borné par une cer-
taine valeur (humainement parlant, la limite
est aux alentours de 11).

Dans notre modeéle, les balles ne res-
tentqu’infiniment peu de temps dans les
mains, et chaque main agit a tour de
réle : aussi les balles correspondant a
des lancers pairs retombent-elles dans
la main qui les a lancées, alors que les
balles correspondant a des lancers
impairs changent de main. Cela est
vrai uniquement dans le cas d'un étre
humain (ou d’'un singe) jonglant avec
deux mains. Notre modélisation, remar-
quons-le, est plus générale et ne fait
intervenir nulle partle nombre de mains,
qui peut donc étre tout a fait différent
de deux, et, par conséquent, étre adapté
a la jonglerie des céphalopodes.

Dans cette phase de modélisation,
nous avons transformé une figure de jon-
glerie en une suite de nombres ; nous
pouvons passer a la phase suivante,
I'étude de la suite des nombres, pour éta-
blir la liste compléte des figures de jon-
glerie et trouver toutes les transitions
possibles d'une figure a l'autre.
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4, UNE FIGURE IMPOSSIBLE - |,

LES FIGURES
IMPOSSIBLES

Avant d’aborder le probléme lui-méme
dans toute sa généralité, nous allons
d’abord nous poser une question tres
simple, qui orientera toute la suite de la
construction. Nous avons codé une figure
de jonglerie par une suite de nombres
et nous nous posons la question : existe-
t-il une figure de jonglerie correspondant
a toute suite de nombres? Comme
souvent en mathématiques, I'exemple
difficile, celui ou nous voyons la difficulté,
fait avancer la résolution, car il permet
de localiser les piéges et, éventuelle-
ment, de s’en affranchir.

La réponse est non, comme lillustre
la figure 4. En effet, si nous langons deux
balles a deux temps successifs ne dif-
férant que d’'une unité, par exemple la
premiére pour trois temps et la seconde
pour deux temps, ces deux balles retom-
bent en méme temps, ce qui est exclu
par les régles précédemment énoncées.
Ainsi, la contrainte que deux balles ne
retombent jamais en méme temps exclut
un certain nombre de suites d’entiers.
Notre but est de trouver toutes les suites
valides, celles qui correspondent effec-
tivement a des figures de jonglerie.

LES PHOTOS

En poursuivant cette idée, nous voyons
gu’un lancer de n interdit un lancer de
n — 1 au temps d’aprés, et méme un
lancer de n — Kk, k temps plus loin. Nous
devrons trouver une formalisation qui
tienne compte de ces impossibilités.
Ainsi, quand nous avons une balle
en main a lancer, nous ne pouvons pas
lancer cette balle n'importe quel nombre
de temps, car des balles précédemment
lancées retomberont déja a certains de
ces temps (qui sont donc exclus pour
cette balle-ci). Autrement dit, a chaque
«top» du métronome, nous disposons
d’une photo qui indique quand les balles
qui sonten I'air vont retomber. Une figure
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de jonglerie revient donc a une suite de
photos, enchainées rapidement, autre-
ment dit a un film. Jusqu’a présent, nous
avions une réception et un lancer de balle
simultanés a chaque «top» d’horloge,
mais cela n’est pas indispensable.

Dans une notation a la fois simple
et claire, nous noterons, pour chaque
«top» futur a partir du «top» présent,
un «0» si une balle retombe a ce «top»
et un «—» si aucune balle ne retombe a
ce «top». Ainsi, chaque photo est une
suite de O et de — dont le nombre de 0
est le nombre de balles (et dont la lon-
gueur est égale a la hauteur maximale
de lancer autorisée).

Ainsi la configuration 0 — 00 — cor-
respond a la photo (voir la figure 5) ou
le jongleur a une balle (verte) en main
(le zéro le plus a gauche), ou aucune
balle ne retombera le prochain temps et
ou deux balles (rouge et bleue) retom-
beront respectivement dans deux, et
trois temps.

TRANSITIONS

Maintenant que nous avons décrit les
photos, il faut reconstruire le film, c’est-
a-dire savoir quelles suites de photos on
a le droit de faire et quelles suites sont
interdites. Etant donné une photo dont
on cherche les successeurs possibles,
il y a exactement deux cas :

1. Si la photo commence par un —,
le jongleur ne peut lancer aucune balle,
puisqu’il n’en a aucune en main. Il attend
donc passivement, et la seule transi-
tion possible améne a la méme photo
ou le premier — a disparu (c’est-a-dire
est passé a la fin).

Par exemple, la photo — 0 —00 a un
seul successeur possible, qui est la
photo 0 — 00 —. Autre exemple : la
photo ——000 a un seul successeur pos-
sible, qui est la photo — 000 —

2. Si la photo commence par un 0,
le jongleur a une balle en main et doit
donc la relancer. Comme cette balle ne
doit pas retomber en méme temps qu’une

e 2 5 LA CONFIGURATION 0 =0 0 =

o
0

autre, il faut que le jongleur la lance dans
un temps codé sur la photo par un —.
Ainsi, les successeurs de la photo ini-
tiale sont les photos que I'on peut déduire
de celle-ci ainsi : on part de la photo
initiale, on lui retire son premier 0 et
I'on place un — a la fin (ce qui consiste
a prendre la photo un instant plus tard
en faisant abstraction de cette balle),
puis on remplace un des —par un 0 (celui
de la balle que I'on vient de lancer).
Par exemple, la photo 0 — 00 — a trois
successeurs possibles que I'on trouve
par le procédeé :

000 ——
0-00-0 -00--0 — 000 —

-00-0
AUTOMATE

Nous avons maintenant tous les instru-
ments en main pour présenter |'auto-
mate de la jonglerie, c’est-a-dire I'objet
(issu de l'informatique théorique) qui per-
met de visualiser agréablement les pho-
tos et leurs transitions possibles. Dans
le langage des automates, les photos
gue nous venons de présenter sont
dénommées les états de I'automate, et
les transitions autorisées entre photos
sont les transitions de I'automate.
L'automate a trois balles et de hau-
teur au plus cing (voir la figure 6) se lit
comme suit : les états correspondent aux
diverses ellipses de la figure, I'intérieur
de l'ellipse étant la «photo» correspon-
dant a I'état lui-méme. Il y a un état ini-
tial dans lI'automate : c'est le seul état
(en bleu) possédant une boucle mar-
quée du nombre de balles (égal & 3).
Dans cet état, les trois balles sont lan-
cées respectivement dans les trois
premiers temps. Toutes les transitions
autorisées a partir d’'un état sont repré-
sentées par une fleche partant de cet
état et arrivant sur un de ses succes-
seurs. Les numéros sur les fléches allant
d’'un état a un autre indiquent a quelle
hauteur il faut lancer la balle de départ
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(a2 gauche) pour passer de I'état de départ
a celui d'arrivée.

Les suites périodiques valides (cor-
respondant a des figures réalisables et
répétables indéfiniment) sont les cycles
de I'automate, c’est-a-dire les chemins
qui bouclent sur leur point de départ. On
retrouve par exemple la suite 5151...
entre les deux états (rouges) les plus a
gauche de I'automate. Et, comme celle-
ci ne passe pas par I'état initial, on voit
maintenant, sans avoir besoin de faire
un test douloureux, pourquoi cette figure
ne pouvait pas étre réalisée de la posi-
tion de départ. On trouve ainsi de nom-
breuses autres suites périodiques que
le lecteur pourra chercher dans I'auto-
mate, par exemple 45141(en rouge),
504 (en bleu), 55500 (en noir) et 531
(en vert foncé).

UTILISATION
DE L’AUTOMATE

On raconte que plusieurs figures de jon-
glerie nouvelles ont été découvertes au
moment de la construction de I'automate,
notamment le 531, figure a trois balles
assez complexe, ainsi que le 501, figure
a deux balles, qui, depuis lors, a connu
un grand succés parmi les jongleurs,
car c’'est la seule figure a deux balles que
I'on ne fait pas du premier coup!

Mais I'apport essentiel de I'automate
n’est pas limité aux figures périodiques.
En réalité, il permet surtout d’imaginer
de nouvelles transitions entre figures.
Par exemple, la plupart des jongleurs
connaissent le moyen le plus simple pour
démarrer une douche (5151...) a partir
de la position de départ : lancer deux
balles de suite de la méme main tres
haut vers I'autre main.

Cela est effectivement une transi-
tion, méme si sa traduction dans notre
langage contient un petit piege : les lan-
cers trés haut vers I'autre main sont
manifestement des 5, mais, comme ils
sont faits de la méme main, c’est que
I'autre main est intervenue au milieu,
sans rien faire bien qu’ayant une balle
en main, ce qui correspond a faire
un 2. Ainsi, le démarrage «classique»
de la douche consiste, a partir de la posi-
tion de départ, a faire la suite 525, puis
151515...(rails rouges).

Mais I'automate permet de voir qu'il
existe une autre transition, plus directe
et plus «propre» vers la douche, qui
consiste a faire un 4 a partir de la posi-
tion de départ. On est alors immédiate-
ment en douche. Ainsi, la variété infinie
des figures de jonglerie, qui semblait un
peu mise a mal par I'automate, retrouve
sa réalité, les transitions entre figures
permettant a I’exécutant de montrer
son originalité. Nous avons vu l'utilité des
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mathématiques dans la théorie de la jon-
glerie, et nous pourrions nous arréterici;
toutefois, pour ceux qui aiment jongler
avec les nombres, nous allons ajouter
quelques friandises.

SUITES DE MOUVEMENTS
VALIDES

Grace a l'automate, il nous est mainte-
nant facile de savoir si une suite d’en-
tiers donnée est une suite de
mouvements valides ou non. En effet, il
suffit de la chercher dans I'automate, jus-
qu’'a, soit la trouver et conclure, soit
essayer tous les cas et ne pas la trou-
ver... et conclure encore.

Cette recherche est néanmoins fas-
tidieuse, et les mathématiciens ont trouvé
un critére simple, qui leur permet de ne
pas consacrer leur précieux (?) temps a
cette tache de routine. Ici, nous ne trai-
tons que le cas des suites périodiques
valides et montrons le critere abstrait qui
permet de décider si la suite est, ou
non, valide. En réalité, il existe un autre
critére (a peine plus compliqué) per-
mettant de trouver sans doute possible
I'état de départ d’une suite, pourvu qu'elle
soit «suffisamment» longue.

En ce qui concerne les suites pério-
digues valides, l'idée est la suivante : a
chaque «top», une action (lancer de balle
ou absence de tel lancer) et une seule
se produit. Si I'on imagine ainsi un 0
comme le lancer d’une balle virtuelle, il
se produit un lancer, éventuellement
virtuel, a chaque «top». Comme la suite

Ly
* M
— » 2 .

e P
D — €D
-3

—— = T _,..-"'"_'_._____-H".I
D D D)
1 w & |
C |

» |

g = g

est périodique, il faut aussi qu’'une balle
lancée dans une des périodes ne retombe
pas en méme temps qu’une balle lancée
dans une autre des périodes.

On représente cela graphiquement
de la fagon suivante : on place tous les
entiers d'une suite (par exemple, 453042)
sur un cercle dans le sens des aiguilles
d’'une montre. On dessine ensuite une
fleche partant de chaque entier (cette
fleche représente une balle que I'on lance)
et arrivant sur I'entier correspondant au
moment ou la balle retombe.

Ainsi, sur la figure 7, la balle lancée
au premier temps (marqué 4) reste quatre
temps en I'air et retombe donc a l'autre
moment marqué 4. La balle lancée au
deuxieme temps (marqué 5) retombe cinq
temps plus tard, soit sur le premier temps,
etc. Le critére que nous avons donné plus
haut se traduit sur ce dessin ainsi : chaque

7. FIGURATION DE LA SUITE 453042
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