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fleche arrive & un endroit différent ou,
ce qui est équivalent, chaque entier a
exactement une fléche qui pointe sur
lui. Il existe une traduction purement
mathématique a I'aide de modulos, mais
elle se raméne a cette vérification une
fois décodée.

NOMBRE DE BALLES

Compter le nombre de balles d’une suite
périodique supposée a priori valide ne
nécessite pas d'avoir inventé ni construit
I'automate ; cependant, celui-ci per-
met de conjecturer plus facilement le
résultat. En examinant les suites 45051,
45141, 55500 ou 34242, nous consta-
tons que la somme des éléments
vaut 15, soit trois (le nombre de balles)
fois cing (la longueur du motif). Plus sim-
plement sur la suite 151515, la somme
des éléments est 6 et la périodicité 2,
et le quotient 6/2 est égal a 3. Cette
phase (que I'on pourrait qualifier d'ex-
périmentale) terminée, on a une intui-
tion du résultat et, comme souvent en
combinatoire, la phase «démonstration»
se révele beaucoup plus simple que la
phase «recherche» du résultat.

Enoncons le théoréme :

On considére une suite d’entiers (u,... u,)
gue I'on suppose étre une suite périodique
valide a n balles. On a alors :

u, + ... +u =Kkn.

La démonstration de ce résultat n'est
pas tres difficile et peut se voir graphi-
guement al'aide de la figure sur un cercle
vue au paragraphe précédent. Prenons
I'exemple de la figure 564. Elle se pré-
sente de la fagon suivante.

Le 5 est envoyé sur le 4 et récipro-
guement, tandis que le 6 boucle sur lui-
méme. On a ainsi une partition des balles
de la figure en deux paquets : celles qui
font des 5 et des 4, et celles qui font
des 6, ces deux ensembles n’ayant
aucune balle en commun, comme le
montre le dessin.

Dans la figure 564564564..., le 6 se
produit une fois tous les trois temps, alors
gu'une balle de cette trajectoire particu-
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liere met 6 temps a retomber. Il y a
donc deux balles sur cette trajectoire. On
constate que 6/3 =2. De méme, les balles
qui font des 5 (puis des 4) font un nou-
veau 5 apres 9temps (9=5+4). Comme
les 5 se produisent une fois tous les
trois temps, on a donc trois balles sur
cette trajectoire particuliére. On constate
que (5+4)/3=3.

Ainsi, on a cing balles en tout sur cette
figure et, en rassemblant les deux éga-
lités, on voit maintenant le petit miracle
(6+5+4)/3=5.

NOMBRE DE FIGURES
AUTORISEES

Utilisons maintenant I'automate pour
répondre & une question qui nous tara-
buste depuis le début de cet article : la
variété des figures de jonglerie vient-elle
du nombre immense de celles-ci ou plu-
tot de I'art du jongleur a les juxtaposer?

Notons N(b, n) le nombre de suites
périodiques valides de longueur n a stric-
tement moins de b balles. Il faut une artille-
rie tres développée (que I'on aura tout
loisir de trouver expliquée en détail dans
I'article de J. Buhler, D. Eisenbud, R. Gra-
ham et C. Wright indiqué en bibliogra-
phie) pour calculer effectivement ce
nombre, ce qui est étonnant au vu de la
simplicité du résultat. En effet, on a :

N(b, n) = b".

Pour calculer le nombre de suites
valides de longueur n a exactement b
balles, on calcule une petite différence
etil vient :

N'(b, n) =N(b +1,n) —N(b, n) = (b + 1)—b".

Ontrouve donc qu'il existe 37 figures
de longueur 3 a trois balles. Mais il faut
encore contourner deux difficultés avant
d’avoir un résultat qui fait sens. D'abord,
dans ces 37 suites, il y a la suite 333
qui est une suite en réalité de longueur 1.
Plus généralement, quand on cherche
les suites de longueur n, on compte aussi
toutes les suites de longueur d ou d est
diviseur de n.

De plus, une autre difficulté vient du
fait que chaque suite de plus petite
période n est comptée plusieurs fois : par
exemple, la suite 234 est comptée plu-
sieurs fois, car on compte aussi la
suite 342 et la suite 423 qui sontla méme
suite, simplement décalée dans le temps.
De fagon générale, on compte n fois une
suite de plus petite période n.

En rassemblant les deux remarques
précédentes, on trouve donc, sil'on note
S(b,n) le nombre de suites différentes de
plus petite période n :

N'(b, n)= D_ d S(b, d).
d/n
La fonction de Moébius permet d’in-
verser une telle formule, et le résultat est

le suivant : si I'on note p la fonction qui
vérifie :

- H(l) = 1! _

= H(p;- P,... P) = (=1) siles p, sont des
nombres premiers différents,

— 1(n) = 0 sur les autres entiers,

on a alors la formule :

D (b.n) = 1/n D p(d)(b +1)° - be)

d/n

En faisant le calcul pour b =n =3,
ontrouve qu'ily a 12 figures de plus petite
période 3 a trois balles. Ce sont :

900;801;720; 711 ;630 ;612

603 ; 531 ;522 ;504 ; 441 ; 423.

CONCLUSION SUR LA
DEMARCHE UTILISEE

Nous avons voulu illustrer ici la démarche
mathématique classique face a un pro-
bléme venant d’'un domaine tres éloi-
gné (ici, la jonglerie) : on commence
par modéliser le probléme en extrayant
les informations principales et en élimi-
nant les inutiles ; cette phase est d'une
grande importance, et il est impossible
de la négliger dans la mesure ou elle
conditionne la réussite des autres phases.
Ensuite, nous avons traité un probleme
purement mathématique, et ce avec les
moyens ad hoc, ici la théorie des auto-
mates. Enfin, une fois 'automate construit,
nous en avons retiré beaucoup de résul-
tats, autant en ce qui concerne la jon-
glerie que des questions mathématiques.
Le travail présenté ici, comme il est
d'usage, ouvre plus de portes qu'il n’en
ferme, a la fois dans les domaines mathé-
matiques et artistiques...

Jean-Christophe NOVELLI est chargé
de recherches a I'université de Lille. Il
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a complexité mathématique des
jeux les plus simples est stupéfiante,
par exemple, le jeu des Petits car-
rés. Des générations d’enfants
ont joué a ce jeu, mais pas un sur un
million n’en a cherché les meilleures stra-
tégies. Le mathématicien Elwyn Berle-
kamp, de 'Université de Berkeley, a décrit

BARNABE

BlB

2.

DOMINO

illustrations de Bryan Christie

Un jeu d’enfant
pas enfantin

IAN STEWART

Dans le jeu des Petits carrés, pratiqué pendant les
cours ennuyeux, il existe plusieurs niveaux de jeu.

les nombreuses subtilités de ce jeu
dans son nouvel ouvrage The Dots-
and-Boxes Game (A. K. Peters, 2000).
Quelles sontles regles du jeu? Surune
grille rectangulaire de points, deux joueurs
tracent a tour de réle des segments de
droites qui joignent deux points adjacents
horizontalement ou verticalement. Lors-

BARNABE

BARNABE
GAGNE

1. Une partie typique de «petits carrés» qui atteint un moment critique au quinziéme
coup. Avec la stratégie de niveau zéro (fléches bleues), Albert perd. Avec une stratégie

plus élaborée (fleches rouges), il gagne.

gu’un joueur trace le quatrieme segment
d’une boite (un carré de points adja-
cents), il lamarque de son initiale et rejoue,
et ce, aussi longtemps qu’il continue a
fermer des boites. Quand la grille est
finie, celui qui a le plus de boites a gagné.

Suivons les parties d’Albert et Barnabé.
La figure 1 illustre un jeu sur une grille
carrée de 16 points ou les joueurs utilisent
la stratégie la plus simple, nommeée le jeu
niveau zéro : Albert et Barnabé évitent,
aussi longtemps que possible, de tracer
le troisieme c6té d’une boite et ainsi de
donner 'occasion a 'adversaire de créer
des boites. La grille est alors divisée en
une série de chaines, des régions filiformes
d’un carré de largeur (voir la position 12
de la figure 1). Dés qu’un joueur trace
une ligne dans une de ces chaines, 'autre
joueur s’octroie une boite et continue de
s’en approprier jusqu’a ce que la chaine
soit entierement conquise.

Aun certain point du jeu, la grille entiére
est divisée en chaines ; cet état est dit
saturé. Le plus souvent, le joueur sui-
vant coupe la plus petite des chaines qu'il
«offre» ainsi a son adversaire. Ce coup
est nommé une «brisure de chaine». Le
joueur suivant prend ces boites, puis brise
la plus petite chaine suivante. Dans
'exemple de la figure 1, a saturation, la
grille est divisée en trois chaines, chacune
de deux, trois et quatre boites. Au trei-
zieme coup, Albert offre la chaine de deux
boites a Barnabé. Ce dernier, a son tour,
cede la chaine de trois boites a Albert, qui
est alors obligé de donner a Barnabé la
chaine de quatre boites. Au final, Barnabé
gagne par six boites a trois.

Dans le jeu de niveau zéro, deux fac-
teurs déterminent le vainqueur : la parité
du nombre de chaines apres la satura-
tion, et qui a la main a cet instant du jeu.
Par exemple, quand il y a un nombre
pair de chaines a saturation, alors le joueur
qui brise la premiére chaine gagnera, car,
achaque coup, ce joueur offrira une chaine
plus courte que celle qu’il recevra au
tour suivant. En revanche, lorsque le
nombre de chaines est impair a la satu-
ration, le joueur qui brise la premiére chaine
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2. Cette grille (a gauche) a quatre chaines numérotés de 1 a 4, et
deux dominos. Aprés avoir conquis les deux dominos, Barnabé est
confiant, car, a son tour de jouer, le nombre de chaines est pair :
il brise la chaine (4) de quatre boites. Cependant, Albert laisse un

perdra, car son adversaire jouera le der-
nier coup. Dans notre exemple, le nombre
de chaines estimpair et Albert joue le pre-
mier : Barnabé bat Albert.

Par ailleurs, l'identité du joueur qui a
la main aprés saturation dépend de la parité
du nombre de coups joués auparavant.
Quand ce nombre est pair, Albert brise la
premiéere chaine et Barnabé obtient le pre-
mier territoire. En revanche, lorsque ce
nombre estimpair, les roles sontinversés.
Pour gagner, Albert (le premier joueur) doit
faire en sorte que le nombre de coups avant
d’atteindre la saturation et celui des chaines
aprés la saturation soient de méme parité,
alors que Barnabé, qui souhaite aussi
gagner, doit espérer que les parités soient
différentes. Une étude attentive de la grille,
lorsque la saturation est proche, permet
souvent d’atteindre un de ces objectifs :
cette stratégie est celle de niveau un.

Que faire quand cette stratégie
échoue? Imaginons que malgré ses efforts
pour jouer a son avantage, Albert ne puisse
empécher la position du douzieme coup
de la partieillustrée. Il peut encore gagner
en suivant la stratégie de niveau deux.
Au treizieme coup, il brise la chaine de
deux boites. Au coup suivant, Barnabé
occupe deux boites et brise la chaine de
trois boites. Cependant, au quinziéme
coup, Albert décline 'offre des trois boites
de cette chaine : il n’en accepte qu’une
seule et trace un segment au bas de la
grille qui clét un rectangle, composé de
deux carrés, nommé domino.

Cet abandon de deux boites dans une
chaine de trois est un sacrifice. Toutefois,
ce sacrifice place Barnabé dans une posi-
tion fatale. Quant au seizieme coup, il
brise le domino, il gagne deux boites, mais
il doit aussi rejouer et ne peut que briser
la chaine de quatre boites. Albert raflera
ces quatre boites et gagnera par cinq
boites a quatre. Si Barnabé refuse le
domino, les conséquences sont pires :
tout autre mouvement brise la chaine
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de quatre boites et Albert s’emparera
d’elles ainsi que du domino et gagnera
alors par sept boites a deux.

La cause de Barnabé est perdue dés
gu’Albert refuse la chaine de trois domi-
nos, car il ne reste qu’'une seule chaine
sur la grille. Qu’en serait-il avec plu-
sieurs chaines? Barnabé ne récupérerait-
il pas quelques territoires en usant de la
méme stratégie ? La réponse est «pas tou-
jours»! La figure 2 montre une grille car-
rée de 36 points avec deux dominos et
quatre chaines. Quand Barnabé doit jouer,
il peut s’emparer des dominos. S'il refuse,
Albert peut & son tour les choisir sans
aggraver sa situation. Barnabé brise alors
la chaine la plus courte. Puisque le nombre
de chaines est pair, il peut gagner grace
a la stratégie de niveau zéro décrite plus
haut. Cependant, Albert choisit de ne
prendre que deux des boites de la chaine
de quatre (voir la figure 2), il crée un domino
avec la structure restante. Cette tactique
oblige Barnabé a s’emparer du domino et
abriser la chaine a cinq boites. Albert joue

domino que Barnabé ne peut, au tour suivant, que prendre, pour
ensuite briser la chaine (3) de cinqg boites (a droite). Albert ne prend
que trois boites (en blanc) et abandonne encore un domino... Fina-
lement, Albert gagnera.

asontour et ne prend que trois boites des
cinq offertes par le coup de Barnabé. I
laisse ainsi un autre domino a Barnabé.
Aussilongtemps que les chaines contien-
nent au moins cing boites, le sort est favo-
rable & Albert qui contréle le jeu et gagnera
(voir la figure a coté du titre).

Une fois le contrle de la grille obtenu,
on le conserve en refusant les deux der-
niéres boites de chaque chaine (sauf bien
sUr pour la derniere chaine). Cette straté-
gie de niveau quatre peut se résumer ainsi:
Albert fait en sorte que la somme du nombre
de points de la grille et celui des longues
chaines (d’au moins trois boites) a satu-
ration soit paire ; Barnabé tente de rendre
cette somme impaire.

Ou en sommes-nous dans les
86 pages de I'ouvrage de E. Berlekamp?
A la page sept seulement! Le jeu est si
complexe qu’aucune stratégie gagnante
compléte n’est connue. Le mathématicien
américain le qualifie d’ailleurs de «jeu d’en-
fants mathématiquement le plus riche au
monde», et de loin!

Réactions

es réactions a mon article Paradoxes perdus et retrouvés (voir Pour la Science,
L aotit 2000) ne cessent d’affluer. R. Burckel, de 1'Université du Kansas, m’a
envoyé une lettre a propos du paradoxe de Richard qui utilise la paradoxale
définition : «Le plus petit entier positif que1’on ne peut pas définir par une phrase
en francais de moins de 23 mots.» Un tel nombre doit exister. Pour le trouver, on
faitlaliste de toutesles phrases d’au plus 22 mots qui définissent un entier unique,
puis on détermine le plus petit entier des entiers omis. Toutefois, quel que soit
ce nombre, la définition initiale le définit, et elle n’a que 22 mots!

R. Burckel note que ce paradoxe pose un probleme, que son créateur, le logi-
cien francais Jules Richard, avait remarqué en 1906 : 1a liste des phrases n’est pas
correctement définie. Par exemple, considérons ces deux propositions (j’ai
modifié les propositions de R. Burckel et en accepte I'entiere responsabilité).

«S5'il existe, le nombre indiqué dans la phrase qui suit, et zéro sinon.»

«Le nombre précisé dans la phrase précédente augmenté de un.»

Chaque phrase semble définir un nombre unique ; elles appartiennent donc
a la liste. Cependant, si la seconde suit la premiere, elles sont ensemble contra-
dictoires. La liste n’est donc pas convenablement définie, la phrase de Richard
ne définit pas un entier unique et le paradoxe s’évanouit.

visions



e rayonnement thermique émis par

tout corps trahit sa température.

Nos yeux et de nombreux systemes

de vision ou de détection sont
capables, dans certaines situations, d’éva-
luer, a distance, la température des corps
chauds. Toutefois, ils sont spécialisés
pour certaines longueurs d’onde. Sil'on
sait estimer la température d’un corps
incandescent, car il rayonne beaucoup
d’énergie sous forme de lumiere visible,
on doit, pour les objets moins chauds,
détecter le rayonnement infrarouge qu'il
dégage. Certains animaux, par exemple
certains serpents ou méme des coléo-
ptéres, détectent le rayonnement infra-
rouge pour repérer a la fois leurs
prédateurs et leurs proies.

Comment peut-on définir le rayonne-
ment thermique ? Tout corps, dont la
température est supérieure au zéro absolu,
émet des ondes électromagnétiques dans
toute la gamme des longueurs d’onde.
Seule latempérature détermine les carac-
téristiques de ce rayonnement. Plus pré-
cisément, la loi de Stefan stipule qu'un
corps chaud rayonne une puissance élec-
tromagnétique proportionnelle a la puis-
sance quatrieme de la température
(mesurée en kelvins). L'énergie se répar-

1) LONGUEUR D’ONDE
Un forgeron expérimenté est capable d’évaluer a I’ceil nu
la température du métal qu’il travaille. Il doit le marteler
a la bonne température pour étre certain d’obtenir un mateé-
riau de qualité.

Vision de la chaleur

ROLAND LEHOUCQ = JEAN-MICHEL COURTY

Divers systémes de vision - ’ceil lui-méme -
évaluent avec efficacité le rayonnement
thermique émis par les objets.

tit dans toutes les longueurs d’onde ; elle
présente un maximum pour une lon-
gueur d’onde particuliére. La loi de Wien
stipule que le produit de la température
par la longueur d’'onde qui définit ce «pic
d’émission» est constant et vaut
2 896 micrometres kelvins. Ainsi, un
morceau de fer a 700 kelvins (427 °C) émet
son maximum d’énergie thermique pour
une longueur d’onde de 4,1 micrometres,
trop éloignée dans l'infrarouge pour que
la partie de son rayonnement émise dans
les longueurs d’onde visibles nous soit per-
ceptible. En revanche, quand la tempé-
rature de ce morceau de fer est égale a
1 400 kelvins (1 127 °C), son pic d’émis-
sion est a une longueur d'onde de 2,1 micro-
métres, plus proche du rouge (la plus
grande longueur d’onde visible est vers
0,8 micrometre) : nous le voyons alors luire.
A 1400 kelvins, la masse de fer rayonne
16 fois plus d’énergie qu’a 700 kelvins. Cet
exemple montre qu’un corps émet I'es-
sentiel de son rayonnement thermique
pour une longueur d’'onde d’autant plus
petite qu’il est chaud.

Le Soleil, notre principale source de
lumiére, émet son maximum de puissance
dans la partie jaune du spectre visible (pic
vers 0,5 micrometre). Ceci correspond a
une température de 5770 kel-
vins. Les braises d’un feu de
bois émettent pour lessentiel
dans l'infrarouge, pour des
longueurs d’onde proches de
3 micrometres. Leur maxi-
mum d’émission est toutefois
suffisamment proche du
domaine visible (de 0,4 a
0,8 micrometre) pour qu’elles
émettent aussi un peu de
lumiére rouge. Elles cessent
d’émettre de fagon percep-
tible a nos yeux lorsque leur
température devient inférieure
a500 °C. Caractérisé parune
température de surface de
25 °C, notre corps émet lui
aussi uniquement dans le
domaine infrarouge (vers 10
micrométres). C’est pourquoi
nous sommes invisibles dans
lobscurité.

Dessins de Bruno Vacaro

_ DE LA LUMIERE
A LA TEMPERATURE

Lorsqu'un corps chaud émet beaucoup de
rayonnement, on peut en faire 'analyse
spectrale, c'est-a-dire étudier la répartition
de I'énergie dans les différentes longueurs
d’onde. Celle-cilivre sa température. Deux
situations se présentent. La premiére —la
plus simple — est celle ou il est possible
de détecter le pic d’émission. Une fois celui-
ci situé avec précision sur 'échelle des lon-
gueurs d’onde, la loi de Wien dicte la
température du corps émetteur. De nom-
breux appareils de mesure exploitent ce
principe. C'est ainsi que les physiciens ont,
par exemple, déterminé la température de
la photosphére du Soleil. Nous ne fai-
sons pas autre chose, quand, aperce-
vant un morceau de fer chauffé a blanc,
nous concluons qu’il est proche de son
point de fusion (vers 1 800 kelvins).

Toutefois, la détection du pic d’émis-
sion est souvent impossible : on est alors
dans la seconde situation, ol 'on cherche
a évaluer une température en I'absence
d’un pic d’émission. Ainsi, nous-mémes,
ou plutét nos yeux, ne détectent pas les
pics d’émission quand ils se trouvent en
dehors du domaine visible.

La détermination des longueurs d’onde
émises dans le domaine visible, c’est-a-
dire de la «couleur pergue», s'impose alors.
Avec un peu d’expérience, nous pouvons
apprendre a estimer la température d’un
corps incandescent, dont la température
est supérieure a 500 °C. Le souffleur de
verre et le forgeron sont des experts : ils
maitrisent I'art de déterminer la tempéra-
ture des matériaux qu'ils travaillent ; celle-
ci guide le fagonnage.

Toutefois, la fagon dont nos yeux fonc-
tionnent limite notre capacité d’évaluation
de latempérature aux seuls corps qui émet-
tentun rayonnementintense. Notre vision,
ainsi que celle de la plupart des animaux,
est bien adaptée a la lumiere solaire ; la
sensibilité est maximale dans la gamme
des longueurs d’'onde ou le Soleil rayonne
le plus d’énergie. Quand la luminosité est
suffisante, nous pouvons distinguer toutes
les couleurs grace a 'un des deux types
de nos cellules visuelles, les cones. Ces
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