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LOGIQUE & CALCUL

Du réve a la réalité des preuves

Les ordinateurs ne savent pas prouver seuls des théorémes profonds.
Cependant, grace aux assistants de preuve, ils garantissent
les démonstrations découvertes par les mathématiciens.

Jean-Paul DELAHAYE

I'y a 100 ans paraissait le premier

des trois tomes des Principia Mathe-

matica d’Alfred Whitehead et Ber-

trand Russell. En s’appuyant sur
les travaux de Gottlob Frege, Giuseppe
Peano, Richard Dedekind et

traite la démonstration et qui se contentera
de controler siles régles de manipulations
symboliques des Principia, en nombre fini

et fixées a I'avance, ont été respectées.
Cette formalisation est unimmense pro-
gres, puisque plus aucune

Georg Cantor, cet ouvrage PRINCIPIA controverse ne peut exister sur
montre comment réduire les M"‘THE'_:"*‘T]C"‘ la validité d’une preuve écrite

mathématiques a la logique
symbolique. Louvrage est'un
des plus importants de I'his-
toire des mathématiques, car
ilmontre pour la premiere fois
qu’un savoir scientifique peut
étre entierement formalisé.
Avant le travail de White-

"

dans le langage des Principia.
Siquelqu’un prétend qu’une
preuve est fausse, l'opérateur
ignoranttrouveral'erreur. Tout
se passe comme pour un cal-
cularithmétique : aucune faute
ne peut se dissimuler. Grace
3 la formalisation, et comme

head et Russell, écrire une
démonstration mathématique était un exer-
cice de nature littéraire ou il fallait convaincre
les lecteurs d’une affirmation abstraite. Lac-
ceptation d’'une preuve ou son refus résul-
tait d’'un consensus entre spécialistes
conduisant le plus souvent a unaccord una-
nime. Dans toutes les sciences, cette situa-
tion prévaut:il n'y a pas de procédure
automatique et absolue de validation d'un
résultat ou d’'une théorie. On dispose de
méthodes de controle, variées selon les dis-
ciplines, mais I'affaire reste humaine et dans
certaines situations, les désaccords per-
sistent longuement.

Avec les Principia, la formalisation des
mathématiques fait basculer ces derniéres
dans une situation différente : vérifier siun
résultat mathématique est juste peut étre
confié a un opérateur ignorant de ce dont

90 Logique & calcul

I'avaitimaginé Leibnizavec sa
characteristica universalis au XVII€ siecle,
démontrer est devenu un simple calcul.

Tout cela est trés beau, mais c’est un
réve: la formalisation proposée par White-
head et Russell est trop complexe pour étre
pratiquée dés qu'on aborde autre chose que
des théoremes élémentaires de logique
ou d’arithmétique. Dans les Principia, les
preuves formelles sont rarement écrites
entierement, les auteurs se contentant de
montrer qu'elles existent et d’indiquer ce
qu’il faudrait faire pour les écrire.

Avec les Principia, les mathématiques
deviennent formalisables en principe, mais
pas en réalité. S’en tenir au langage des
Principia conduit a des preuves dont la
longueur empéche leur écriture effec-
tive et donc leur contrdle. Le formalisme
des Principia n’est pas praticable et |a

garantie qu’aurait d donner le formalisme
ne fonctionne pas.

D’autres formalisations générales des
mathématiques ont été proposées, dont
celle de Bourbaki, le céleébre mathématicien
frangais polycéphale. Sa proposition, qui
date desannées 1930, s'appuie surlathéo-
rie des ensembles et le logicien Adrian
Mathias en arévélé une propriété cocasse.
Dans le formalisme de Bourbaki, la notation
complete pour désignerle nombre « 1 » est
une longue suite de symboles et Bourbaki
indiquait que si I'on tentait de la déployer
sans utiliseraucun raccourci, I'écriture com-
pléte du « 1 » comporterait quelques
dizaines de milliers de symboles. A. Mathias
a montré que la situation était pire et
qu’écrire le nombre « 1>, en respectant a
la lettre le formalisme de Bourbaki, néces-
siterait 4 523 659424 929 symboles, soit
I’équivalent de quatre millions de livres
de 400 pages.

Les premiers formalismes complets pro-
posés pour les mathématiques ne sont pas
destinés aux mathématiciens terrestres !
Pourtant, I'informatique et un siécle de
travail de la part des logiciens ont mainte-
nant transformé le réve en réalité. Le en
principe qui était juxtaposé a « mathéma-
tiques formalisables » peut étre enlevé.
Linformatique n'a pas peur des grandes
quantités de données. La formalisation des

Pour la Science - n* 402 - Avril 2011



Principia ou celle du traité de Bourbaki a
I'aide des ordinateurs fonctionnerait-elle
sans peine ?

Non. Les calculs informatiques ne peu-
vent tout affronter et la formidable puis-
sance des ordinateurs ne dispense pas
d’étre intelligent. Nos machines sont de
capacité limitée et ce n'est pas parce
que le progres est rapide que I'on dis-
pose d’une puissance infinie. Ainsi, on
ne sait aujourd’hui ni trouver un nombre
premier de plus de 13 millions de chiffres,
ni calculer un million de milliards de
décimales de 1, on en est seulement a
5000 milliards de décimales. Le forma-
lisme des Principia ou du traité de Bour-
baki est bien trop gourmand en puissance,
meéme pour les plus puissants des ordi-
nateurs ou des réseaux informatiques.

Attendre serait une solution, maisil nest
pas certain que les progrés technologiques
ne buttent pas sur une limite ultime:: il est
probable, au contraire, que la miniaturisa-
tion ne pourra aller en deca de la taille des
atomes. Le plus sage pour obtenir une for-
malisation pratique et réelle des mathé-
matiques est donc de mener une double
attaque : améliorer les formalismes en les
simplifiant pour les rendre praticables et pro-
fiter des gains de puissance que la techno-
logie nous offre. C’est ce que l'on a fait et
I'heure du succes est maintenant arrivée.

Assistant de preuve

Le premier travail de formalisation des
mathématiques fut le projet Automath congu
etdéveloppé aux Pays-Bas a partir de 1966
par Nicolaas de Bruijn. Il fut suivi par une
série de projets dontles plus avancés sont,
en Pologne le projet Mizar, en Grande-Bre-
tagne et aux Ftats-Unis le projet HOL-Isa-
belle et, en France, le projet Coq.

Lidée est de mettre a la disposition du
mathématicien un systéme informatique
interactif et un formalisme de démonstra-
tion qui lui permettent d’élaborer une ver-
sion formelle du résultat auquelil s'intéresse
en dialoguant avec le logiciel {voir la figure 4).
Le logiciel libere le mathématicien d’une
partie du fastidieux travail d'écriture et opere
les contréles minutieux nécessaires a
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la fusée Ariane 5 explosait 40 secondes
aprés son décollage (a]. La catastrophe résul-
tait d’'une erreur de programmation. On peut
colorier une carte, comme celle des régions de
France, avec quatre couleurs seulement (b]:
le «théoréme des quatre couleurs » a été défi-
nitivement prouvé parun assistant de preuve,
ce qui a mis fin a une controverse sur les pre-
mieres démonstrations. Ces logiciels, qui aident
aproduire des démonstrations formalisées de
théorémes, sont aussi utilisés pour démon-
trer que certains circuits de microprocesseurs,
dont le Pentium 4 (c), fonctionnent correcte-
ment. La démarche est prudente, car, en
octobre 1994, Thomas Nicely, de I'Université
de Lynchburg (Etats-Unis), a dévoilé un dys-
fonctionnement dans l'unité de calcul en vir-
gule flottante du Pentium : il s'est rendu compte
que certaines opérations du processeur ren-
voyaient une valeur erronée par exces.
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L e travail d'écriture de preuves formelles
en utilisant les assistants de preuve
informatiques est parfois considéré avec
méfiance et scepticisme. L'idée est que,
pour peu que les démonstrations mathé-
matiques soient écrites avec suffisamment
de soin et contrdlées par des experts
humains, on élimine tout risque derreur.
Cette idée n'est plus défendable depuis
que Thomas Hales a proposé une démons-
tration (non formelle) de la conjecture de
Kepler, jugée impossible a contrdler par les
experts a qui on l'avait confiée.

Cette conjecture affirme que I'empi-
lement de sphéres le plus dense est
celui utilisé pour les boulets de
canon ou les oranges: un réseau
triangulaire de boulets est
créé sur le sol plat; on
pose dessus un autre
réseau analogue en exploitant
les creux du premier et de méme un
troisieme réseau, etc.

La démonstration de Th. Hales a été
publiée par le prestigieux Annals of Mathe-
matics en 2005 avec la mise en garde que,
du fait de la complexité de la démonstra-
tion et de I'utilisation pour certaines de
ses parties de programmes informatiques,
le comité d'experts chargé de I'examiner ne
pouvait pas en garantir I'exactitude. Devant
cette situation inédite, Th. Hales a entrepris
le projet de produire une preuve formelle
(et donc mécaniquement vérifiable) de
son théoréme. Son programme de travail,
qui pourrait occuper son équipe pour une
durée de dix années ou plus avance régu-
lierement. Il a déja donné lieu a deux doc-
torats de mathématiques et a la mise au
point d'une preuve formelle d'un résultat
a I'énoncé simple, mais dont la démons-
tration formelle posait des difficultés: le
théoreme de Jordan.

Celui-ci indique que lorsqu‘on enléve les
points d'une courbe plane continue et fer-
mée qui ne se recoupe pas (une boucle), la
partie du plan qui reste est composée de deux
morceaux disjoints, chacun d'un seul tenant.

Les mathématiques donnent lieu a des
démonstrations de plus en plus longues et
difficiles et I'utilisation de preuves formali-
sées pourrait bien devenir routiniére.
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chaque étape de 'explicitation d’'une démons-
tration formelle. Le logiciel stocke aussi
les résultats démontrés formellement par
d’autres mathématiciens lors de séances
antérieures, et ces résultats sont utilisables
pour des preuves nouvelles.

Pour mesurer le succés des logiciels
assistants de preuve qui formalisent de
vraies mathématiques, nous examinerons
laliste des théorémes centraux des mathé-
matiques dont onaaujourd’huiréussia pro-
duire une preuve formalisée qui en garantit
de maniere quasi absolue I'exactitude.

Imitant I'idée de la liste des 100 meilleu-
res chansons, Nathan Kahn, mathématicien
du Steven Institute of Technology, dans le
New Jersey, a composé une liste des
« 100 théoremes mathématiques
les plusimportants ». Cette liste,
subjective, a cependant été
adoptée comme repere par les
chercheurs qui mettentau point les logi-
ciels de formalisation des mathématiques
et elle permet d’en comparer les succes.

Au cours du temps, le nombre des théo-
remes que I'on a formalisés dans la liste
de Kahn augmente et, aujourd’hui, on en est
a 85 surles 100 de sa liste.

Citons quelques-uns de ces théoremes
maintenant garantis par la machine.

—Irrationalité de la racine carrée de 2:
V2 nest pas égal a un quotient de deux
nombres entiers.

—Infinité des nombres premiers: la suite
des nombres entiers n'ayant pas d’autres
diviseurs que 1 et eux-mémes est une suite
infinie (2,3,5,7 11, 13,...).

—Impossibilité de la trisection d'un angle
par une construction exacte menée avec
seulement une régle et un compas.

— Théoréme des quatre carrés de
Lagrange : tout nombre entier s’écrit comme
la somme de quatre carrés (par exemple
23 =3243%42%+1).

— Formule de Leibniz:
mw4=1-1/3+1/5-1/7+1/9—...

— Divergence de la série harmonique
1+1/2+1/3+1/4+ ...

—Théoreme fondamental de I'algebre :
un polynéme de degré n a coefficients com-
plexes possede n racines.

—Théoréme fondamental de I'ana-
lyse: la dérivée de l'intégrale, prise entre
une constante a et x, de la fonction conti-
nue f, est égale a f (x).

— Transcendance de e : le nombre
e=2,182818284590...n'est racine d’aucun
polyndme a coefficients entiers.

—Premierthéoréme d’'incomplétude de
Godel : tout systéme formel non contra-
dictoire pour I'arithmétique ou une théorie
plus puissante laisse sans démonstration
certains énoncés vrais.

—Théoreme des nombres premiers
par Hadamard et par de La Vallée Poussin:
la densité des nombres premiers autour
den est 1/log (n).

—Théoréme des quatre couleurs: toute
carte dessinée sur un plan peut étre colo-
riée avec quatre couleurs de fagon que deux
pays voisins soient de couleurs différentes.

Ce dernierthéoreme estle plus difficile
de tous ceux dont la démonstration a pu
étre controlée par la méthode de 'écriture
compléte d’'une preuve formelle. La preuve
formelle a été obtenue en 2004 par Georges
Gonthier et Benjamin Werner avec le logi-
ciel Cog de I'INRIA (Institut national de la
recherche eninformatique et automatique ).

Précisons que ce théoréme avait été
démontré en 1976 en utilisant une démons-
tration comportant deux parties. Une par-
tie dela preuve était informelle, c’'est-a-dire
exposée dans un texte en langue naturelle
(Fanglais) comme le sont toutes les preuves
mathématiques publiées dans les journaux
et livres mathématiques. Une autre partie
de la démonstration était un calcul mené
par ordinateur, calcul trop long pour qu’on
puisse le réaliser sans machine. La preuve
de 1976 n’était en rien formalisée et elle
pouvait parfaitement comporter des erreurs,
soit dans la partie informelle, soit dans la
partie informatique si les programmes uti-
lisés étaient incorrects ou que la machine
avait commis des erreurs.

Le travail consistant a prouver le théo-
reme des quatre couleurs de fagon formelle
n'était donc pas du tout réglé d’avance ni
méme rendu plus facile par l'utilisation d’or-
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dinateurs pour une partie de la preuve
de 1976. Cette utilisation était en fait seu-
lement I'indice que I'on avait affaire a un
résultat particuliérement compliqué.

Notons aussi que le logiciel Cog est
souple et adaptable a de nombreux pro-
blémes, et que José Grimm de I'INRIA a pu
grace a lui entreprendre de formaliser les
€léments de mathématique de Bourbaki.
Lidée n'est pas de suivre exactement le for-
malisme décrit dans le traité — nous avons
VU que ce n'était pas envisageable —, mais
de concevoirun formalisme équivalent per-
mettant d’exprimer tous les résultats que
I'on y trouve en méme temps quon forma-
lise le détail des preuves. En janvier 2011,
une grande partie du livre | du traité de Bour-
baki avait été formalisée.

Parmi les 15 résultats de la liste des
100 théoremes qui restent trop difficiles a
formaliser aujourd’hui, méme en utilisant
des assistants de preuve, citons en deux.

—Latranscendance dunombre . Cest
I'affirmation que 7 n'est racine d’aucun poly-
nome 2 coefficients entiers (ce résultat
montre que I'antique probléme de la qua-
drature du cercle est insoluble). Le théo-
réme a été démontré par Lindemann
en 1882 et on peut dire qu’il est a la limite
de ce que peuvent faire les assistants de
preuve actuels. ll est probable qu'il sera rapi-
dement prouvé de maniére formelle.

— Le théoréme de Fermat-Wiles. C'est
I'affirmation, démontrée en 1993 par Andrew
Wiles, qu'il n'existe pas de solutions a 'équa-
tion x" +y"=2z" ol X, y, z sont des entiers
positifs et n un entier fixé supérieur a 2.

Sa preuve est extrémement difficile. Elle
avait été recherchée pendant 350 ans et
elle n’est vraiment comprise que par
quelques spécialistes. En produire une ver-
sion formelle serait intéressant.

Méme si les erreurs sont fréquentes,
le fait qu’une démonstration soit faite et
refaite par de nombreux mathématiciens
assure qu’aucun résultat classique n'est
faux. Jamais dans les parties centrales des
mathématiques une erreur grave n'est
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restée longtemps cachée. Aussi le délicat,
long et pénible travail de formalisation
des mathématiques avec assistant infor-
matique est-il vraiment utile ? La réponse
est deux fois « oui».

Oui, la formalisation est utile, car certaines
démonstrations récentes sontsilongues que
personne n'estentierement persuadé de leur
exactitude. Cest le cas du théoréme de Tho-
mas Hales qui résout la conjecture de Kepler
concernant'empilement optimal des sphéres
dans 'espace. Personne ne peut dire que la
preuve de Hales a été contrdlée. Menerla véri-
fication formelle d'une telle preuve n'estdonc
pas un luxe, mais une nécessité (voir la
figure 2). La situation est pire encore dans
le cas du théoréme de classification des
groupes simples, dont la premiere démons-
tration a été annoncée en 1983. Elle s’étend
sur des dizaines d’articles mathématiques
écrits par plus d'une centaine de mathéma-
ticiens différents et couvre un total de plus
de 10000 pages. Un trou important y a été
découvert,qu'un complément de 1 300 pages
est venu combler dans les années 1990. La
seconde version de cette démonstration est
en cours d’élaboration et s’étendra sur envi-
ron 5000 pages. Bien qu'impossible a envi-
sager dans limmédiat, il est clair que seule
la mise au point d’'une preuve formelle sera
susceptible de rassurer définitivement les
mathématiciens qui,comme Jean-Pierre Serre,
contestent I'affirmation que ce théoréme
«monstrueux > a été démontré.

Oui, laformalisation des démonstrations
mathématiques est utile, car elle sert a cer-
tifier des logiciels ou des puces informatiques
ainsidiailleurs qu'ayrepérerdes erreurs. Les
«assistants de preuve » utilisés pour lamise
au point des preuves formelles sont des outils
puissants exploités par'industrie du logiciel
pour les morceaux de programme dont on
veut avoir la certitude qu’ils font correcte-
ment certaines taches cruciales. Aujourd’hui,
assez peu de logiciels sont ainsi validés par
la formalisation compléete de la démonstra-
tion qu'ils font ce qu'on attend etrien d’autre,
et de nombreuses autres méthodes de
controle et de certification sont utilisées.

es démonstrations formelles sont peu

lisibles et méme souvent illisibles. Cela
ne doit pas surprendre, car, sans qu‘on ait
toujours bien fait la distinction, les démons-
trations mathématiques possédent deux
fonctions.

La premiere fonction d'une démons-
tration est de garantir que I'affirmation expri-
mée dans I'énoncé du théoreme est exacte.
C'est la fonction de certification.

La seconde fonction est de permettre au
mathématicien de percevoir et de comprendre
pourquoi les choses sont comme le théoréme
I'énonce. C'est la fonction didactique.

Lorsque les démonstrations ne sont pas
trop compliquées, les deux fonctions peu-
vent étre envisagées simultanément: le texte
de la démonstration assure la validité de
I'énoncé et, en méme temps, il en explique
les raisons profondes.

Lorsqu’on a affaire a des résultats
vraiment difficiles, un double travail est
nécessaire. La complexité dans le cas des
mathématiques a donc pour conséquence
lanécessité d'une part, de mener un controle
formel (par Iutilisation des assistants de
preuve), d'autre part de présenter un texte
non formel illustré et largement commenté
expliquant les idées mises en ceuvre dans
la démonstration.

C'est ce second texte qui permettra aux
mathématiciens de saisir le sens du théo-
réme... et d'imaginer le prochain théo-
reme et la facon dont il faudra a son tour
le démontrer.
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n logiciel assistant de preuve
U est destiné a aider un mathé-
maticien a écrire des démonstrations
formelles lors de cessions de travail
interactives. Pour ce faire, le mathé-
maticien traducteur de la démons-
tration classique en démonstration
formelle doit avoir une parfaite
connaissance de la preuve, ce qui

n'est pas facile dans le cas d'une
démonstration complexe. De plus, la
traduction est difficile et lente: un
ou plusieurs jours par page.

La partie du programme infor-
matique qui gére les interactions est
longue et délicate et, de ce fait, peut
comporter des erreurs. C'est sans
importance, car la preuve produite a

I'issue du dialogue sera vérifiée par
le coeur du systéme, qui lui seul doit
étre correct. Cette partie centrale
est courte et vérifiée de fagon indé-
pendante par plusieurs spécialistes.
On utilise parfois un autre logiciel
assistant de preuve pour démontrer
que ce coeur fonctionne correctement.
La petite taille des parties centrales,

et le soin particulier a les vérifier et
ales prouver n'annulent pas le risque
d'erreur finale (et donc de validation
de preuves erronées), mais rédui-
sent de plusieurs ordres de grandeur
ce risque. Avec la formalisation des
preuves, on améliore donc sensible-
ment la garantie de justesse de ce qui
est démontré.

Dialogue

Utilisateur
mathématicien

ORDINATEUR

Systeme d’aide
interactive

informatique
d’écriture des
démonstrations

>

Démonstration

— 0K

résultat du dialogue

Vérificateur
de démonstrations
formalisées

Cependantonala, venue des mathématiques
et de la logique, une technique quasi défi-
nitive permettant d’assurer I'absence de
bogues dans les parties clefs d’un pro-
gramme ou d'un microprocesseur.En 1993,
la firme Intel avait mis en circulation une
puce qui commettait des erreurs arithmé-
tiques ennuyeuses; elle utilise aujourd’hui
la méthode des assistants de preuve pour
éviter que cela se reproduise.

Récemment dans un article du New York
Times, Adi Shamir (le S du systeme de cryp-
tage RSA] faisait remarquer que la présence
d'une seule erreur dans une puce informa-
tique largement utilisée mettrait en danger
la sécurité de millions de machines; elle
rendrait peut-étre manipulables frauduleu-
sement toutes les transactions faussement
sécurisées du commerce électronique.

Non seulement la présence d’erreurs
dans les logiciels et les puces peut faire
tomber lafuséeAriane, ce qui s’est produit
le 4 juin 1996, mais elle peut aussi étre a
I'origine de problémes économiques
majeurs. Les difficultés qu’on a en mathé-
matiques a garantir 'exactitude des longues
démonstrations et les méthodes élaborées
pour résoudre ce qui ne semblait devoir

94

n'intéresser qu’une petite communauté de
chercheurs se révelent importantes pour
toutle monde. C'estlaun exemple nouveau
et spectaculaire de l'utilité des théories
abstraites, ici la logique mathématique.

Certains voient un paradoxe dans l'idée d'uti-
liserl'informatique pour contréler des démons-
trations mathématiques, car notre expérience
des ordinateurs montre que loin d’étre des
outils fiables, ce sont des sources nou-
velles et incontrélables d’erreurs dont on
ne comprend souvent pas l'origine : on
redémarre sa machine et ¢a s'arrange par-
fois...) sans que personne ne sache pourquoi.
Comment, dés lors, croire que les preuves
formelles parordinateur sont plus sQires que
les preuves informelles et humaines ?

La réponse est que les assistants de
preuve reposent sur des noyaux logiciels,
la partie qui méne le controle des preuves
produites lors des séances de travail inter-
actif, aussi petits que possible et que l'on
contrdle minutieusement :

— En s’arrangeant pour que leur pré-
sentation soit la plus lisible et la plus simple

possible, et en demandant ensuite a un
nombre aussi grand que possible de spé-
cialistes de relire ces programmes clefs.

—Entestant ces noyauxlogiciels surde
trés nombreux exemples : siune erreur per-
sistait, elle aurait trés probablement des
conséquences et aurait produit des effets
visibles lors des essais.

—Endémontrant formellement que ces
noyaux logiciels sont corrects a I'aide de
versions différentes du méme noyau ou,
mieux encore, avec d’autres assistants de
preuve écrits par des groupes de chercheurs
indépendants.

Bien sar, on n'arrive pas a une certitude
totale que le noyau de 'assistant de preuve
est sans erreur, mais a une tres faible pro-
babilité qu’il en contienne. Tout le risque
se concentre surun petit nombre de lignes
de programmes (moins de 500 dans le
cas de I'assistant HOL) et sur lui seul. Au
total, onaconsidérablement gagné en sareté
et sans doute réduit le risque d'erreur de
plusieurs ordres de grandeur. De méme que
les théorémes les plus anciens des mathé-
matiques ayant été redémontrés (sans uti-
liser d'assistant de preuve] un grand nombre
de fois ne contiennent certainement aucune
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erreur, les noyaux des assistants de preuve
gagnent en fiabilité de jour en jour. Toutes
les autres preuves reposent sur eux, et
I'on atteint donc une certitude de correction
quasi absolue.

Les assistants de preuve ne seraient-
ils pas susceptibles de changer notre fagon
de faire des mathématiques ? C'est I'idée
du manifeste QED dont le nom vient de I'ex-
pression latine Quod Erat Demonstrandum
(Cequiilfallaitdémontrer). Formulé en 1994
par des chercheurs qui ont souhaité rester
anonymes, ce manifeste énonce l'objectif de
mettre au point un assistant de preuve géné-
ral pour toutes les mathématiques, de
maniéere a garantir la totalité de tout ce qui
se fait dans la discipline.

Lassistant de preuve envisagé serait
alafois puissant, fonctionnant avec un for-
malisme proche du langage qu'utilisent
les mathématiciens, et évidemment serait
aussi sar que possible. Avec un tel assis-
tant de preuve, on formaliserait toutes les
mathématiques existantes eta chaque fois
qu’un nouveau résultat serait proposé, le
chercheur qui le soumettrait en donnerait
une preuve formelle, ce qui dispenserait de
le faire expertiser par d’autres chercheurs.
La pratique de la recherche mathématique
en serait transformée.

Aujourd’hui, cet assistant de preuve idéal
nlexiste pas. Les assistants de preuve actuels
restent trop compliqués etles langages qu'ils
utilisent souvent éloignés de celui prati-
qué parles mathématiciens. Formaliser une
preuve reste un énorme travail et il faut un
ou plusieursjours par page pour traduire une
preuve classique d’'un article mathématique
en preuve formelle.

Tout cela fait que les chercheurs en mathé-
matiques n'utilisent que trés rarement les
assistants de preuve disponibles et que la
communication entre mathématiciens conti-
nue de fonctionner par échange de preuves
informelles et sans processus de validation
informatique. Le chemin menant a une nou-
velle pratique des mathématiques n'est pas
achevé etilnest pas sirqu’on atteindra l'idéal
imaginé par le manifeste QED.

Toutefois, Henk Barendregt et Freek Wie-
dijk, deux spécialistes des preuves formelles,
prédisent que le changement dans la
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recherche mathématique se produira dans
la prochaine décennie.

Mentionnons encore deux points. [l n'est
pas question de laisser a la machine l'ini-
tiative de la recherche mathématique : sauf
dans des cas exceptionnels ou a propos
de problémes se réduisant a du calcul, les
méthodes de recherche automatique de
preuves ne trouvent que des résultats faciles
et ne peuvent donc pas se substituer au
mathématicien humain, quireste la clef des
découvertes.

Les assistants de preuve permettent
d’accroitre la sGreté des démonstra-
tions, mais la fonction d'une démonstra-
tion, en particulier dans I'enseignement,
est aussi de faire comprendre ce qui se
passe mathématiquement dans l'univers
des objets abstraits. Or les preuves for-
melles, désagréables a lire, entravent la
compréhension plus qu’elles ne I'aident.
Méme si les objectifs du manifeste QED
sontun jour atteints, on continuera d’écrire
des preuves informelles, car ce sont elles
qui font passer les idées d’un cerveau de
mathématicien a un autre.

D’ici quelques années, les assistants de
preuve seront probablement en mesure de
prouver l'ensemble des résultats mathéma-
tiques classiques.

Aujourd’hui, des théoremes trés diffi-
ciles ont pu étre validés parla méthode des
preuves formelles. C’est le cas du théoréme
des nombres premiers de Jacques Hada-
mard et Charles de La Vallée Poussin (qui
précise la densité asymptotique des
nombres premiers), dont deux démons-
trations différentes ont été formalisées
et validées.

lIn'en est pas de méme pour des résul-
tats plus avancés comme le grand théo-
reme de Fermat, qui reste trop complexe
pour les outils actuels. Mais F. Wiedijk et
d’autres chercheurs du domaine consi-
derent que ce n'est qu’une question de
moyens, et que méme les plus difficiles
des grands théorémes sont maintenant
a portée de main. [

Jean-Paul DELAHAYE
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Le fantome de Louis XV

Dans un portrait allégorique, Charles-Amédée Van Loo dissimule le portrait
de Louis XV dit le Bien-Aimé : il n'apparait qu'avec une lentille polyédrique
dont le fonctionnement « magique » est fondé sur les lois de la réfraction.

Loic MANGIN

'anamorphose est un jeu opti-

que par lequel la perspective

d’une image est distordue.

Limage et sa signification nap-
paraissent alors que sous un point de
vue donné ou grace a un « décodeur »,
telun miroir. La plus ancienne connue serait
due a Léonard de Vinci: il s’agit de I'ana-
morphose d’un ceil d'enfant, que I'on trouve
dans le Codex Atlanticus, daté de 1485.
Lune des plus célébres est celle figurant
dans la partie inférieure du tableau Les
Ambassadeurs, du peintre allemand Hans
Holbein le Jeune (1498-1543). Dans cette
toile exposée a la National Gallery de
Londres, la forme oblongue au pied des
deux personnages devient, lorsqu’elle
estobservée envue rasante, un crane. Ces
différents exemples sont des anamor-
phoses simples, ou directes. Mais on en
distingue deux autres types.

Ainsi, les anamorphoses a miroir (on
parle aussi d’'anamorphoses catoptriques)
nécessitent un cylindre ou un cone réflé-
chissant sur lequel 'image « normale »
apparait. Limage déformée est peinte
surune surface autour d’'un emplacement
prévu pour y placer le miroir. Aux XVII€ et
XVIII® siecles, cette technique d’anamor-
phoses a favorisé la diffusion de caricatu-
res, de scenes érotiques...

Enfin, les anamorphoses dioptriques
sont les plus spectaculaires. Un exemple
est au chateau de Versailles et a été pré-
senté lors d’'une exposition consacrée aux
liens entre sciences et cours royales:: le Por-
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trait allégorique de Louis XV (voir page ci-
contre, figure b], peint par Charles-Amédée
Van Loo, en 1742. Cette ceuvre a été étudiée
par Héléne Delalex, adjoint de conservation
au chateau de Versailles. Qu'y voit-on ?

La Magnanimité, sous la forme d’un per-
sonnage féminin, a une main posée surun
grand bouclier blanc cerclé d'or et rehaussé
de trois fleurs de lys dorées. Autour d’elle,
sont représentées les allégories de la
Justice (en bas a droite], de la Valeur mili-

La Justice
fournit au visage
de Louis XV
une partie de I'eeil,
car «rien n’échappe
aux regards
de la justice ».

taire (derriére la Magnanimité, avec ses
lances et son drapeau], de I'Intrépidité (le
soldat derriére la Valeur militaire], de la
Vertu héroique (guerrier sous les attri-
buts d’Hercule tenant une massue et les
trois pommes d’or], de la Vertu invincible
(représentée par Minerve, un rameau d la
main] et de la Générosité (la jeune fille a
gauche]. Et Louis XV ?

Le peintre a donné la clef de I'ceuvre a
Barraly, son gérant, qui a transmis l'infor-
mation a '’Académie de peinture de Mar-

seille: « Ces Vertus concourent a former la
téte du Roy. » En effet, en regardant le
tableau a travers une lentille polyédrique
insérée dans un tube (de fagon a faire une
sorte de longue-vue), différentes parties
des Vertus représentées sont réfractées
par le dispositif et s'assemblent en un por-
trait du monarque au centre du bouclier {voir
figure a, une reconstitution informatique
réalisée par H. Delalex] : la Magnanimité
préte au roi la joue, une partie de I'eeil, une
oreille et un sourcil ; la Justice donne une
partie d'un ceil; laValeur militaire céde le nez
et la bouche; la Vertu héroique partage la
petite joue, la bouche, le nez et les narines;;
la Vertu invincible offre une partie d'un ceil ;
la Générosité participe aussi a un ceil ainsi
qu’a la tempe; un lion se retrouve dans la
tempe et le front; enfin, le masque joue un
réle dans le front et un sourcil.

Rien n'est laissé au hasard ! Van Loo pré-
cise que la Justice fournit au visage de
Louis XV une partie de I'eeil, car «rien
n'échappe aux regards de la Justice ». De
méme, la Valeur militaire préte sa bouche
«pour le commandement ».

Ces anamorphoses dioptriques ont été
théorisées parle pere de l'ordre des Minimes
Jean Francois Nicéron (1613-1646) dans
le premier ouvrage qui a été consacré a
ces effets d'optique, La Perspective curieuse,
publié en 1638. On y trouve une des pre-
mieres occurrences des travaux de Des-
cartes sur la réfraction publiés I'année
précédente dans La Dioptrique (un dioptre
est la surface séparant deux milieux).
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