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pratique ? L’instabilité des thermomètres
les plus simples (ceux fondés sur la lon-
gueur minimale des programmes) les rend
inutilisables pour le classement des faibles
complexités.

La solution est apparue il y a environ
cinq ans. Un thermomètre nouveau, mis
au point au Laboratoire d’informatique
fondamentale de Lille selon les idées et
les programmes de Hector Zenil, donne des
réponses satisfaisantes pour les courtes et
les longues séquences. Il définit une com-
plexité conforme à l’idée générale de Kol-
mogorov pour les grandes complexités et
classe, comme on l’attend, 0000000,
0001000, 1001101, ou toutes les séquences
pour lesquelles notre intuition n’hésite pas.

Le nouveau thermomètre que nous
détaillerons possède un défaut : il est extrê-
mement coûteux en calcul. En pratique, il ne
donne de résultats que pour les séquences
très courtes et, de ce point de vue, les
méthodes par compression restent incon-
tournables. Comme en astronomie où, selon
le type d’objets et leur éloignement, on utilise
un procédé ou un autre pour évaluer les dis-
tances, dans les mesures de complexité, on
doit adopter des méthodes hybrides avec
recollement de plusieurs procédés.

Un critère fondé 
sur la probabilité 
de production

L’idée sous-jacente aux thermomètres pour
les basses complexités est fondée sur
une propriété remarquable de la complexité
de Kolmogorov : plus un objet est simple,
plus il est produit fréquemment quand on
fait fonctionner un ordinateur en lui don-
nant des programmes choisis au hasard.

Un langage de programmation universel
étant donné (Java, C, Pascal, Basic sont de
tels langages), nous imaginerons que nous
tirons au hasard des programmes écrits dans
ce langage (en fait on peut écrire les pro-
grammes en binaire et tirer un programme
au hasard revient à tirer une suite de 0 et
de 1 jusqu’à avoir un programme complet).
Nous tomberons souvent sur des programmes
grammaticalement incorrects (donc ne fonc-

tionnant pas) ou sur des programmes qui
tourneront sans produire aucun résultat. Ces
programmes ne nous intéressent pas : seuls
ceux qui produisent en sortie une suite finie
de 0 et de 1 et s’arrêtent sont pris en compte.
Les expériences montrent qu’en procédant
ainsi, on obtient plus souvent 0000000 que
1001101: la probabilité d’obtenir en sortie une
suite de grande complexité est plus faible que
la probabilité d’obtenir une suite de faible com-
plexité. Cette probabilité se nomme mesure
de Solomonoff-Levin, en l’honneur de Ray Solo-
monoff (1926-2009) et Leonid Levin (pro-
fesseur à l’Université de Boston), qui ont
identifié ce phénomène.

Un théorème, clef des thermomètres
pour les faibles complexités, fait le lien avec
la complexité de Kolmogorov. Ce théorème
affirme que K(s) est environ égal à
– log2 SL(s), où log2 est le logarithme en
base 2 (on a log2 (x) = log x/log 2). En termes
mathématiques, K(s) étant une complexité
de Kolmogorov définie par un langage de
programmation et SL(s) la mesure de Solo-
monoff-Levin associée au même langage,
il existe une constante c, indépendante
de la séquence s, telle que :

|– log2 SL(s) – K(s)| < c.
À l’infini, – log2 SL(s) et K(s) ne diffè-

rent au plus que d’une constante fixée une
fois pour toutes. La quantité – log2 SL(s) est
donc aussi intéressante qu’une complexité
de Kolmogorov mesurée par les plus courts
programmes et coïncide presque avec elle
pour les longues séquences.

Le premier avantage à considérer le
nombre – log2 SL(s) plutôt que K(s) pro-
vient de ce que c’est un nombre bien plus
stable. En changeant de langage de pro-
grammation, ou seulement en modifiant
légèrement la définition d’un langage de
programmation choisi, nous ferons beau-
coup varier K(s) pour les petites séquences,
ce qui empêche, nous l’avons vu, de donner
un sens à ce qu’on obtient. En revanche, le
nombre – log2 SL(s) ne varie que très peu.
La raison est que ce nombre résulte d’un
lissage opéré sur un très grand nombre de
données dû au fonctionnement d’une
multitude de programmes.

Cependant, l’argument le plus puissant
qui fait s’intéresser à la mesure de Solo-

C ertaines méthodes séduisantes utilisées
pour le calcul de la complexité des

courtes séquences sont insuffisantes. En
effet, elles ne coïncident pas avec la com-
plexité de Kolmogorov quand la longueur
des séquences augmente, ce qui est néces-
saire pour que la mesure soit satisfaisante.

L’entropie de Shannon est définie par
l’expression –∑ pi log pi (où pi est une fré-
quence). Avec une suite binaire, cela donne
[– p1 log p1 – p2 log p2 ], où p1 et p2 sont res-
pectivement les densités de 0 et de 1 dans
la séquence. Avec cette mesure, la suite
01010101010101010101 est la plus com-
plexe possible pour une suite longueur 20
(elle a autant de 0 que de 1). Or la suite
10010111010100001011, qui a la même
entropie de Shannon et la même longueur,
est plus complexe. L’entropie de Shannon
ne prend en compte que les fréquences de 0
et de 1 ; ce n’est pas suffisant pour savoir si
une séquence est simple ou complexe. C’est
une mesure statistique qui ne prend même
pas en compte les répétitions.

La complexité par facteurs d’une
suites est déterminée par le nombre de fac-
teurs différents qu’on trouve dans s. Un
facteur est une suite de symboles contigus.
Ainsi, la séquence 00000 possède cinq fac-
teurs différents : 0, 00, 000, 0000, 00000.
Elle a comme complexité 5. La séquence
01011 possède les 11 facteurs différents 0,
1, 01, 10, 11, 010, 101, 011, 0101, 1011,
01011 et elle est donc plus complexe.

Cette mesure est mauvaise, car elle
attribue à certaines suites régulières une
grande complexité. Ainsi, la suite de Cham-
pernowne obtenue en écrivant les entiers en
binaire les uns derrière les autres (0 1 10 11
100 101 110 111 1000 etc.) met en défaut
la mesure par facteurs. Par exemple, la suite
0110111001011101111000 (les entiers
jusqu’à 8) n’est pas complexe, car on
peut la définir brièvement et pourtant, elle
contient un très grand nombre de facteurs.
La mesure de complexité par facteurs ne
peut pas être adoptée : une mesure géné-
rale doit être équivalente à la complexité
de Kolmogorov lorsque les longueurs
tendent vers l’infini, or ce n’est pas du tout
le cas ici.

2 .  C o m p l e x i t é s
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monoff-Levin – log2 SL(s) est qu’elle donne
ce que nous attendons du classement des
séquences courtes : ainsi, les trois
séquences 0000000, 0001000 et 1001101
sont classées dans cet ordre. Pour les petites
séquences, cette mesure probabiliste est
stable et conforme à notre idée de la com-
plexité ; pour les grandes, elle est, d’après
le théorème mentionné, conforme à la
meilleure mesure de complexité unanime-
ment admise, la complexité de Kolmogorov.
Que demander de plus ?

Le calcul de SL(s) s’obtient en faisant
fonctionner un très grand nombre de pro-
grammes, qui seront soit tirés au hasard,
soit pris dans un ensemble de programmes
énumérés systématiquement (ce qui revient
au même). En cumulant les résultats, on
obtient expérimentalement un calcul appro-
ché de la distribution SL(s), donc des
nombres – log2 SL(s) donnant la complexité
des petites séquences. Le procédé est le
même que celui qu’on appliquerait pour éva-
luer si une loterie est truquée ou non : on lan-
cerait la loterie un très grand nombre de fois,
et, à partir des résultats obtenus, on obser-
verait, par exemple, que le 13 sort plus sou-
vent que les autres numéros. À l’aide d’un
grand nombre de tirages, on évaluerait même
la probabilité de sortie de chaque numéro et

bien sûr, plus le nombre de tirages expéri-
mentaux serait grand, meilleure serait la pré-
cision obtenue pour les probabilités de
chaque numéro.

On comprend cependant les difficul-
tés de la méthode. Pour évaluer expéri-
mentalement les probabilités d’une loterie
à 20 numéros, il faut faire des milliers de
tirages. Pour évaluer le nombre SL(s) pour
les 128 séquences binaires de sept chiffres
ou les 1024 séquences binaires de longueur
dix, il faut faire un nombre de tirages encore
plus massif, et la limite de ce qu’on peut
envisager pratiquement est rapidement
atteinte, quelle que soit la puissance infor-
matique dont on dispose.

Les machines de Turing
à la rescousse
Comment H. Zenil a-t-il procédé ? Il a uti-
lisé une machine à calculer aussi primitive
que possible, mais suffisamment puissante
pour que tout programme puisse y être exé-
cuté. Ces « machines de Turing », intro-
duites par Alan Turing en 1936, jouent depuis
un rôle fondamental en informatique théo-
rique et en logique mathématique, car on
n’a pas su faire plus simple et plus géné-
ral pour étudier la notion d’algorithme.

Ces machines constituent un langage de
programmation, parce que décrire une
machine de Turing est équivalent à écrire
un programme informatique. Passer par
ces machines est intéressant pour le cal-
cul de SL(s), car elles permettent une
programmation d’une redoutable efficacité :
des programmes courts mènent des cal-
culs non triviaux (voir la description d’une
machine de Turing sur la figure 3).

Le nombre d’états d’une machine de
Turing détermine son pouvoir de calcul. Les
machines à un état ne peuvent faire que des
calculs simples, par exemple inverser les
0 en 1 et les 1 en 0 d’une séquence qu’on
leur soumet.

Les machines à deux états sont déjà plus
intéressantes. Leur nombre est 10 000 (les
formules compliquées de dénombrements
de ces machines donnent ce résultat et c’est
un hasard qu’il soit un chiffre aussi rond),
ce qui bien sûr ne peut donner accès qu’à
une vue extrêmement sommaire de SL(s).
En faisant fonctionner toutes les machines
de Turing à trois états, les choses devien-
nent plus sérieuses. Ces 7529526 machines
produisent une approximation de SL(s) qui
n’est pas absurde et qui montre qu’on est
sur la bonne voie. Par exemple, parmi
les suites binaires de longueur

U ne machine de Turing est un
mécanisme de calcul qui peut

se trouver dans une série d’états
internes (ici trois états notés A,B, C).
La machine possède une tête de lec-
ture-écriture qui se déplace et modi-
fie une à une les cases d’un ruban
infini (une sorte de mémoire
externe). En fonction de l’état interne
et de ce que la tête de lecture-écri-
ture observe sur le ruban, la machine
décide (en suivant des règles consti-
tuant le programme de la machine
et fixées une fois pour toutes) de
changer ce qui est écrit dans la
case sous sa tête de lecture-écriture
et de se déplacer vers la droite ou
vers la gauche d’une unité en pas-
sant dans un autre état interne. Voici

une machine à trois états A, B, C
possédant un programme de quatre
instructions :

(A, 0 ––> B, 1, droite)
(B, 0 ––> C, 1, gauche)
(C, 1 ––> B, 1, droite)
(B, 1 ––> arrêt)
L’instruction (A, 0 ––> B,1, droite)

signifie que lorsque la machine
est dans l’état A et qu’elle lit un 0,
alors elle passe dans l’état B en rem-
plaçant le 0 par un 1 et se déplace
d’une case vers la droite. Lorsque
l’état dans lequel la machine passe
est l’état arrêt, elle cesse toute
action. La machine donnée en
exemple opère un calcul élémen-
taire : placée sur un ruban infini cou-
vert de 0, elle mène quelques

opérations d’écriture et de dépla-
cements et s’arrête en laissant
...001100...  Cette machine pro-
duit la séquence s = 11. Voyons
le détail des calculs.

A
.......0 0 0 0 0 0 0 0 ...
La machine, dans l’état A, lit

un 0. L’instruction (A, 0––>B,1,droite)
lui indique qu’elle doit changer le
0 en 1, passer dans l’état interne B
et se déplacer vers la droite :

B
... 0 0 0 1 0 0 0 0 ...
L’instruction (B,0––> C,1,gauche)

lui fait écrire un second 1 et la
conduit dans l’état C :

C
... 0 0 0 1 1 0 0 0 ...

L’instruction (C,1––> B,1,droite)
donne maintenant :

B
... 0 0 0 1 1 0 0 0 ...
L’instruction (B, 1 ––> arrêt) fait

cesser toute activité.
La machine a produit la

séquence s = 11 sur les cases qu’elle
a modifiées. Dans l’évaluation, que
l’on fait avec toutes les machines de
Turing à trois états, des complexités
des suites à deux éléments, cette
machine augmentera la probabi-
lité de la séquence binaire 11.

3 .  La  ma c h i n e  d e  Tu r i n g
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six, le calcul de SL(s) mené en faisant
fonctionner toutes les machines de Turing
à trois états et en examinant ce qu’elles pro-
duisent indique que les deux séquences les
plus probables (donc les moins complexes)
sont à égalité 000000 et 111111, ce qu’on
attendait. Viennent ensuite dans l’ordre les
séquences suivantes :

– 000001 à égalité avec 100000,
111110 et 011111 ;

– 000100 à égalité avec 001000, 111011
et 110111 ;

– 001001 à égalité avec 100100, 110110
et 011011 ;

– 010110 à égalité avec 101001, 100101
et 011010.

Un tel classement est assez subtil, mais
naturel : placer un 1 derrière cinq 0 est un
peu plus simple que de placer un 1 avec
trois 0 devant et deux derrière. Si vous en
doutez, comparez la longueur des deux des-
criptions que je viens de formuler :

– « un 1 derrière cinq 0 »
– « un 1 avec trois 0 devant et deux der-

rière ».
Cependant, le classement obtenu avec

les machines de Turing à trois états ne donne
de résultats que pour un petit nombre de
séquences, celles qui sont produites par au
moins une machine. Il y a 128 séquences
différentes ainsi produites. Cela laisse toutes
les autres sans probabilité, ce qui revient
à considérer que ces autres séquences sont
infiniment complexes.

Pour obtenir plus de précision et surtout
pour qu’un plus grand nombre de séquences
soient classées, il faut sauter un pas et faire
fonctionner toutes les 11 019 960 576
machines de Turing à quatre états.

Pour chacune, on doit déterminer ce
qu’elle fait en simulant son fonctionnement.
Il y a deux possibilités : soit la machine
produit une séquence de 0 et de 1 et s’ar-
rête, et alors elle contribuera au calcul de
l’approximation de SL(s) (comme un tirage
de loterie) ; soit elle ne s’arrête jamais et
la machine ne sert à rien. Malgré l’utilisa-
tion de plusieurs astuces pour écourter le
calcul, les programmes de H. Zenil ont dû
fonctionner neuf jours durant, à raison de
plusieurs milliers de machines par seconde,
pour obtenir cette nouvelle version appro-
chée de SL(s).

Calcul colossal 
et castors affairés
Le fait que de nombreuses machines cal-
culent indéfiniment sans jamais rien pro-
duire a pu être maîtrisé grâce à la
connaissance qu’on a du Castor affairé à
quatre états. On dénomme Castor affairé
à n états, la machine de Turing à n états
qui calcule le plus longtemps avant de s’ar-
rêter. Le Castor affairé à trois états calcule
durant 21 étapes et donc, toute machine
ayant trois états calcule moins de 22étapes,
ou alors calcule indéfiniment. Le Castor

affairé à quatre états calcule durant
107 étapes. Le Castor affairé à cinq états
n’a pas encore été identifié avec certi-
tude, mais on pense qu’il calcule durant
47 176 870 étapes.

Comme le Castor affairé à quatre états
calcule 107 étapes, toute machine de Turing
à quatre états qui ne s’est pas arrêtée au
bout de 107 étapes ne s’arrêtera jamais.
Lors du calcul de SL(s), on peut interrompre
le fonctionnement d’une telle machine, puis-
qu’il est certain qu’elle ne produira aucune
séquence. Cette prise en compte est évi-
demment essentielle pour ne pas perdre de
temps en faisant fonctionner inutilement
des machines qui ne contribuent pas au
résultat recherché.

Les résultats obtenus avec les
machines à quatre états concernent cette
fois une volumineuse famille de séquences
binaires. Précisément 1 824 séquences
différentes sont produites par les
machines de Turing à quatre états et ce
sont donc 1 824 séquences dont on a su
évaluer la complexité par utilisation de
l’approximation ainsi calculée de SL(s) et
de la formule – log2 SL(s) qui détermine
leur complexité de Kolmogorov approchée.
Notons que cette complexité de Kolmo-
gorov pour séquences courtes est un
nombre réel pas forcément entier. C’est
en fait un avantage, puisque cela permet
d’avoir un classement plus fin avec moins
d’ex aequo.

4 .  Ta b l ea u  d e  r é s u l ta ts

H ector Zenil a fait fonc-
tionner les 11019960576

machines de Turing à quatre
états et en a déduit, par un
énorme calcul sur ordinateur,
la fréquence des séquences
finies produites. Il a obtenu
des valeurs proches de la
mesure de Solomonoff-Levin
SL(s) reliées à la complexité
de Kolmogorov par la formule
K(s) =–log2SL(s). Puis H.Zenil
a classé par complexité crois-
sante les valeurs approchées
de K(s) des séquences courtes.

0 2,285794
1 2,285794
00 3,287643
01 3,287643
10 3,287643
11 3,287643
000 5,735457
111 5,735457
001 5,791928
011 5,791928
100 5,791928
110 5,791928
010 5,867773
101 5,867773
0000 8,644805

1111 8,644805
0001 9,019632
0111 9,019632
1000 9,019632
1110 9,019632
0101 9,029529
1010 9,029529
0010 9,040613
0100 9,040613
1011 9,040613
1101 9,040613
0110 9,263820
1001 9,263820
0011 9,276355
1100 9,276355

00000 11,791904
11111 11,791904
00001 12,513528
01111 12,513528
10000 12,513528
11110 12,513528
00010 12,554899
01000 12,554899
10111 12,554899
11101 12,554899
00100 12,694473
11011 12,694473
01001 12,755680
01101 12,755680
10010 12,755680

10110 12,755680
01010 12,830138
10101 12,830138
00110 12,946395
01100 12,946395
10011 12,946395
11001 12,946395
00101 12,979816
01011 12,979816
10100 12,979816
11010 12,979816
00011 13,177551
00111 13,177551
11000 13,177551
11100 13,177551
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