monoff-Levin—log,SL(s) estqu'elle donne
ce que nous attendons du classement des
séquences courtes: ainsi, les trois
séquences 0000000,0001000et 1001101
sont classées dans cet ordre. Pour les petites
séquences, cette mesure probabiliste est
stable et conforme a notre idée de la com-
plexité; pour les grandes, elle est, d’apres
le théoréme mentionné, conforme a la
meilleure mesure de complexité unanime-
ment admise, la complexité de Kolmogorov.
Que demander de plus ?

Le calcul de SL(s) s’obtient en faisant
fonctionner un trés grand nombre de pro-
grammes, qui seront soit tirés au hasard,
soit pris dans un ensemble de programmes
énumérés systématiquement (ce qui revient
au méme). En cumulant les résultats, on
obtient expérimentalement un calcul appro-
ché de la distribution SL(s]), donc des
nombres —log, SL(s] donnantla complexité
des petites séquences. Le procédé est le
méme que celui qu'on appliquerait pour éva-
luer siune loterie est truquée ounon:onlan-
ceraitlaloterie untrés grand nombre de fois,
et, a partir des résultats obtenus, on obser-
verait, par exemple, que le 13 sort plus sou-
vent que les autres numéros. A 'aide d'un
grand nombre de tirages, on évaluerait méme
la probabilité de sortie de chaque numéro et
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bien sar, plus le nombre de tirages expéri-
mentaux serait grand, meilleure serait la pré-
cision obtenue pour les probabilités de
chaque numéro.

On comprend cependant les difficul-
tés de la méthode. Pour évaluer expéri-
mentalement les probabilités d’une loterie
a 20 numéros, il faut faire des milliers de
tirages. Pour évaluer le nombre SL(s] pour
les 128 séquences hinaires de sept chiffres
oules 1024 séquences binaires de longueur
dix, il faut faire un nombre de tirages encore
plus massif, et la limite de ce qu’on peut
envisager pratiquement est rapidement
atteinte, quelle que soit la puissance infor-
matique dont on dispose.

Comment H. Zenil a-t-il procédé ? Il a uti-
lisé une machine a calculer aussi primitive
que possible, mais suffisamment puissante
pour que tout programme puisse y étre exé-
cuté. Ces « machines de Turing », intro-
duites parAlan Turing en 1936, jouent depuis
unrole fondamental en informatique théo-
rique et en logique mathématique, car on
n'a pas su faire plus simple et plus géné-
ral pour étudier la notion d’algorithme.

Ces machines constituent un langage de
programmation, parce que décrire une
machine de Turing est équivalent a écrire
un programme informatique. Passer par
ces machines est intéressant pour le cal-
cul de SL(s]), car elles permettent une
programmation d'une redoutable efficacité :
des programmes courts ménent des cal-
culs non triviaux (voir la description d’une
machine de Turing sur la figure 3).

Le nombre d’états d’'une machine de
Turing détermine son pouvoir de calcul. Les
machines a un état ne peuvent faire que des
calculs simples, par exemple inverser les
Oen1letles1en0dune séquence quon
leur soumet.

Les machines a deux états sont déja plus
intéressantes. Leurnombre est 10 000 (les
formules compliquées de dénombrements
de ces machines donnent ce résultat et c'est
un hasard qu'il soit un chiffre aussi rond),
ce qui bien sOr ne peut donner acceés qu’a
une vue extrémement sommaire de SL(s).
En faisant fonctionner toutes les machines
de Turing a trois états, les choses devien-
nent plus sérieuses. Ces 7 529 526 machines
produisent une approximation de SL(s) qui
n'est pas absurde et qui montre qu’on est
sur la bonne voie. Par exemple, parmi
les suites binaires de longueur

ne machine de Turing est un
U mécanisme de calcul qui peut
se trouver dans une série d'états
internes (ici trois états notés A, B, C).
La machine posséde une téte de lec-
ture-écriture qui se déplace et modi-
fie une a une les cases d'un ruban
infini (une sorte de mémoire
externe). En fonction de |'état interne
et de ce que la téte de lecture-écri-
ture observe sur le ruban, la machine
décide (en suivant des regles consti-
tuant le programme de la machine
et fixées une fois pour toutes) de
changer ce qui est écrit dans la
case sous sa téte de lecture-écriture
et de se déplacer vers la droite ou
vers la gauche d'une unité en pas-
sant dans un autre état interne. Voici

une machine a trois états A, B, C
possédant un programme de quatre
instructions:

(A, 0= B, 1, droite)

(B,0— C, 1, gauche)

(C, 1 =B, 1, droite)

(B, 1 — arrét)

Linstruction (A, 0— B, 1, droite)
signifie que lorsque la machine
est dans I'état A et qu'elle lit un 0,
alors elle passe dans I'état B en rem-
plagant le 0 par un 1 et se déplace
d'une case vers la droite. Lorsque
|'état dans lequel la machine passe
est |'état arrét, elle cesse toute
action. La machine donnée en
exemple opére un calcul élémen-
taire: placée sur un ruban infini cou-
vert de 0, elle méne quelques

opérations d'écriture et de dépla-
cements et s'arréte en laissant

...001100... Cette machine pro- °

duit la séquence s = 11. Voyons
le détail des calculs.
A

....... 00000000...

La machine, dans |'état A, lit
un 0. L'instruction (A, 0—B, 1, droite)
lui indique qu'elle doit changer le
0 en 1, passer dans |'état interne B
et se déplacer vers la droite:

B
..00010000...
Linstruction (B, 0— C, 1,gauche)

lui fait écrire un second 1 et la
conduit dans I'état C:
C
..00011000...

Linstruction (C, 1= B, 1, droite)
donne maintenant:

B
..00011000...
Linstruction (B, 1 — arrét) fait

cesser toute activité.

La machine a produit la
séquences =11 surles cases qu'elle
a modifiées. Dans |'évaluation, que
I'on fait avec toutes les machines de
Turing a trois états, des complexités
des suites a deux éléments, cette
machine augmentera la probabi-
lité de la séquence binaire 11.
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00000 coebbedcogeenies

ector Zenil a fait fonc- 0 2,285794 1111 8,644805 00000 11,791904 10110 12,755680

tionnerles 11019960576 1 2,285794 0001 9,019632 11111 11,791904 01010 12,830138
machines de Turing a quatre 00  3,287643 0111 9,019632 00001 12,513528 10101 12,830138
états et en a déduit, par un 01 3,287643 1000 9,019632 01111 12,513528 00110 12,946395
énorme calcul sur ordinateur, 10 3,287643 1110 9,019632 10000 12,513528 01100 12,946395
la fréquence des séquences 1 3,287643 0101 9,029529 11110 12,513528 10011 12,946395
finies produites. Il a obtenu 000  5,735457 1010 9,029529 00010 12,554899 11001 12,946395
des valeurs proches de la 111 5,735457 0010 9,040613 01000 12,554899 00101 12,979816
mesure de Solomonoff-Levin 001  5,791928 0100 9,040613 10111 12,554899 01011 12,979816
SL(s) reliées a la complexité 011 5791928 1011 9,040613 11101 12,554899 10100 12,979816
de Kolmogorov par la formule 100  5,791928 1101 9,040613 00100 12,694473 11010 12,979816
K(s) =—log,SL(s). Puis H.Zenil 110 5791928 0110 9,263820 11011 12,694473 00011 13,177551
a classé par complexité crois- 010 5,867773 1001 9,263820 01001 12,755680 00111 13,177551
sante les valeurs approchées 101 5,867773 0011 9,276355 01101 12,755680 11000 13,177551
deK(s) des séquences courtes. 0000 8,644805 1100 9,276355 10010 12,755680 11100 13,177551

six, le calcul de SL(s) mené en faisant
fonctionner toutes les machines de Turing
atrois états et en examinant ce qu'elles pro-
duisentindique que les deux séquences les
plus probables (donc les moins complexes)
sont a égalité 000000 et 111111, ce qu'on
attendait. Viennent ensuite dans l'ordre les
séquences suivantes:

— 000001 a égalité avec 100000,
111110 et 011111;

—000100 2 égalité avec 001000, 111011
et 110111;

—001001 a égalité avec 100100, 110110
et 011011;

—0101104 égalité avec 101001, 100101
et 011010.

Untel classement est assez subtil, mais
naturel: placer un 1 derriére cing 0 est un
peu plus simple que de placer un 1 avec
trois 0 devant et deux derriere. Si vous en
doutez, comparez lalongueur des deux des-
criptions que je viens de formuler:

—«un 1 derriére cinq 0»

—<«un 1avectrois 0 devant et deuxder-
riere ».

Cependant, le classement obtenu avec
les machines de Turing a trois états ne donne
de résultats que pour un petit nombre de
séquences, celles qui sont produites parau
moins une machine. Il y a 128 séquences
différentes ainsi produites. Cela laisse toutes
les autres sans probabilité, ce qui revient
aconsidérer que ces autres séquences sont
infiniment complexes.
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Pour obtenir plus de précision et surtout
pourqu’un plus grand nombre de séquences
soient classées, il faut sauter un pas et faire
fonctionner toutes les 11 019 960 576
machines de Turing a quatre états.

Pour chacune, on doit déterminer ce
qu’elle fait en simulant son fonctionnement.
Il'y a deux possibilités : soit la machine
produit une séquence de O et de 1 et s’ar-
réte, et alors elle contribuera au calcul de
I'approximation de SL(s) (comme untirage
de loterie) ; soit elle ne s’arréte jamais et
la machine ne sert a rien. Malgré l'utilisa-
tion de plusieurs astuces pour écourter le
calcul, les programmes de H. Zenil ont dd
fonctionner neuf jours durant, a raison de
plusieurs milliers de machines par seconde,
pour obtenir cette nouvelle version appro-
chée de SL(s).

Le fait que de nombreuses machines cal-
culent indéfiniment sans jamais rien pro-
duire a pu étre maitrisé grace a la
connaissance qu'on a du Castor affairé a
quatre états. On dénomme Castor affairé
a n états, la machine de Turing a n états
quicalcule le plus longtemps avant de s’ar-
réter. Le Castor affairé a trois états calcule
durant 21 étapes et donc, toute machine
ayant trois états calcule moins de 22 étapes,
ou alors calcule indéfiniment. Le Castor

affairé a quatre états calcule durant
107 étapes. Le Castor affairé a cinq états
n'a pas encore été identifié avec certi-
tude, mais on pense qu'il calcule durant
47 176 870 étapes.

Comme le Castor affairé a quatre états
calcule 107 étapes, toute machine de Turing
a quatre états qui ne s’est pas arrétée au
bout de 107 étapes ne s’'arrétera jamais.
Lors du calcul de SL(s), on peutinterrompre
le fonctionnement d’une telle machine, puis-
qu'il est certain qu'elle ne produira aucune
séquence. Cette prise en compte est évi-
demment essentielle pour ne pas perdre de
temps en faisant fonctionner inutilement
des machines qui ne contribuent pas au
résultat recherché.

Les résultats obtenus avec les
machines a quatre états concernent cette
fois une volumineuse famille de séquences
binaires. Précisément 1 824 séquences
différentes sont produites par les
machines de Turing a quatre états et ce
sont donc 1 824 séquences dont on a su
évaluer la complexité par utilisation de
Iapproximation ainsi calculée de SL(s] et
de la formule —log, SL(s) qui détermine
leur complexité de Kolmogorov approchée.
Notons que cette complexité de Kolmo-
gorov pour séquences courtes est un
nombre réel pas forcément entier. Cest
en fait un avantage, puisque cela permet
d’avoir un classement plus fin avec moins
d’ex aequo.
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Voici quelques observations sur les résul-
tats obtenus:
— Pour les séquences prises en exemple
au début de I'article, tout se passe bien. La
séquence 0000000 est plus probable que
0001000, qui elle-méme est plus probable
que 1001101. Les complexités déduites des
probabilités pour ces trois séquences
sont conformes a ce que I'intuition exigeait.
— Chaque suite ayant une longueur com-
prise entre 1 et 8 est produite aumoins une
fois etle calcul approché avec les machines
de Turing a quatre états lui attribue une pro-
babilité non nulle, donc une complexité finie.
— Pour les 128 séquences déja classées
parles machines atrois états, le classement
obtenuavec les machines a quatre états reste
le méme, sauf dans 17 cas. En général, les
déplacements opérés entre les deux clas-
sements conduisent a des positions plus
conformes a l'intuition. En considérant des
machines a quatre états, on améliore ce qu'on
avaitobtenuavecles machines a trois états :
clest une validation de la méthode.
—Les séquences produites les plus longues
ont pour longueur 16. En voici une:
1101010101010101. Bien sdr, ce sont des
suites assez peu complexes, car les suites
de longueur 16 les plus complexes ne sont
pas produites par une machine de Turing a
quatre états.
—Engénéral, plusune séquence estlongue,
plus sa complexité est grande, mais ce n'est
pas une régle absolue : par exemple, la
séquence 0000000000 (dix fois le 0) est
évaluée moins complexe que la séquence
de neuf bits 000011100.
— De petites imperfections persistent. En
passant de trois a quatre états, on a nota-
blement progressé, mais pour avoir un clas-
sement parfaitincluant par exemple toutes
les séquences de longueur allant jusqu’a
dix, il faudrait maintenant mener un calcul
complet avec les machines a cinq états, a
la limite de ce qu’on peut envisager aujour-
d’hui. On espére I'entreprendre prochaine-
ment. Bien sdr, il ne correspondra qu’a une
marche de plus dans une quéte infinie.

Pour disposer d'une méthode pratique
qui attribue une complexité a toute séquence
finie, il faut accepter d’associer plusieurs
idées. Trois idées semblent suffire:
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(a) Pour les séquences courtes (jus-
qu’a huit ou dix bits, peut-&tre un peu plus),
la méthode des machines de Turing;

(b) Pour les séquences de longueur
moyenne (de dix bits & quelques cen-
taines de bits) un découpage en tranches
ramenant au cas précédent;

(c] Pour les séquences plus longues,
une méthode a base d’algorithmes de com-
pression.

Le travail est délicat et on tombera sur des
cas ou I'évaluation sera peu satisfaisante.
Mais le principe général semble acquis et
tout n'est plus qu’une question de perfec-
tionnement et d’efforts: prises en compte
de machines de Turing ayant plus d’états;
utilisation simultanée d’une multitude d’al-
gorithmes de compression, etc. Ces efforts
n‘auront jamais de fin, mais nous disposons
maintenant de moyens pour le calcul de la
complexité de Kolmogorov des séquences
binaires de toutes les longueurs, moyens
qu’on adaptera aux séquences plus géné-
rales de chiffres décimaux, de lettres, de
nombres entiers, etc.

Aujourd’hui, une grande variété de
méthodes spécifiques, fondées sur des prin-
cipes particuliers et bien souvent ad hoc
sontutilisées pour calculer et comparer des
complexités d’objets discrets (voir deux
exemples sur la figure 4). C'est le cas en
informatique dans le domaine des algo-
rithmes pour suites pseudo-aléatoires, en
traitement d'images, en génétique, en lin-
guistique, en psychologie, etc. Les avan-
cées du programme de recherche décrit
ici mettront a disposition de tous une
méthode générale de calcul de la complexité
de Kolmogorov qui, en plus d’étre homogene
(carl'unité de mesure est toujours le bit d'in-
formation), sera fondée sur ce qui est
reconnu comme la théorie universelle de
l'information. Cette théorie longtemps consi-
dérée comme inutilisable (du fait de I'exis-
tence de nombreux énoncés indécidables
concernant K(s]) se réveéle au furet 3
mesure des années praticable et utile. Il est
certain pourtant qu'on est loin d'en avoirtiré
toutes les applications possibles.

Jean-Paul DELAHAYE
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de Lille et chercheur
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BIBLIOGRAPHIE

H. Zenil, Pages Internet donnant
acces aux articles cités ci-dessous:
http://www.mathrix.org/zenil/

H. Zenil et J.-P. Delahaye,

An algorithmic information
theoretic approach

to the behaviour of financial
markets, themed issue

on « Nonlinearity, Complexity
and Randomness », Journal
of Economic Surveys, 2011.

H. Zenil, Compression-based
investigation of the dynamical
properties of cellular automata
and other systems, Journal of
Complex Systems, vol. 19(1],2010:
http://arxiv.org/abs/0910.4042

J.-P. Delahaye et H. Zenil, A glance
into the structure of algorithmic
complexity : Numerical evaluation
of the complexity of short strings
by small Turing machines, 2011 :
http://arxiv.org/pdf/1101.4795

J.-P. Delahaye et H. Zenil, On the
algorithmic nature of the world,
dans G. Dodig-Crnkovic

et M. Burgin (éds.), Information
and Computation, World Scientific,
2010.

J.-P. Delahaye et H. Zenil, On the
Kolmogorov-Chaitin complexity
for short sequences, Randomness
and Complexity : From Leibniz to
Chaitin (C.S. Calude, éd.), World
Scientific, pp. 123-130, 2007.

J.-P. Delahaye, Classer musiques,
images, textes et génomes, Pour
la Science, pp.90-95, mars 2004.

87



I REGARDS |

ART & SCIENCE

Le ciel se couvre chez Murillo

Sur plusieurs tableaux peints entre le XVI° et le XVIII® siecle, le bleu est devenu gris.
Dans le pigment utilisé — du smalt—, I'environnement des ions cobalt
a été modifié par la fuite des ions potassium.

Loic MANGIN

e peintre baroque Bartolomé
Esteban Murillo (1617-1682) est,
avec Diego Velazquez, Francisco
de Zurbaran et José de Ribera,
I'un des plus célébres représentants du
Siecle d'or espagnol. Il fut le chef de file de
I’école de Séville, second centre artis-
tique de I'Espagne au XVII® siécle apres
Madrid ou domine Velazquez. Murillo doit
sarenommeée a plusieurs ceuvres reli-
gieuses telle La Vierge du Rosaire, mais sur-
tout a ses représentations de la vie
quotidienne, notamment des portraits de
femmes, de pauvres et de mendiants.

De tels sujets ne sont pas propices aune
débauche de couleurs vives et, de fait,
dans plusieurs tableaux de Murillo, la diver-
sité des couleurs est minimale. Toutefois,
certaines toiles n'étaient peut-étre pasaussi
sombres qu’elles ne I'apparaissent aujour-
d’hui. Ainsien est-il de 'ceuvre Deux Trinités,
conservée a la National Gallery, a Londres
[voir la figure ¢, page ci-contre]. En effet, le
ciel gris, au centre, était au départ plus clé-
ment, cest-a-dire bleu. Comment expliquer
un tel changement ?

Entre le XVI® etle XVIli® siecle, un pigment
bleu souvent utilisé était le smalt. Or celui-
ci est instable et se décolore en quelques
années. Le phénomene était connu dés le
XVII® siécle et était mentionné dans les
traités de peinture, mais son mécanisme
a longtemps résisté aux explications. Une
équipe internationale associant la plate-
forme européenne de recherche sur les
matériaux anciens (IPANEMA), la National
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Gallery et le C2RMF (CNRS/ministére de la
Culture) vient de résoudre I'énigme.

Le smalt était obtenu a partir d'un mine-
rai contenant du cobalt qui était mélangé
adelasilice et a de la potasse pour former
un verre coloré bleu. Celui-ci était ensuite
broyé en une poudre d’'un bleu d’autant plus
intense que les grains étaient fins.

Depuis le Moyen Age, la principale
source du cobalt utilisé dans la préparation

La coordination
tétraédrique
des ions cobalt
n'est plus assurée;
elle devient octaédrique,
et le bleu vire au gris.

du smalt européen était la smaltite, une
variété de skuttérudite. Il s'agit d’'une famille
de minérauxcristallins constitués d’atomes
de cobalt, de nickel et d’arsenic, dont un
gisement important se trouvait pres de la
ville de Skutterud, en Norvége. A partir du
XVI€ siécle, d’autres minerais de cobalt
auraient été ajoutés, tels I'érythrite et la
cobaltite. Que se passe-t-il dans le smalt
une fois qu’il est appliqué sur la toile ?
Plusieurs hypotheses ont été propo-
sées pour expliquer la décoloration, par
exemple une migration des cations cobalt.
Cependant, 'analyse de microéchantillons

(voirlafigure a, ou I'on distingue des grains
plus ou moins préservés] par spectrosco-
pie d’absorption X sur la station expéri-
mentale LUCIA du synchrotron SOLEIL
(CNRS/CEA) a montré que la décoloration
résulte d'un changement d’'environnement
des ions cobalt. Notons que les investiga-
tions ont concerné, outre le Murillo, d’autres
tableaux: deux de Paolo Veronese [Les Dieux
de 'Olympe et La Consécration de Saint-
Nicolas ], un de Frangois Lemoyne (Hercule
tuant Cacus] et enfin, un de Paolo Fiam-
mingo (Paysage avec I'expulsion des Har-
pies]. Voyons en détail le mécanisme.

D’abord, la décoloration du smalt est
corrélée a une perte de potassium, celui-
ci représentant de 12 a 16 pour cent des
échantillons bien préservés contre 1
a2 pour cent dans les plus altérés. Cet
appauvrissement en potassium se tra-
duit par un blanchiment des grains lors-
qu’ils sont observés par spectroscopie X
[voirla figure b]. Une telle fuite est connue
dans les verres ou les ions potassium,
mobiles, sont facilement « lessivés »: ils
sont remplacés par d’autres types d’ions.
Dans la peinture, les ions potassium migre-
raient et s’associeraient avec les acides
gras de I'huile pour former des savons qui
diffusent ensuite vers la surface.

Dans le smalt, les ions cobalt Co?* (les
ions Co®* ne sont pas stables a la tempé-
rature requise pour fondre le verre), forment
des complexes avec quatre ligands.

La couleur bleue du cobalt dans le smalt
est précisément due a cette coordination
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