du Nord). La dépression est une patholo-
gie multifactorielle, associant des causes
génétiques, neurobiologiques, mais aussi
socioculturelles et environnementales.

Des recherches récentes suggerent que
I’alimentation joue un rdle dans certai-
nes formes de dépression. Les enquétes
d’observation montrent que les patients
dépressifs ont des concentrations d’oméga 3
inférieures a la moyenne dans le sang et
le tissu adipeux, et que les symptomes sont
d’autant plus graves que la concentra-
tion en DHA est faible. Pourtant, les étu-
des otil'on a administré des oméga 3 a des
personnes dépressives n’ont pas donné de
résultats concluants en raison de la varia-
bilité des préparations d’oméga 3 utilisées,
des doses et des durées de traitement, mais
aussi de la disparité des sujets étudiés.
En revanche, I’administration de DHA et
d’EPA améliore I'humeur. Des malades
dépressifs résistant aux traitements ont vu
leur état s’améliorer notablement avec
un gramme par jour d'EPA. Toutes ces don-
nées suggerent qu'un apport insuffisant
d’oméga 3 pourrait accroitre la suscepti-
bilité a I'état dépressif.

Quel pourrait étre le lien entre un défi-
cit en oméga 3 et la dépression? Nous
l'avons souligné, le DHA intervient dans
la régulation de nombreux neurotrans-
metteurs, notamment de la sérotonine et
de la dopamine (le systeme monoaminer-
gique), neurotransmetteurs utilisés dans
les traitements antidépresseurs. Ainsi, le
déficit chronique en oméga 3 favoriserait
I'apparition de troubles dépressifs en alté-
rant le fonctionnement des systemes de
neurotransmission. Une autre hypothése
a été proposée pour expliquer le lien
entre oméga 3 et dépression. Le métabo-
lisme des acides gras polyinsaturés serait
perturbé en raison d'une trop faible acti-
vité des enzymes impliquées dans la chaine
métabolique. Ce défaut serait d’origine
génétique. A cela s’ajouterait un apport
insuffisant d’'oméga 3. Ces deux anoma-
lies auraient pour conséquence une pré-
sence insuffisante de DHA dans les
membranes des cellules cérébrales.

Chezla femme enceinte, la concentra-
tion sanguine en DHA et EPA est dimi-
nuée durant le troisiéme trimestre, car,
comme nous l’avons évoqué, c’est la
période correspondant a I'accumulation
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maximale du DHA dans les membranes
cellulaires cérébrales du feetus. La concen-
tration en DHA chez la mére se normali-
serait au bout d’un an. Mais, quand la
concentration en DHA reste trop faible, les
risques d"une dépression post-partum
seraient augmentés. Ces risques seraient
plus grands chez les femmes ayant des
grossesses rapprochées, les stocks mater-
nels de DHA s’épuisant progressivement.
Toutefois, les essais de supplémentation
en DHA (avant ou aprés ’accouchement)
se sont révélés inefficaces dans la pré-
vention de la dépression post-partum.

Toutes ces études suggerent qu'une
altération du métabolisme des oméga 3
ou une insuffisance des apports alimen-
taires de leurs précurseurs augmenterait
la vulnérabilité au stress et a long terme
a la dépression. Inversement, le main-
tien d'un statut optimal des oméga 3, repo-
sant sur une alimentation variée et
équilibrée, favoriserait une bonne gestion
comportementale du stress. D'un point de
vue thérapeutique, ces données ouvrent
d’intéressantes perspectives dans le trai-
tement de la dépression avec 'utilisation
de suppléments riches en oméga 3 et
d’agents pharmacologiques augmentant
la synthese des phospholipides.

Les acides gras sont des constituants
importants de notre alimentation, et ils
jouent unrole essentiel dans I'organisme.
Diverses études ont confirmé que les
oméga 3 réduisent les maladies corona-
riennes et améliorent I'état de certaines
personnes dépressives. D’autres seront
nécessaires pour mieux définir les indica-
tions. Quoi qu'il en soit, pour les person-
nes en bonne santé, il faut privilégier
une alimentation variée, riche en huiles
végétales (colza et noix, entre autres) eten
poisson. Quant aux personnes dépressi-
ves, une alimentation « normale » ne
permettra pas d’atteindre les apports
conseillés pour obtenir des effets théra-
peutiques: au moins 70 grammes de sar-
dine ou 500 grammes de cabillaud par
jour! Dans ces conditions, la prescrip-
tion de capsules d’« oméga 3 thérapeuti-
que » s'impose. Enfin, I'avenir sera sans
doute aux aliments qui seront enrichis
enoméga 3 - par lelin oules microalgues,
par exemple —, et qui deviendront des
substituts potentiels du poisson.
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Des octonions

pour la théorie des cordes

John Baez et John Huerta

nfants, nous avons tous appris a
E manier des nombres. On commence

par compter, puis viennent ’addi-
tion, la soustraction, la multiplication et
enfin la division. Mais les mathématiciens
savent que le systéeme de nombres qu’on
nous enseigne a 1'école n’est qu'une pos-
sibilité parmi bien d’autres. D'autres types
de nombres sont importants pour com-
prendre la géométrie etla physique. L'une
des alternatives les plus étranges est celle
des octonions. Largement négligés depuis
leur découverte en 1843, ils ont au cours
des dernieres décennies pris une impor-
tance étonnante dans la théorie des cordes.
Et de fait, si la théorie des cordes consti-
tue une représentation correcte de 1'Uni-
vers, les octonions pourraient expliquer
pourquoil Univers alenombre de dimen-
sions que lui attribue cette théorie.

Les octonions ne seraient pas le pre-
mier élément de mathématiques pures a
étre utilisé pour mieux comprendre le
monde. Ce ne serait pas non plus le pre-
mier systeme alternatif de nombres a se
révéler utile. Afin de comprendre pour-
quoi, considérons d’abord le jeu de nom-
bres le plus simple, celui des «nombres
réels». L'ensemble de tous les nombres
réels pouvant se représenter sous la forme
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d’une droite (voir I'encadré page73), on peut
dire que I'ensemble des nombres réels est
unidimensionnel. On peut noter de méme
que la droite est unidimensionnelle parce
que, pour en spécifier un point, il suffit
d'un seul nombre réel.

Jusqu’au XVI® siecle, seuls les nombres
réels étaient en lice. Mais a la Renaissance,
des mathématiciens ambitieux ont tenté
de résoudre des équations de plus en plus
compliquées, allant méme jusqu’a orga-
niser des compétitions pour résoudre
les problemes les plus coriaces. Gerolamo
Cardano (ou Jérome Cardan), un mathé-
maticien, médecin, joueur et astrologue
italien, introduisit une sorte d’arme
secrete: laracine carrée de-1. La ot d’au-
tres auraient ergoté, il a osé utiliser ce
nombre mystérieux dans le cadre de cal-
culs plus longs dont les résultats étaient
des nombres réels ordinaires.

Cardan ne savait pas exactement pour-
quoi cette astuce fonctionnait, mais elle
lui donnait les bonnes réponses. Il publia
ses idées en 1545, enclenchant une lon-
gue controverse: la racine carrée de-1
existe-t-elle vraiment, ou ne s’agit-il que

d’une astuce de calcul? Pres de 100 ans
plus tard, le Frangais René Descartes
rendit son verdict en qualifiant d’«ima-
ginaire » cette entité, que I’on nota i.

Néanmoins, les mathématiciens ont
suivi les pas de Cardan et ont commencé
atravailler avec les nombres «complexes»,
c’est-a-dire les nombres de la forme a+bi,
oua et b sont des nombres réels. Vers1806,
le Genevois Jean-Robert Argand répandit
l'idée que les nombres complexes repré-
sentent des points sur un plan. L'idée est
simple: dans a +bi, le nombre a indique
la position horizontale du point corres-
pondant, tandis que le nombre b spécifie
sa position verticale.

On peut ainsi se représenter n'importe
quel nombre complexe comme un point
du plan, mais Argand est allé un peu
plus loin: il a montré que les opérations
arithmétiques (addition, soustraction, mul-
tiplication et division) sur les nombres
complexes peuvent étre interprétées
comme des manipulations géométriques
dans le plan (voir I'encadré page 73).

Presque tout ce quel'on peut faire avec
les nombres réels peut étre fait avec les
nombres complexes. En réalité, la plupart
des méthodes et raisonnements mathé-
matiques fonctionnent mieux avec les
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nombres complexes qu’avec les nom-
bres réels. Cardan s’en était en partie
rendu compte: on sait résoudre davan-
tage d’équations avec les nombres com-
plexes qu’avec les nombres réels.

Si un systéme bidimensionnel de nom-
bres, les nombres complexes, offre une
puissance accrue, qu’en est-il des syste-
mes de dimensionnalité supérieure ? Mal-
heureusement, une simple extension se
révele impossible. Un mathématicien irlan-
dais allait découvrir le secret des systémes
de nombres a dimension supérieure des
décennies plus tard. Et c’est seulement
maintenant, deux siécles apres, que nous
commencons a saisir 1'étendue de leur
puissance.

En 1835, a I'age de 30 ans, le mathémati-
cien et physicien William Rowan Hamil-
ton découvrit comment traiter lesnombres
complexes comme des couples de nom-
bres réels. A 'époque, les mathémati-
ciens écrivaient généralement lesnombres
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complexes sous la forme a+bi introduite
par Argand, mais Hamilton remarqua que
rien ne nous empéche de considérer le nom-
bre a+bi comme une fagon particuliere de
noter le couple (1,b) formé par les deux
nombres réels a et b.

Cette notation permet d’additionner
et de soustraire facilement des nombres
complexes. Il suffit en effet d’addition-
ner ou de soustraire lesnombres occupant
la méme position dans les couples de nom-
bres réels: ainsi, (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d).
Hamilton a également mis au point des
regles légerement plus compliquées pour
multiplier et diviser les nombres com-
plexes de fagon a ce qu'ils conservent la
belle signification géométrique décou-
verte par Argand.

Apres avoir inventé ce systeme algé-
brique pour les nombres complexes, Hamil-
ton essaya durant de nombreuses années
d’inventer une algebre plus vaste, mettant
en ceuvre des triplets quijoueraient unrole
similaire en géométrie tridimensionnelle.
Cetterecherche fut pour lui trés frustrante.
Nl écrivitunjour a son fils: « Tous les matins
[...], lorsque je descendais pour le petit

L’ESSENTIEL

Lensemble
des nombres réels
est de dimension 1, celui
des nombres complexes
est de dimension 2.

On peut aussi
construire des systémes
de nombres de dimension
supérieure. Mais on ne peut
définir de fagon
cohérente une addition,
une multiplication
et une division qu'en
dimensions 4 (quaternions)
et 8 (octonions).

Les octonions
pourraient jouer
unrole clef dans
la théorie des cordes
et dans les symétries
qu’elle fait intervenir.

1. CES DEVELOPPEMENTS portant sur
les octonions, nombres de dimension 8,
conduiront-ils a une meilleure formulation
et compréhension de la théorie des cor-
des ? Les auteurs le pensent.

’1
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déjeuner, ton petit frére William Edwin et
toi me demandiez:* Alors, Papa, est-ce que
tuarrives a multiplier les triplets?* A quoi
j'étais toujours obligé de répondre en
secouant tristement la téte: “Non, je peux
seulement les additionner et les sous-
traire’. » Hamilton ne pouvait pas le savoir
al’époque, mais la tiche qu'il s'était fixée
était mathématiquement impossible.

Hamilton recherchait un systeme tridimen-
sionnel de nombres ol 'on peut ajouter,
soustraire, multiplier et diviser. La divi-
sion est la partie difficile: un systeme de
nombres ol I'on peut diviser (c’est-a-dire
ot1 tout élément non nul a un inverse
pour la multiplication) est ce qu'on appelle
unealgebre de division. Cen’est qu’en 1958
que trois mathématiciens ont prouvé un
fait remarquable soupgonné depuis des
décennies: toute algebre de division doit
étre de dimension 1 (I'algebre des nombres
réels), 2 (les nombres complexes), 4 ou 8.
Pour parvenir a ses fins, Hamilton devait
changer les regles du jeu.

Hamilton lui-méme avait trouvé une
solution le 16 octobre 1843. Il marchait a
Dublin avec sa femme le long du Royal
Canal, en route vers une réunion de1’Aca-
démie royale irlandaise, quand il eut une
révélation soudaine. En dimension 3, on
ne pouvait pas décrire les rotations et
les dilatations a l’aide de trois nombres
seulement. Il fallait un quatriéeme nom-
bre, ce qui donnait lieu a un ensemble
quadridimensionnel de nombres nom-
més quaternions et écrits sous la forme
a+bi+cj+dk. Ici, les «nombres» i, j et k
sont trois différentes racines carrées
de -1 (c’est-a-dire vérifiant i =2 =k?=-1,
voir l'encadré page 74).

Hamilton écrivit plus tard: «]ai sur-
le-champ senti se fermer le circuit galva-
nique de la pensée; et les étincelles qui
s’en sont échappées étaient les équa-
tions fondamentales entre i, j et k, exac-
tement telles que je les ai utilisées depuis. »
Et, remarquable geste de vandalisme
mathématique, il grava ces équations dans
la pierre du pont Brougham. Ces ins-
criptions ont maintenant disparu sous les
graffitis, mais une plaque a été apposée
pour commémorer la découverte.

Il peut sembler étrange que nous ayons
besoin de points d'un espace quadridi-
mensionnel pour décrire des changements

dans l'espace tridimensionnel, mais tel
est bien le cas. Trois nombres servent a
caractériser une rotation dans’espace, ce
quel’on peut aisément comprendre sil’on
s’imagine en train de piloter un avion.
Pour orienter I'appareil, on peut modifier
son assiette (1'angle que fait son axe lon-
gitudinal avec I'horizontale), modifier
sa direction dans le plan horizontal (c’est-
a-dire le faire tourner a droite ou a gau-
che) et, enfin, modifier I'angle des ailes
de l'avion par rapport a I'horizontale. Le
quatriéme nombre dont on a besoin sert
a décrire la dilatation (I’étirement ou le
rétrécissement).

Hamilton passa le reste de sa vie
obsédé par les quaternions, et il leur trouva
de nombreuses utilisations. Aujourd’hui,
dans beaucoup de ces applications, les
quaternions ont été remplacés par des cou-
sins plus simples: les vecteurs, que l'on
peut considérer comme des quaternions
particuliers, delaforme bi+cj+dk (le pre-
mier nombre a vaut simplement zéro). Les
quaternions conservent cependant leur
niche: ils sont efficaces pour représenter
les rotations tridimensionnelles sur ordi-
nateur et interviennent a chaque fois que
cela est nécessaire, des systemes de controle
d’attitude d"un vaisseau spatial au moteur
de rendu d'un jeu vidéo.

Malgré ces applications, nous pour-
rions nous demander ce que sont exacte-
ment j et k étant donné que nous avons
déja défini i comme étant la racine carrée
de -1. Est-ce que ces racines carrées de-1
existent vraiment? Pouvons-nous conti-
nuer a inventer autant de racines carrées
de-1 quil nous plait?

Ces questions ont été posées par un ami
d’études de Hamilton, 'avocat John Gra-
ves, dont I'intérét pour 1'algebre avait été a
l'origine des réflexions de Hamilton sur
lesnombres complexes et les triplets. Le len-
demain méme de cette promenade décisive
a l'automne 1843, Hamilton envoya a Gra-
ves une lettre décrivant sa percée. Graves
répondit neuf jours plus tard et félicita
Hamilton pour 'audace de son idée, mais
il ajoutait: «Il y a quand méme quelque
chose dans le systeme qui me chagrine. Je
ne saisis pas tres bien dans quelle mesure
nous sommes libres de créer arbitrairement
des imaginaires et de les doter de proprié-
tés surnaturelles.» Et il posait la question:
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«Siavec ton alchimie tu peux faire trois livres
d’or, pourquoi devrais-tu en rester 1a? »

Comme Cardan avant lui, Graves mit
ses interrogations de c6té suffisamment
longtemps pour produire lIui-méme un peu
d’or. Le 26 décembre, il écrivit de nouveau
aHamilton pour lui décrire un systéme de
nombres & huit dimensions qu’il nommait
octaves, et quel’on appelle maintenant les
octonions. Mais Graves ne parvint pas a
éveiller I'intérét de Hamilton. Ce dernier
promit de parler des octaves de Graves a
la Société royale irlandaise, ce qui était a
'époque I'une des fagons de rendre publics
desrésultats mathématiques. Mais Hamil-
ton remettait sans cesse a plus tard sa com-
munication, et en 1845 le jeune génie Arthur
Cayley redécouvrit les octonions et coiffa
Graves au poteau de la publication. C'est
pourquoi les octonions portent parfois le
nom de nombres de Cayley.

Pourquoi Hamilton n’aimait-il pas les
octonions ? D"une part, il était obsédé par
ses recherches sur sa propre découverte,
les quaternions. D’autre part, il avait
une raison purement mathématique: les
octonions enfreignent certaines lois che-
res & I'arithmétique.

Les quaternions sont eux-mémes déja
un peu étranges. Quand on multiplie des
nombres réels, peu importe I'ordre dans
lequel on le fait: 2x3 est égal a 3 x 2, par
exemple. La multiplication est «commu-
tative». Il en va de méme avec les nom-
bres complexes. Mais ce n’est pas le cas de
la multiplication des quaternions.

Les quaternions décrivent des rota-
tions en trois dimensions, et I’on sait que
le résultat de plusieurs rotations succes-
sives dépend de I'ordre dans lequel elles
ont été effectuées. Chacun peut le vérifier
(voir I'encadré page75). Prenez un livre,
retournez-le autour de son axe vertical
(vous lisez maintenant la quatriéme de
couverture), et faites-lui faire un quart
de tour dans le sens des aiguilles d"une
montre. Maintenant, effectuez ces deux
opérations dans 1’ordre inverse: faites
d’abord un quart de tour, puis retour-
nez. La position finale est alors 'image
inversée de celle de la premiere procé-
dure. Puisque le résultat dépend de I'or-
dre, la composition des rotations n’est pas
commutative. De méme, la multiplication
des quaternions ne l'est pas.
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NOMBRES REELS ET NOMBRES COMPLEXES

ATécole, on apprend a relier les notions d’addition et de soustraction a des opé-
rations concretes : déplacer des nombres le long de la droite numérique. Ce lien
entre 'algebre et la géométrie se révele trés puissant. Grace a lui, les mathéma-
ticiens peuvent utiliser I'algébre des octonions pour résoudre des problémes dans
des mondes de dimension 8 difficiles a imaginer. Les tableaux ci-dessous mon-
trent comment les opérations arithmétiques ou géométriques sur les nombres
réels s'étendent aux nombres complexes, entités a deux dimensions.

NOMBRES REELS (R)
Addition Soustraction
0+2=2 0-2=-2
-4 -2 0 +2+4 0
-4 -2 0 +2 +4 0

L’addition le long de
la droite des réels
estsimple:on
décale simplement
chaque nombre

La soustraction
fonctionne

de la méme fagon,
mais ici on déplace
les nombres vers

vers la droite de la gauche.
la quantité a ajouter.
NOMBRES COMPLEXES (C)
Addition Soustraction
i+(2+i)=2+2i i—(2+i)=-2+0i
2320 @, :
e )
-2-1_ %t +2 .
i
=2i

Les nombres
complexes ont deux
composantes:

la partie réelle,
mesurée sur l'axe
horizontal, et

la partie imaginaire
(que multiplie /),
mesurée sur 'axe
vertical. Pour ajouter
deux nombres
complexesa etb,
ondécalea

vers la droite

d'une quantité
correspondant
alapartie réelle

de b, etvers le haut
d'une quantité
correspondant
alapartie
imaginaire de b.

De laméme facon,
quand on effectue
la soustractiona—b
de deux nombres
complexes,

on décale a vers

la gauche

de lavaleur

de la partie réelle
de b, et vers le bas
de la valeur

de la partie
imaginaire de b.

Multiplication
2x2=4

0
2OSS. .

Dansla
multiplication par
un nombre a,

on étire la droite
des nombres
d’un facteura.

Multiplication
ix(2i)=-2

/-Q

Comme avec

les nombres réels,
la multiplication
d’'un nombre
complexe a par

un nombre réel
étire le nombre a.
Par ailleurs,

la multiplication dea
pari fait tournera
de 90degrés dans
le sens antihoraire.

Division
2+2=1

7

La division
équivaut
aresserrer
les points sur
la droite des
nombres.

Division
2i+ [2i)=1

)

La division d’un
nombre complexe a
parun nombre
réel k contracte

le nombre a

d’un facteurk,
comme avec

les nombres réels.
La division de a
par i fait tourner

le nombrea

de 90 degrés dans
le sens horaire.
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Les octonions sont bien plus étranges
encore. Non seulement leur multiplication
n’est pas commutative, mais ils contrevien-
nent a une autre loi familiere de I'arith-
métique:1'associativité, c’est-a-dire 1'égalité
(xy)z = x(yz) pour tous x, y et z (la sous-
traction n’est pas associative, mais elle peut
étre vue comme une addition de nom-
bres négatifs, et]'addition est associative).
Mais nous avons I’habitude que la multi-
plication soit associative et la plupart des
mathématiciens ont toujours cette attente,
méme s'ils se sont accoutumés aux opé-
rations non commutatives. Ainsi, la com-
position des rotations est associative, méme
si elle n’est pas commutative.

Le point le plus important était peut-étre
quiln’était pas clair al'époque de Hamil-
ton que les octonions puissent servir a
quelque chose. IIs sont étroitement liés a
la géométrie en dimensions 7 et 8, et on
peut décrire les rotations dans ces espa-
ces multidimensionnels a I'aide de mul-
tiplications d’octonions. Mais pendant
plus d"un siecle, cela est resté un exercice
purement intellectuel. Il a fallu attendre
le développement de la physique des par-

ticules (et la théorie des cordes en parti-
culier) pour voir a quoi pourraient servir
les octonions dans le monde réel.

Dans les années 1970 et 1980, les phy-
siciens théoriciens ont développé une jolie
idée: la supersymétrie (dont on apprit par
la suite qu’elle estnécessaire a la théorie des
cordes). Selon cette idée, 1 Univers présente
aux niveaux les plus fondamentaux une
symétrie entre la matiere élémentaire et
les interactions fondamentales. La matiere
est décrite par des particules (tels 1'électron
ou le proton) nommées fermions, tandis
que les forces fondamentales sont décrites
par des particules (tel le photon, vecteur de
I'interaction électromagnétique) nommées
bosons. La supersymétrie stipule qu’a
chaque particule de matiere (un fermion)
est associé un boson, et qu'a chaque parti-
cule de force est associé un fermion.

La supersymétrie contient également
I'idée que leslois de la physique resteraient
les mémes si nous échangions toutes les
particules de force et de matiere. Imagi-
nez que vous regardiez le monde a tra-
vers un miroir qui, au lieu d’échanger la
droite etla gauche, remplacait chaque par-
ticule de force par une particule de matiere,
et inversement. Si la supersymétrie décrit
vraiment notre Univers, cet univers miroir

se comporterait comme le nétre. Bien que
les chercheurs n’en aient pas encore trouvé
de preuve expérimentale, la supersymétrie
est une idée tellement séduisante et qui a
conduit a des mathématiques tellement
intéressantes que de nombreux physiciens
esperent et croient qu’elle est vraie.

I y a cependant une théorie qui est bien
vérifiée: la mécanique quantique. Et
d’aprés la mécanique quantique, les par-
ticules sont aussi des ondes. Dans la ver-
sion standard a trois dimensions de la
mécanique quantique que les physiciens
utilisent tous lesjours, un type de nombres
(les spineurs) entre dans la description du
comportement ondulatoire des particules
de matiere. Un autre type de nombres (les
vecteurs) permet de décrire le comporte-
ment ondulatoire des particules de force.
Pour comprendre les interactions entre par-
ticules, nous devons combiner les deux
types de nombres a l'aide d'une multipli-
cation bricolée de toutes piéces. Méme si
le systeme que nous utilisons actuellement
semble fonctionner, il est inélégant.
Comme alternative, imaginez un uni-
vers étrange dépourvu de temps, ol seul

LES QUATERNIONS (H)

L'ensemble des quaternions, noté H en I'honneur de Hamilton, leur inven-
teur-découvreur, est I'ensemble de tous les nombres qui s'écrivent sous
laformea +bi +cj+dk, ol a, b, c etd sont des nombres réels. Par défi-
nition, les symboles j, j et k vérifient les égalités suivantes :
i2=j2=k2=—1;
ij=—i=k;jk=—kj=iki=-ik=j.

Cela peut étre résumé par la table de multiplication ci-dessous.
La multiplication de deux quaternions x ety n'est

SLAPEE donc pas, en général, commutative :x y n'est pas
1]1]i]j|k| égalayxpourtousxety.
i|i|-1 —j | Laddition de deux quaternions est définie de
iljl-k[-1]1i f{igon naturellg: '
AREE six=a,+bji+cj+dk et

y=a,+b,i+c,j+dk,alors:
x+y=y+x=(a, +a)+ b, +b)i+(c,+c)j+(d +d)k.

L'ensemble des quaternions peut &tre muni d’une norme (une sorte
de longueur attribuée a chaque nombre). Le carré de la norme de
x=a+bi+cj+dkestainsi le nombre positif ou nul x x* = a% + b + ¢ + 7,
ol x*=a—-bi-cj—dkestle «conjugué» de x.

Les rotations dans |'espace peuvent étre représentées de fagon effi-
cace a |'aide de quaternions. Plus précisément, considérons la rotation
d'angle 2« (dans le sens direct, et compris entre 0 et 277 radians) autour
de I'axe dont le vecteur unité a pour composantes (u,, U, u,). A tout vec-

teur de composantes x, y et z, on associe le quaternion V = xi + yj + zk.
Appliquée au vecteur (ou quaternion) V, la rotation considérée conduit
au quaternion (vecteur) V’ donné par le produit:

V'=q,Vq," ol g, =cosa+sina (u,i+u,j+u,k).

LES OCTONIONS (O)

L'ensemble des octonions, noté O, est celui de tous les nombres qui s"écri-
vent sous la forme:

Xo + XyIy + X0y + X35 + X0y + Xsls + Xglg + X517,

ol X;, X;,..., X, sont des nombres réels et ot les symboles iy, iy, ..., i; véri-
fient la table de multiplication ci-dessous.

On peut voir que cette mul-

A RARA AR RSN tiplication n’est pas associa-
L\ i| i) | iy is| ig| I,| tive. Par exemple, (iyi))ic =iy,
AR IEAEARARA AR allorquuel1 (14/6)=—/3.E!Ien est
i i l=il=tlil=1ilils] bienstrpascommutativenon
2 2 3 1 6 ? 4 5

: : lus, etl'ona:ii=—ii.la
NN EAGARIEARARARA P, . Pq ap,
,, - table de multiplication peut étre
dy | 0y | 0| dg| T, |=1)=0\ |7F, |7i; | entierement caractérisée par
i | 0 |-, |, | 0 | 0|1 || | les égalités:
: AR PR P = il = [ =
i | g |0 |, (=g | i) Ay (=1 |, ;("—j 1_k~T'l _uk_’/'kl.;
i | il=i _ _ ijj =-1,0ul'on anoté i, j,
[ I R G A

et/ au lieu dei,, iy, iy eti,.
Par ailleurs, I'addition est définie comme pour les quaternions et a les
propriétés habituelles.
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existe l'espace. Si cet univers est de dimen-
sion 1, 2, 4 ou 8, les particules de matiere
comme de force seraient des ondes décri-
tes par un seul type de nombres, a savoir
desnombres d"une certaine algebre de divi-
sion, ot 'addition, la soustraction, la mul-
tiplication et la division sont possibles. En
d’autres termes, dans ces dimensions, les
vecteurs et les spineurs coincident: les uns
comme les autres sont simplement des nom-
bres réels, des nombres complexes, des qua-
ternions ou des octonions, respectivement.
La supersymétrie émerge naturellement
et fournit ainsi une description unifiée de
la matiére et des forces. Une simple multi-
plication décrit les interactions, et toutes les
particules (quel que soit leur type) sont décri-
tes a I'aide du méme systeme de nombres.
Mais cet univers-jouet ne peut pas étre
réel, puisque nous devons prendre le temps
en considération. Dans la théorie des cor-
des, cette considération a un effet tres
curieux. A tout instant, une corde est un
objet unidimensionnel, comme une courbe
ou une droite. Mais a mesure que le temps
s'écoule, la corde trace une surface bidimen-
sionnelle. On montre que cette évolution
modifie les dimensions dans lesquelles la
supersymétrie apparait naturellement, en
en ajoutant deux: une pour la corde, et
une pour le temps. Au lieu de supersymé-
trieendimension 1,2,4 ou 8, on obtient une
supersymétrie en dimension 3, 4, 6 ou 10.
Or, comme par hasard, les théori-
ciens des cordes nous disent depuis des
années que seules les versions a dix dimen-
sions de la théorie sont cohérentes. Les
autres sont entachées de défauts nom-
més anomalies: quand on calcule certai-
nes grandeurs de deux facons distinctes,
on obtient des résultats différents. Il n'y
a qu’en dimension 10 que la théorie des
cordes pourrait étre valide. Mais la théo-
rie des cordes a dix dimensions est, comme
nous venons de le voir, la version de la
théorie qui utilise les octonions. Sila théo-
rie des cordes est vraie, les octonions ne
sont donc plus une curiosité inutile; ils
pourraient apporter un éclairage nouveau
sur le fait que la théorie des cordes n’est
cohérente qu’en dimension 10. A dix
dimensions, les particules de matiére et
de force sont représentées par le méme
type de nombres, a savoir les octonions.
Toutefois, ce n’est pas le dernier mot
de I'histoire. Récemment, les physiciens
se sont mis a aller au-dela des cordes et a
considérer les membranes. Par exemple,
une membrane a deux dimensions, ou
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2.DANS LATHEORIE DES CORDES, des cordes
unidimensionnelles décrivent des surfaces
bidimensionnelles au cours du temps. Dans la
théorie M, des membranes bidimensionnelles
décrivent des volumes tridimensionnels. Lajout
de ces dimensions aux huit dimensions des octo-
nions fournit une piste pour expliquer pourquoi
ces théories impliquent 10 ou 11 dimensions.

NON-COMMUTATIVITE

D'ordinaire, on peut multiplier les nom-
bres dans n'importe quel ordre. Par
exemple, 2 x 3 est égal a 3 x 2. Ce
n'est plus le cas dans les systémes
de dimensionnalité supérieure, tels
ceux des quaternions et des octo-
nions, qui sont non commutatifs. Les
quaternions peuvent décrire les rota-
tions en trois dimensions, qui sont
aussi non commutatives : si on fait
tourner successivement un objet tel
qu’un livre autour d’axes différents,
le résultat dépend de l'ordre des rota-
tions. Sur la premiere ligne, on
retourne d’abord le livre verticale-
ment, puis on le fait tourner d’'un quart
de tour: la tranche apparait. Sur la
ligne du bas, on inverse les opéra-
tions, et c’est le dos qui apparait.

Une rotation d’axe horizontal,
suivie d’'une rotation d’axe vertical.

Les deux rotations dans l'ordre inverse.

2-brane, ressemble a tout instant donné a
une nappe. A mesure que le temps passe,
elle décrit un volume tridimensionnel dans
I’espace-temps.

Alors qu’en théorie des cordes, nous
devions ajouter deux dimensions a la
séquence classique 1,2, 4 et 8, il nous faut
maintenant en ajouter trois. Ainsi, quand
nous avons affaire a des membranes, nous
devrions nous attendre a ce que la super-
symétrie émerge naturellement en dimen-
sions4,5,7 et 11. Et comme avec la théorie
des cordes, une surprise nous attendait:
les chercheurs affirment que la théorieM
(ot le «M» correspond entre autres a
«membrane ») nécessite 11 dimensions, ce
qui implique qu’elle fasse naturellement
appel aux octonions. Hélas, personne ne
comprend suffisamment bien la théorieM
pour en écrire les équations fondamenta-
les (leM signifie aussi bien «mystérieuse»!).
Il est difficile de prédire la forme exacte
qu’elle prendra.

A ce stade, insistons sur le fait que la théo-
rie des cordes et la théorieM n’ont pas encore
fait de prédictions que des expériences
pourraient tester. Ce ne sont pour 'ins-
tant que de beaux réves. Notre Univers ne
nous semble pas avoir 10 ou 11 dimensions,
et nous n'avons pas observé de symétrie
entre particules de matiere et particules
d’interaction. David Gross, I'un des prin-
cipaux spécialistes de la théorie des cordes,
estime actuellement a 50 pour cent les chan-
ces de découvrir des preuves de supersy-
métrie au LHC, le grand collisionneur de
hadrons du CERN. Les sceptiques pensent
qu'elles sont beaucoup plus faibles que cela.
L'avenir nous le dira.

Etant donné cette incertitude, nous
sommes encore loin de savoir si les octo-
nions ont une importance fondamentale
pour la compréhension du monde qui nous
entoure, ou s'ils ne sont que de la belle
mathématique. Bien siir, 1a beauté mathé-
matique en soi est un objectif noble, mais
cela serait encore plus merveilleux s'il s'avé-
rait que les octonions font partie intégrante
delanature. Commele prouvent!histoire
des nombres complexes et beaucoup d’au-
tres développements mathématiques, cela
ne serait pas la premiere fois que des inven-
tions purement mathématiques apportent
aux physiciens les outils dont ils auront
ultérieurement besoin.
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Du Trésor américain au projet Manhattan

€n 1943, le Département américain de la Guerre a emprunté 13 000 tonnes d’argent
au gouvernement pour mettre au point la premiére bombe atomique.

Cameron REED

e projet Manhattan — nom de
code du projet américain de
construction d'une bombe atomi-
que pendant la Seconde Guerre
mondiale — présente tous les ingrédients
d’'une superproduction cinématographi-
que : des personnalités hors du commun,
plus de 100 000 seconds réles, une science
d’avant-garde, de 'espionnage et des intri-
gues diplomatiques, le tout sur fond d’un
conflit mondial et de la grave menace que
I'Allemagne nazie soit la premiére a produi-
re 'arme la plus puissante au monde.
Des milliards de dollars ont été investis
dans la construction d’énormes installa-
tions secrétes visanta produire des maté-
riaux pour une arme dévastatrice dont rien
ne garantissait quelle fonctionnerait.
Comme tout scénario bien ficelé, le pro-
jetManhattan comprend aussi des intrigues
secondaires, qui ont suscité moins d’ana-
lyses historiques que les principales impli-
cations scientifiques, techniques, éthiques
et géopolitiques du développement des
armes nucléaires. Cest le cas du programme
Silver. Ce dernier, qui nécessita demprun-
ter 13 000 tonnes d’argent au Trésor amé-
ricain dans le plus grand secret, a pourtant
joué un role essentiel dans la course a la
production des dizaines de kilogrammes
d’'uranium enrichi nécessaires a la fabri-
cation de I'arme de destruction massive.
En 1942, le projet secret du gouverne-
mentaméricain de construire « labombe »
est transmis au Département de la Guerre.
Le principal probléme du nouveau quartier
militaire dédié a ce projet, le MED [Manhat-
tan Engineer District), est de trouver les
moyens de produire suffisamment d’ura-

’6

nium enrichien uranium 235 — 'isotope fis-
sile de 'uranium —pourréaliser une bombe
atomique. Début 1942, seules des quanti-
tés del'ordre du milligramme d’uranium 235
ont étéisolées, etl'onignore siles méthodes
de laboratoire utilisées pourront étre trans-
posées a 'échelle industrielle.

Lune delles, la spectrométrie de masse,
semble particulierement prometteuse:: elle
consiste a séparer les deux isotopes (ura-
nium 235 et 238] contenus dans I'uranium
naturel en fonction de leur masse grace a
un champ électromagnétique. Toutefois,
James Marshall et Kenneth Nichols, les
deux ingénieurs militaires a la téte du pro-
jet, s'apercoivent vite que la production du
champ électromagnétique nécessitera un
grand nombre d’aimants, et donc des quan-
tités considérables de cuivre pour construire
leurs bobinages. Or le cuivre, utilisé dans
les douilles d’obus, est une matiere pre-
miére prioritaire pendant la guerre. Les deux
hommes ont alors 'idée d'utiliser 'argent
comme substitut. Le Congrés a autorisé 'uti-
lisation de 78 000 tonnes d’argent du minis-
tére des Finances a des fins militaires ; en
outre, en employer une partie pourlabombe
éviterait de détourner de grandes quanti-
tés de cuivre — deux énormes atouts pour
préserver le secret autour du projet.

Nichols rencontre le sous-secrétaire
d’Etat aux finances le 3 ao(t 1942, pour se
renseigner sur la possibilité d'emprunter
5000 tonnes d'argent aux caves du Trésor.
Le projet est lancé. Une des premiéres
démarches du colonel Leslie Groves,nommé
directeur militaire du MED en septembre 1942,
estd’acquérirunvaste terrainisolé dans Est
du Tennessee qui répond aux critéres poury

implanter desinstallations d'enrichissement.
L'armée expulse un millier de familles pour
prendre possession d’'une zone de prés de
250 kilomeétres carrés, a une trentaine de kilo-
meétres de Knoxville, pour y établir le site,
nommé Clinton Engineer Works, puis Oak Ridge
apréslaguerre. Cest la que doit étre construite
l'usine de séparation électromagnétique des
isotopes. Sonnom de code: Y-12. lentreprise
est colossale: la construction de Y-12 néces-
site 67 millions d’heures de travail, effectuées
par prés de 20000 employés. Le complexe
compte plus de 200 batiments et emploie
5000 personnes pour lexploitation et la main-
tenance. La plupart nauront aucune idée du
projetauquelils contribuent jusqu’al’annonce
par le président Truman qu'une bombe a été
larguée sur Hiroshima.

Le besoin d'une telle quantité d’argent a Y-12
estune conséquence de la physique qui sous-
tend la spectrométrie de masse. En optique,
la spectrométrie consiste a séparer les dif-
férentes longueurs d’'onde qui constituent la
lumiere a I'aide d’un prisme. De méme, la
spectrométrie de masse sépare les atomes
ou molécules ionisés en fonction de leur
masse, et c’est un champ magnétique qui
joue le réle de prisme. Les spectrométres
de masse utilisés a Oak Ridge — les calu-
trons — sont dérivés du cyclotron, inventé
en 1931 par le physicien américain Ernest
Lawrence et pourlequelil regut e prix Nobel.

Le dispositif original de Lawrence n'avait
aucunrapportavec I'enrichissement de l'ura-
nium. lIT'avait inventé en réponse a une crise
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