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Regards
=

construit a partir de la structure des deux
séquences, et qu'iln'ya pas de force propre
a une séquence indépendante des com-
pétitions a laquelle on la soumet.
Connaitre la fréquence de survenue d'une
séquence S, et son temps moyen d’attente
ne suffit pas pour prédire sa force quand elle
sera confrontée une autre séquence S,, car
cette force se décide face a S, et est spéci-
fique de la compétition particuliére S,
contre S,, contrairement a ce que notre juge-
ment premier nous faisait croire. Lexplication
de l'inadéquation de nos appréciations spon-
tanées estsans doute arechercherdans l'ex-
périence que nous avons des nombreuses
situations ou la force d’'un concurrent dans

3. La non-transitivité de la relation de force

‘examen des quatre graphes d'états corres-
L pondant aux compétitions PPF—PFF, PFF—FFP,
FFP—FPP et FPP—PPF indique qu'a chaque confron-
tation, la premiére séquence bat la seconde: nous
avons donc un cycle paradoxal.

Le 2/3 en faveur de PPF contre PFF se justi-
fie de la maniere suivante en utilisant la méthode
du graphe d'états. Au départ, on place 1 sur le
nceud Rien. On suit ce que devient ce 1, lancer
aprés lancer. Malgré la fleche du nceud Rien
vers lui-méme, toute la probabilité 1 se retrouve
a la limite sur le nceud P. Celui-ci distribue 1/2 a
PP qui finit par I'envoyer sur PPF. Le nceud P dis-
tribue aussi 1/2 a PF, qui en envoie la moitié (c'est-
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a-dire 1/4) a PFF. Le 1/4 que PF renvoie a P sera
renvoyé pour moitié (1/8) a PP et pour moitié a
PF, qui en enverra la moitié a PFF (1/16), etc. Le
noeud PFF au total recevradonc 1/4 +1/16 + 1/64
+... = 1/3 (somme des termes d'une suite géo-
métrique). Bien siir tout le reste, c'est-a-dire 2/3,
arrive sur PPF.

Le résultat 3/4 en faveur de PFF quand il est
opposé a FFP est plus facile encore a justifier,
puisque le nceud FF ne regoit que 1/4 en tout.

Les deux autres graphes d'états sont iden-
tiques aux deux premiers a des changements de
noms pres, et donc se raménent aux deux pre-
miers. Le cycle est entierement justifié.
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150 Logique & calcul

une compétition provient d'une aptitude qu'il
posséde en propre (par exemple, en course
a pied, son aptitude a aller vite] et qui n'est
pas liée aux adversaires qu'il affronte.

Mener le calcul pour savoir qui gagne
est un travail délicat par la méthode des
graphes d’états. Peut-on arriver au résul-
tat plus rapidement ? Un algorithme mira-
culeux de John Conway détermine le temps
moyen d’attente d’'une séquence et la pro-
babilité de gagner d'une séquence par rap-
port & une autre (voir I'encadré 4).

On ne comprend pas pourquoi l'algorithme
de Conway, d'une simplicité déroutante,
donne la bonne réponse ... comme bien
d’autres résultats de J. Conway. Ce mathé-
maticien n'a jamais publié la preuve que
son algorithme calcule convenablement (cela
ne signifie pas qu'il n'en connaissait pas).
Des démonstrations ont été publiées, dont
aucune n'est simple. Nous disposons, grace
au génie de J. Conway, d'un procédé assez
rapide pour savoir qui gagne dans une com-
pétition a deux et les temps moyens d’at-
tente. Toutefois, a ma connaissance, il nexiste
pas d'algorithme équivalent pour savoir qui
gagne dans une compétition entre trois
séquences ou plus.

Avec les suites de P ou F, on peut jouer ou
parier. Laméthode consistant a proposerla
séquence perdante (par exemple FF) alors
que vous vous réservez la bonne (PF) risque
de susciter la méfiance. Mieux vaut laisser
choisir une séquence, puis choisir ensuite
une autre séquence de méme longueur qui
vous fera gagner.

Comment, face a une séquence S don-
née, déterminerune séquence quibatte S?
Un examen systématique de toutes les
séquences et la comparaison de chaque
possibilité avec'algorithme de Conway don-
nerait le résultat. De téte, le calcul serait
compliqué, voire impossible, si le premier
joueura choisiune séquence de plus de dix
piles ou faces. Apprendre par cceur le tableau
des probabilités de gains (calculé alavance)
n'est pas plus envisageable, méme en se
limitant aux séquences de taille inférieure
acing. Comment s’y prendre ?
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ohn Conway a concu un algorithme qui,
J sans utiliser la méthode des graphes d'états,
indique le résultat des confrontations d'une
séquence contre une autre et cela quelles que
soient leurs complexités et leurs longueurs.
Considérons par exemple les séquences
A = PFPP et B = PPFF.

Plagons A au-dessus de B:

A PFPP

B PPFF
Si les séquences coincident, écrivons 1 sur les
séquences; sinon, écrivons 0, comme c'est le
casici:

0

A PFPP

B PPFF
Comparons maintenant les trois derniers sym-
boles de la premiére séquence (FPP) avec les trois
premiers de la seconde (PPF). Si ces sous-
séquences coincident, on ajoute un 1, sinonun 0:

00

A PFPP

B PPFF
On compare les deux derniers symboles (PP) de

la premiére séquence avec les deux premiers de
la seconde (PP), etc. Nous obtenons finalement:
0011 =3

A PFPP

B PPFF,
la suite de 0 et de 1 étant lue comme un entier
en base 2. C'est la clef de A par rapport a B; on
la note Clef(A, B). Ici, Clef(A, B) = 3. Le rap-
port de la probabilité que B gagne sur la pro-
babilité que A gagne est alors donné par:
[Clef(A, A) - Clef(A, B))/[Clef(B, B)-Clef(B, A)].
L'application de Ialgorithme de Conway donne:

0011 =3 1001 =9 0000=0 1000=38
APFPP  APFPP  BPPFF B PPFF
BPPFF  APFPP  APFPP B PPFF

Clef(A, A) — Clef(A, B)) =6
Clef(B, B) — Clef(B, A))= 8.

Ainsi, B = PPFF gagne six fois quand A=PFPP
gagne huit fois. Autrement dit, la probabilité
de gain de A contre B est: 8/(6 + 8) = 4/7

Autre exemple: A= PFP, B= PPF.

001=1 101=5 010=2 100=4
A PFP A PFP B PPF B PPF
B PPF A PFP A PFP B PPF

Clef(A, A) — Clef(A, B)) =4
Clef (B, B) — Clef(B, A))= 2.

Donc B = PPF gagne quatre fois quand
A = PFP gagne deux fois. Dit autrement, la pro-
babilité de gain de A contre Best: 2/(2 + 4) =1/3.

Le fait que cet algorithme fonctionne cor-
rectement est bien sir difficile a démontrer, mais
cela a été fait de plusieurs maniéres.

Autre miracle de I'algorithme de Conway:
le nombre 2 Clef(A, A) est le temps moyen d'at-
tente de la séquence A. Cela permet de vérifier
les résultats de I'encadré 1, qui indiquaient que
le temps moyen d'attente de FF est 6 et que celui
de PF est 4.

John Conway présentant
un théoreme de topologie.

Sous sa forme la plus générale, le pro-
bléme n’a été résolu qu’en 2006 par Daniel
Felix, de 'Université de Californie a San Diego.
Cependant, la régle qu'il a trouvée (et qui
vautméme sion remplace la piece de mon-
naie par un dé a k faces) est trop com-
plexe pour étre décrite ici. Heureusement,
laregle suivante, proposée par Mark Andrews
en 2004, méme si elle ne donne pas la
meilleure probabilité de gain possible,
marche trés bien et s’applique de téte:

Faceaune séquence Schoisie parle pre-
mier joueur, prenez, pour le premier élément
de votre séquence S, le deuxieme élément
de S en I'«inversant », puis faites suivre ce
premier élément par la séquence S sans son
dernier élément. Si par exemple votre adver-
saire choisit S = PPFPFPPF, vous repérez le
deuxiéme élément de sa séquence, P, vous
I'«inversez » et obtenez F, que vous faites
suivre de la suite de 'adversaire sans le der-
nier F, ce qui vous donne S’ = FPPFPFPP. Lal-
gorithme de Conway indique que vous
gagnerez alors avec une probabilité de
123/188=65,42, soit presque 2/3. Leonidas
Guibas et Andrew Odlyzko ont établi que la
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meilleure fagon de répliquer au choix du pre-
mier joueur ne peut étre que la séquence
donnée par la méthode de M. Andrews, ou
laméme séquence dont le premier symbole
estinversé. De plus, quelle que soit la fagon
dont joue le premier joueur, pour toute
séquence de longueur au moins trois, il existe
une fagon de lui répliquer qui donne au
second joueur une probabilité de gagner
supérieure a 9/14 = 0,6428.

Notre intuition des problemes probabi-
listes est souvent dans l'erreur, carelle géné-
ralise de fagon précipitée certaines regles
habituellement valides, mais ayant des
exceptions, comme celle indiquant que la
force d'un joueur a un jeu est une propriété
indépendante de 'adversaire. Notre intui-
tion manque de finesse en confondant le
gagnant d’'une compétition entre deux
séquences et la séquence ayant le plus court
temps d’attente moyen. Le travail du mathé-
maticien consiste alors a déméler la confu-
sion qui résulte des fausses évidences du
bon sens, et a montrer que |a ol I'on voyait
un paradoxe ne régne en définitive qu’'un
peu de subtilité mathématique.
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Petite goutte deviendra grande

Pour devenir de la pluie, I'eau des nuages doit former des gouttes
de taille millimétrique. Cette croissance, moins aisée qu’il n’y parait,
conjugue plusieurs phénoménes.

Jean-Michel COURTY et Edouard KIERLIK

’horizon dégagé se couvre brus-
quement, un cumulonimbus
envahit le ciel et, une demi-
heure plus tard, tombe une
averse drue. Comment la vapeur d’eau de
I’'atmosphére a-t-elle pu se transfor-
mer en pluie en un si court laps de
temps ? Ce processus apparemment
simple nécessite I'enchainement de
plusieurs phénomeénes physiques,
de la naissance d’une gouttelette

micrométrique jusqu’a ce que sa 0°c

taille atteigne le millimétre. Pour

o 0°0 0 0%0 0
comprendre comment un milliard & o g o il O Lok de gouttes,
de milliards de molécules d’eau se & S5 u Qs U‘-’ o ‘-Jud GO0 gpEe
regroupent, prenons un peu d’air Hygrométrie © L O L.) (] ._J I
automnalhumide etsuivons-ledans ~ de100% — e L e L
son périple. =y P'”'e e
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Pour que de la pluie tombe, il faut d’abord
que se forme un nuage, constitué d'un
brouillard de fines gouttelettes d’eau. La
condition nécessaire est que I'air ait une
teneur en eau suffisante, c'est-a-dire qu'il
soit sursaturé: il contient alors plus de vapeur
d’eau qu'une valeur seuil, dépendant de la
température. A 5 °C, cette quantité est de
l'ordre de sept grammes par metre cube. On
ditalors que le degré d’hygrométrie atteint
100 pour cent. Mais cette condition nest pas
suffisante, car'humidité peut dépasser cette
valeur sans que ne se forme de nuage.
Pourquoi ? Tout d’abord, parce que
lorsque les molécules d’eau sont peu nom-
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breuses a s’étre agrégées, I'énergie appor-
tée parune molécule quise colle ala gout-
telette naissante échauffe souvent assez
cette derniére pour qu’une autre molécule

- Naissance de cristaux
de glace et croissance
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1.LABASE D’'UN NUAGE CORRESPOND aral-
titude a partir de laquelle I'air est en sursatu-
ration (degré d’hydrométrie supérieur a
100 pour cent). Dans la partie basse du nuage,
des gouttelettes naissent sur des noyaux de
condensation et croissent trés lentement. Quand
leur taille est suffisante, elles tombent assez
vite pour agglomérer au passage des goutte-
lettes plus petites, ce qui les fait grossir encore
plus et tomber en pluie (& gauche sur le des-
sin]. Dans la partie haute du nuage (& droite
surle dessin], ol latempérature est inférieure
a 0°C, ce sont des cristaux de glace qui nais-
sent et croissent aux dépens des gouttes par
un effet dit Bergeron. Au-dessous de 0 °C, les
cristaux fondent et deviennent de la pluie comme
dans la situation précédente.

s’échappe; dans une grosse goutte, cette
énergie se répartit entre toutes les molé-
cules présentes et a un effet relativement
faible. Ensuite, parce que I’énergie qui
maintient une molécule liée a une micro-
gouttelette est d’autant plus faible
que la goutte est petite ; il est plus
aisé pour une molécule d'eau de
s’échapper de l'attraction exer-
cée par quelques-unes de ses
semblables, que d'une gouttelette
plus grosse.

Cela signifie que pour une
teneur donnée en vapeur deau, il
existe une taille critique pour
laquelle les gouttelettes plus
petites s’évaporent, tandis que les
plus grosses vont continuer de
grossir: c'estlataille pourlaquelle
le nombre de molécules d’eau

qui s’échappent a chaque instant
du noyau de condensation est égal

au nombre de celles qui se condensent a
partir de 'air environnant. Pour une humi-
dité de 102 pour cent, les microgouttelettes
sont stables des que leur rayon dépasse
0,06 micromeétre, ce qui correspond a
quelques dizaines de millions de molécules.
Il est fort peu probable que les colli-
sions aléatoires des molécules d’eau puis-
sent engendrer un tel monstre a I'échelle
moléculaire. Heureusement, 'atmospheére
contient des particules solides ou liquides
en suspension. Rapidement gorgées ou
recouvertes d’eau, dont elles sont avides,
elles jouent alors le réle de noyau de
condensation pour les molécules envi-
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