INCOMPATIBILITE SANGUINE ET GROSSESSE

‘incompatibilité sanguine
L se manifeste pendant une
grossesse, quand les globules
rouges de la mére ne portent
pas les mémes antigénes que
ceux de son foetus. Les anti-
genes de globules rouges sont
au nombre de trois, A, B et D
(le marqueur Rhésus).

Prenons I'exemple de I'in-
compatibilité Rhésus, la plus
grave.Si une mere a un Rhésus

les rouges feetaux passent dans
le sang de la mére au niveau
du placenta. Toutefois, pendant
le travail de I'accouchement et
la délivrance, des globules rou-
ges foetaux peuvent circuler
dans le sang de la mére, qui
s'immunise donc contre les an-
tigenes D et fabrique des anti-
corps anti-antigéne D.

Lors d'une deuxiéme gros-
sesse, i le foetus est aussi Rhé-

sus positif, le systéme immu-
nitaire de la mére reconnait
le sang du foetus comme étran-
ger et peut détruire ses glo-
bules rouges. Ce qui engen-
dre des pathologies graves.
Mais en général, dans les
72 heures qui ont suivi le pre-
mier accouchement, on a vé-
rifié le sang de la mére et on
lui ainjecté des anticorps anti-
antigéne D; ces derniers dé-

négatif (15 pour cent des in-
dividus), ses globules rouges
ne portent pas |'antigéne D. Or
si elle a un enfant avec un
pére de Rhésus positif, le foetus
peut avoir le méme Rhésus que
le pére. Alors les globules rou-
ges du feetus — portant I'anti-
géne D — sont considérés
comme étrangers par |'orga-
nisme de la mére, qui peut pro-
duire des anticorps contre les
globules rouges de I'enfant.
Heureusement, peu de globu-

s
5
=
3
g
s
g
=
=
3
=
S
8
=
S
H
&
€}

truisent les globules rouges
foetaux qui seraient passés
dans son sang. Ainsi, la mére
n‘a pas eu le temps de déve-
lopper une réaction immuni-
taire, et sa deuxiéme grossesse
se déroule comme la premiére.
L'incompatibilité est sembla-
ble avec les autres antigénes
sanguins, par exemple quand
une mére de groupe O (ses glo-
bules rouges ne portent nil'an-
tigene Anil'antigéne B) attend
un enfant de groupe A ou B.

de cellules provenant d'un autre orga-
nisme. La grossesse est la principale cir-
constance ot apparait un microchimérisme.
Un double trafic s'installe: de la mére vers
le foetus et du feetus vers la mere. Et cela se
produit sans que le systéme immunitaire
de I'un ne réagisse aux cellules de l'autre.

Pour I’étudier, nous avons choisi une
pathologie de la femme enceinte, les érup-
tions polymorphes de la grossesse (qui
concernent environ quatre pour cent des
femmes enceintes). Des dermatoses, ¢’est-
a-dire des lésions de la peau, se dévelop-
pent sur I'abdomen autour du nombril
durant le troisieme trimestre de la gros-
sesse, période ol le microchimérisme feetal
estle plus important. On ignore les méca-
nismes de ces éruptions.

En 1998, nous avons trouvé des cel-
lules fcetales dans des prélevements de
lésions cutanées de femmes enceintes. Puis
nous avons cherché'expression des molé-
cules HLA-G dans la peau de ces patien-
tes, dans celle de femmes enceintes non
atteintes, et dans la peau de femmes non
enceintes. La peau des femmes ne contient
des HLA-G que pendant la grossesse.

Des cellules feetales exprimant les anti-
genes HLA-G sont donc présentes dans la
peau de femmes enceintes et il y en a
sans doute ailleurs dans1'organisme de la
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meére. On sait méme que ces cellules exis-
tent encore dans la peau de la mére 27 ans
apres I'accouchement. La mere conserve
toute sa vie des cellules de ses enfants.

Qui plus est, des acteurs autres que
les HLA-G participeraient a la tolérance
immunitaire qui s’établit entre la mére
et le feetus. Par exemple, des lymphocy-
tes T régulateurs apparaissent chez le
foetus quelques semaines apres la fécon-
dation; ces derniers inhibent des cellules
tueuses feetales qui détruiraient les cel-
lules de la mere circulant dans le feetus.
Toutefois, ces facteurs n’apparaissent qu’a
une certaine période de la grossesse et
pendant un temps limité; ils ne sont pas
indispensables a la grossesse, car leur
absence ne provoque pas forcément
d’avortement. Seuls les HLA-G sont néces-
saires au bon déroulement d'une gros-
sesse pendant neuf mois.

Ainsi, la communauté internationale
s’accorde sur le role clé des HLA-G dans
la tolérance foeto-maternelle. IIs met-
tent en veille certaines réactions immu-
nitaires - les réactions de rejet — et
permettent ainsi a la mere de tolérer 1'en-
fant qu’elle porte. En plus de leurs pro-
priétés inhibitrices vis-a-vis des cellules
immunitaires, les HLA-G participent a
la production de lymphocytes T régula-

teurs qui mettent en place un environne-
ment de tolérance pendant la grossesse.
Depuis que nous avons mis en évidence
le role des HLA-G dans la tolérance feeto-
maternelle, plusieurs applications en méde-
cine ont vulejour. Lorsqu'une fécondation
in vitro est réalisée, les médecins peuvent
prédire la réussite de I'implantation de
I'ceuf selon la quantité de HLA-G solubles
quil produit. Plusl’ceuf sécréte de HLA-G,
plus ses chances d'implantation dans 1'uté-
rus sont élevées. A chaque intervention,
les médecins peuvent aussi ajuster le nom-
bre d’ceufs insérés dans 1"utérus selon ce
parametre. En outre, on espére dévelop-
per des traitements qui augmentent la
sécrétion des HLA-G. Par exemple, certai-
nes molécules immunitaires solubles, les
interleukines et les cytokines, favorisent la
production des HLA-G dans des cellulesne
les exprimant pas ou peu. Elles pourraient
améliorer les fécondations in vitro.

Thérapies et HLA-G

Par ailleurs, bien que I'expression des pro-
téines HLA-G soit éteinte dansla plupart des
tissus del’organisme apres la naissance, ces
antigenes favoriseraient la transplantation
d’organes. En 2000, en collaboration avec
le chirurgien cardiaque Alain Carpentier,
nous avons mis en évidencel'expression de
la protéine HLA-G dans un cceur transplanté.
Et nous avons montré que cette expres-
sion diminue considérablement le nombre
derejets. En outre, en 2010, lors d"une greffe
de rein, nous avons constaté que la survie
du greffon était meilleure quand nous sti-
mulions la sécrétion des molécules HLA-G.

Malheureusement, les antigenes HLA-G
sont aussi exprimés par les cellules tumo-
rales: ils les protégent du systéme de
défense de I'hote. Nous savons d’ailleurs
que presque toutes les cellules cancéreu-
ses expriment des molécules HLA-G, ainsi
que les cellules de leur environnement pro-
che (les tissus du malade). Le dosage
des HLA-G permet désormais de suivre
I’évolution tumorale. De plus, on étudie
aujourd hui la possibilité de bloquer I'ex-
pression de ces molécules dans les cellu-
les tumorales avec des anticorps.

Les antigenes HLA-G sont donc des
molécules de tolérance dans le groupe
des HLA. Bien qu’ils soient surtout pro-
duits par des cellules feetales, ils peuvent
s’exprimer chez I'adulte dans certaines
pathologies, inflammatoires ou tumora-
les par exemple. |
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Carl Einstein
et les primitivismes

Coordonné par Isabelle Kalinowski
et Maria Stavrinaki

A la fois intellectuel et activiste,
théoricien de lart de son temps
et des cultures du lointain, roman-
cier et historien, Carl Einstein joua
un réle décisif dans I'histoire des
idées du XX® siécle, au croisement
de l'ethnologie, de la psychanalyse
Eiid et de la philosophie. Cet intellectuel
T allemand qui fut I'un des fondateurs
de Documents, a passé plusieurs an-
EI " St el . nées de sa vie en France avant de
s'engager dans la guerre d'Espagne.
et les primitivisr Le numéro que lui consacre la re-
¥ vue Gradhiva présente toutes les
% £ ' facettes de cette figure fascinante
qui incarne les plus grandes ambi-
tions et tourments intellectuels de
son epoque, proposant également
plusieurs textes inédits de lauteur
sur lart des avant-gardes, l'ethno-
logie ou la politique. Résolument
international et interdisciplinaire,
ce numéro de Gradhiva propose des
regards nouveaux sur les construc-
tions esthétiques d'Einstein, sur
ses conceptions politiques, de la
Grande Guerre jusqu'a la montée
des fascismes, ainsi que sur ses
expériences littéraires aujourd’hui
encore méconnues.
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Mathématiques

Les méthodes

de Monte Carlo font
intervenir des nombres
pseudo-aléatoires
pour effectuer de lourds
calculs numériques.
Mais des nombres

dits quasi-aléatoires,
ou le hasard a moins
de place, se révelent
parfois plus efficaces.

Excursions g

u début des années 1990, Spassi-
A mir Paskov, étudiant en these a

"'Université Columbia, commencait
a analyser un instrument financier exoti-
que nommé CMO (Collateralized Mortgage
Obligation, obligation garantie par une
hypotheque) introduit par labanque d'in-
vestissements Goldman Sachs. Il cherchaita
estimer la valeur actuelle d'un CMO, d"apres
les possibles encaissements a venir cor-
respondant a des milliers d’emprunts-
logement sur 30 ans. Il ne s’agissait pas
simplement d"appliquer la formule usuelle
pour les intéréts composés. Beaucoup d’em-
prunts-logement sont liquidés en avance
quand le logement est vendu ou refinancé;
certains emprunts ne sont pas honorés;
les taux d'intérét montent et baissent. Ainsi,
la valeur actuelle d'un CMO sur 30 ans
dépend de 360 (30 x 12) flux de trésorerie
mensuels incertains et interdépendants. I1
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s’agissait donc plutot d’évaluer une inté-
grale dans un espace a 360 dimensions.

Il n'y avait aucun espoir de faire une
évaluation exacte. S. Paskov et son direc-
teur de these, Joseph Traub, ont décidé
d’essayer une technique d’approximation
quelque peu obscure, la méthode de
«quasi-Monte Carlo». Un calcul de Monte
Carlo ordinaire prend des échantillons
aléatoires dans l’ensemble de toutes les
solutions possibles. La variante «quasi»
effectue un échantillonnage d"un type dif-
férent, non aléatoire, mais pas tout a fait
régulier non plus. S. Paskov et ]. Traub ont
trouvé que certains de leurs programmes
de quasi-Monte Carlo tournent mieux et
plus vite que la technique classique. Leur
découverte permettrait a un banquier ou
un investisseur d’estimer la valeur d'un
CMO en quelques minutes de calcul seu-
lement, au lieu de plusieurs heures.

Cela ferait une belle histoire si l’on
pouvait alors raconter que la période
«d’exubérance irrationnelle» qui a suivi
sur les marchés financiers (la frénésie
des transactions de produits dérivés com-
plexes, et le triste cortege de crise, effon-
drement, récession, chdmage) avait pour
origine une innovation mathématique
dansI'évaluation des intégrales de dimen-
sion élevée. Mais ce n’est pas le cas; il y
avait d’autres causes a cette folie.

Cependant, les travaux de S. Paskov et
J. Traub ont bien eu un effet: ils ont suscité
un extraordinaire regain d'intérét pour la
méthode de quasi-Monte Carlo. Des résul-
tats théoriques antérieurs avaient suggéré
que lesmodeles de quasi-Monte Carlo com-
menceraient a s’essouffler quand le nom-
bre de dimensions dépasserait une dizaine
ou une vingtaine, en tout cas longtemps
avant d’atteindre 360. Aussi le succes de
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l'expérience a-t-il été une surprise, que les
mathématiciens ont essayé d’expliquer tant
bien que mal. Une question clef est de savoir
silaméme approche fonctionnera pour d'au-
tres problémes.

Tout cela met en lumieére le role curieu-
sement ambivalent du hasard en informa-
tique. Les algorithmes sont par définition
strictement déterministes, et pourtant beau-
coup d’entre eux exploitent une petite dose
de hasard: la possibilité, de temps a autre,
de faire un choix en tirant a pile ou face.

V4 °
Pseudo-aleatoire
ou quasi-aléatoire ?
En pratique, cependant, les nombres aléa-
toires fournis aux programmes informati-
ques ne sontjamais vraiment aléatoires. Ils
sont pseudo-aléatoires — ce sont des faux
astucieux, qui semblent aléatoires et qui
passent les tests statistiques, mais qui
sontissus d une source déterministe. Chose
curieuse, les faux nombres aléatoires sem-
blent fonctionner trés bien, en tout cas pour

la plupart des taches.
Les nombres quasi-aléatoires vont un
pas plus loin. Ils ne font méme pas l'effort

ficie de la feuille et celle du panneau. Si
I'on convient que l'aire du panneau est
égale a 1, I'aire estimée de la feuille sera
donc égale an/N.

Lancer des fléchettes au hasard estnon
seulement difficile, mais aussi dangereux.
Mieux vaut remplacer ces projectiles par
des points et laisser I'ordinateur se char-
ger de les parsemer au hasard. La mesure
est alors facile, et I'expérience fonctionne
remarquablement bien.

Jai cueilli une feuille d"érable, jel'ai pho-
tographiée etj’ai placé son image verte sur
un champ carré de 1024 x 1024 pixels blancs.
J'ai alors écrit un programme qui jette
1024 points aléatoires (en fait des points
pseudo-aléatoires) sur I'image numérisée.
La premiere fois que jai fait tourner le
programme, 429 des 1024 points sont tom-
bés sur la feuille, d’ot1 une superficie esti-
mée de 0,4189. La superficie réelle, définie
par comptage des pixels verts, était de 0,4185.
L’approximation des points aléatoires
était meilleure que ce a quoi je m’'attendais
(un coup de chance, mais rien d’extraordi-
naire cependant). Quand j'ai répété 1'expé-
rience un millier de fois, 1’estimation
moyenne de la superficie de la feuille était

leatoires

de se faire passer pour aléatoires. Et pour-
tant, ils semblent eux aussi trés efficaces
dans de nombreux cas ot1 I'on fait habi-
tuellement appel au hasard. Ils pourraient
méme faire mieux que leurs cousins pseudo-
aléatoires dans certaines circonstances.
Un petit probleme amusant aide a pré-
ciser les différences entre pseudo-aléa-
toire et quasi-aléatoire. Supposons que
l'on veuille estimer la superficie d'un objet
de forme compliquée, une feuille d’éra-
ble par exemple (voir les figures 1 et 2). Une
astuce bien connue permet de résoudre
ce probleme avec 'aide d'un peu de
hasard. Placez la feuille sur un panneau
de superficie connue, et lancez des flé-
chettes dessus au hasard, sans viser. Si un
total de N fléchettes touche le panneau,
et que n d’entre elles atterrissent sur la
feuille, alors le rapport 1/N est approxi-
mativement égal au rapport entre la super-
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de 0,4183, avec un écart-type de 0,0153.

L'idée de base des calculs de Monte
Carlo est de reformuler un probléme mathé-
matique (tel que calculer la surface d"une
feuille) comme un jeu de hasard, ot1 les
gains attendus d"un joueur sont les répon-
ses au probleme. Dans les jeux simples,
on peut calculer la probabilité exacte de
chaque résultat, et les gains attendus peu-
vent donc également étre déterminés exac-
tement. La ot1 de tels calculs sont infaisables,
l'alternative consiste a se lancer et jouer
au jeu, et voir ce qui ressort. C'est la stra-
tégie d"une simulation de Monte Carlo. L'or-
dinateur joue au jeu de nombreuses fois,
et prend comme estimation de la valeur
attendue réelle le résultat moyen.

Pour le probléme de la feuille sur le
carré, la valeur attendue est le rapport de
la superficie de la feuille a celle du carré.
En choisissant N points aléatoires et en

L’ESSENTIEL

¢/ De nombreux calculs
numériques sont réalisés
al'aide d’un échantillonnage
aléatoire de points: c’est
le principe des méthodes
dites de Monte Carlo.

¢/ Dans certaines
circonstances

qui restent a préciser,

un échantillonnage plus
régulier, dit quasi-aléatoire,
conduit a un calcul

plus efficace.

v/ Les méthodes

de calcul correspondantes,
dites méthodes

de quasi-Monte Carlo,
connaissent aujourd’hui
un regain d’intérét.

© Shutterstock/Kundra, Pour la Science

Brian Hayes

1. POUR CALCULER LE VOLUME

d’une forme irréguliére (en rouge],

le principe de la méthode de Monte Carlo
est de prendre un échantillon aléatoire
de points uniformément distribués dans
un domaine plus grand et de volume
connu (ici un cube), puis de mesurer

la proportion des points se trouvant a
I'intérieur du volume recherché.

Cette proportion est une approximation
du volume relatif, d’autant plus précise
que le nombre de points est grand.
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2. ESTIMER LA SUPERFICIE d’une forme
complexe, ici une feuille d’érable,

est une application classique

de la méthode de Monte Carlo. Limage

de la feuille est inscrite dans un carré dont

on peut considérer que la superficie vaut 1 (a].

Le principe de base est de saupoudrer

des points dans le carré et de compter
combien tombent sur la feuille (en jaune)
et en dehors (en bleu). Le rapport du nombre
de points gagnants sur le nombre total

de points donne une approximation

de la superficie de la feuille.

La technique de Monte Carlo classique (b)
éparpille les points au hasard sur le carré.
Une alternative totalement déterministe (c)
contraint I'agencement des points

en les plagant sur une grille réguliere.

La méthode de quasi-Monte Carlo (d]
utilise un échantillonnage caractéristique
qui vise a atteindre une densité uniforme
de points, sans étre ni aléatoire ni réguliére.
Avec un échantillonnage de 1 024 points,
les trois méthodes donnent respectivement
des estimations de la surface de 0,4189,
0,4209 et 0,4141, qui sont toutes a moins
de un pour cent de la valeur réelle 0,4185.
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comptant le nombre de «coups gagnants »,
on a une approximation du rapport des
superficies, et I'approximation est d’au-
tant meilleure que N est élevé. Quand N
tend vers1'infini, la mesure devient exacte.
Ce dernier point n’est pasjuste une obser-
vation empirique, mais aussi un théoréme,
qui résulte de la loi des grands nombres.
C’est ce méme principe qui garantit qu'une
piece non truquée tombera sur face dans
la moitié des cas si on la lance un grand
nombre de fois (échantillon grand).

Lehasard a unrdle clair dans cette des-
cription de laméthode de Monte Carlo. En
particulier, I'invocation delaloi des grands
nombres suppose que les points de'échan-
tillon soient choisis au hasard. Etil est facile
de voir (juste en regardant une image) pour-
quoi "échantillonnage au hasard marche
bien: il éparpille les points partout. Ce
qui n’est pas si facile a voir, c’est pour-
quoi d’autres types d’arrangement des
points-échantillons ne feraient pas aussi
bienl'affaire. Aprés tout, on pourrait mesu-
rer la superficie de la feuille en posant
une grille réguliére de points sur le carré
eten comptant les coups gagnants. J'ai tenté
cette expérience avec mon image de feuille,
en plagant 1024 points sur une grille 32 x 32.
J'ai obtenu une estimation de 0,4209, pas
tout a fait aussi bonne qu’avec mon tirage
aléatoire si chanceux, mais qui s’appro-
che tout de méme a 0,6 pour cent pres de
la véritable superficie.

J'ai également essayé de mesurer la
teuille avec 1024 points quasi-aléatoires,
dont 'arrangement est, d’une certaine
maniére, intermédiaire entre le chaos total
etl’ordre total (voir I'encadré page 59). Les-
timation obtenue a partir du comptage de
coups gagnants avec les points quasi-aléa-

toires était 0,4141, ce qui donne une erreur
de 1 pour cent.

Chacune de ces trois procédures donne
des résultats tres corrects. Cela signifie-t-
il qu’elles sont également puissantes? Je
pense que non: cela signifie simplement
que mesurer la superficie d"une feuille en
deux dimensions est un probleme facile.

La tache devient beaucoup plus diffi-
cile en dimensions supérieures. Afin de
comprendre pourquoi, un petit exercice
deraisonnement multidimensionnel s'im-
pose. Imaginez un «cube» ad dimensions,
avec des cotés de longueur unité, et a
l'intérieur un cube plus petit, dont les cotés
ont pour longueur 1/2. A une dimen-
sion, soit d = 1, un cube est juste un seg-
ment de droite, et le volume est équivalent
a la longueur; ainsi, le plus petit des
deux cubes a la moitié du volume du
plus gros. Pour d =2, le cube est un carré,
et le volume est l'aire; le petit cube a un
volumede1/4.Le casd =3 correspond au
cube ordinaire, et le volume rempli par
le petit cube vaut maintenant 1/8.

La malédiction
de la dimension

La progression continue. Quand nous attei-
gnons d = 20, le petit cube (toujours avec
un co6té de longueur 1/2 dans chaque
dimension) n’occupe qu'un millionieme
du volume total. Le mathématicien amé-
ricain Richard Bellman a qualifié ce phé-
nomene de «malédiction de la dimension ».
Sinous voulons mesurer le volume du petit
cube en dimension d = 20 (ou méme sim-
plement détecter sa présence), nous avons
besoin de suffisamment de points d’échan-
tillonnage pour obtenir au moins un point
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a l'intérieur du petit cube. En d’autres
termes, quand nous comptons les coups
gagnants, il faut que nous en comptions
aumoins un. Pour un motif de quadrillage
a 20 dimensions, cela signifie que nous
avons besoin d'un million de points (ou,
plus précisément, de 22 = 1048 576 points).
Avecl’échantillonnage aléatoire, I'exigence
de taille est probabiliste et donc un peu
floue, mais le nombre de points nécessai-
res pour nous attendre a un seul coup
gagnant est la encore 2%. L'analyse pour
I’échantillonnage quasi-aléatoire donnele
méme résultat. En effet, si vous tatonnez
a I'aveuglette pour trouver un objet de
volume 1/2%, peu importe l'agencement
du motif de recherche; il vous faudra cher-
cher a 2/ endroits.

Prévisibles, corrélés,
mais equitables

Siles problémes réels étaient aussi com-
pliqués que celui-ci, les perspectives
seraient assez sombres. Il n’y aurait pas
le moindre espoir d’estimer une intégrale
a 360 dimensions. Mais nous savons
que les techniques de Monte Carlo vien-
nentabout de certains problémes de cette
taille; c’est une conjecture raisonnable de
penser que les problémes solubles ont
une structure interne qui accélere la
recherche. De plus, le choix du motif
d’échantillonnage semble faire une dif-
férence, si bien qu’il y a une distinction
significative a faire entre toutes les gra-
dations allant de 1’aléatoire vrai a I'or-
donné, en passant par le pseudo-aléatoire
et le quasi-aléatoire.

L'idée de hasard dans un ensemble
de nombres a au moins trois aspects. Tout
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d’abord, des nombres choisis au hasard
sont imprévisibles: il n’existe pas de regle
fixe présidant a leur sélection. Deuxiéme-
ment, ces nombres sont indépendants, ou
non corrélés: le fait de connaitre 1'un des
nombres ne vous aidera pas a en deviner
un autre. Enfin, les nombres aléatoires sont
non biaisés, ou uniformément distribués:
peuimporte comment vous découpez l'es-
pace des valeurs possibles, chaque région
peut s’attendre a en avoir sa part.

Ces concepts fournissent une clef utile
pour distinguer entre les ensembles véri-
tablement aléatoires, pseudo-aléatoires,
quasi-aléatoires et ordonnés. Les nombres
véritablement aléatoires présentent les
trois caractéristiques énoncées: ils sont
imprévisibles, non corrélés et non biaisés.
Les nombres pseudo-aléatoires aban-
donnent I'imprévisibilité; ils sont engen-
drés par une regle arithmétique bien
définie, et si vous connaissez la regle, vous
pouvez reproduire la séquence entiere.
Mais les nombres pseudo-aléatoires res-
tent non corrélés et non biaisés (au moins
avec une bonne approximation).

Les nombres quasi-aléatoires sontala
fois prévisibles et fortement corrélés. Il
existe une régle bien définie pour les
engendrer, et les motifs qu’ils forment,
bien que pas aussi stricts que ceux d'un
réseau cristallin, présentent une grande
régularité. Par rapport au hasard, le seul
élément que les nombres quasi-aléatoi-
res préservent est la distribution uniforme
ou équitable: ils sont distribués aussi équi-
tablement et également que possible.

Cube
unidimentionnel

Cube bidimensionnel

Un ensemble trés ordonné, comme les
points d'un réseau cubique, ne préserve
aucune des propriétés du hasard. Il est évi-
dent que ces points échouent aux tests
d’imprévisibilité et d'indépendance. 11
n’est peut-étre pas aussi clair que leur dis-
tribution n’est pas uniforme. Apres tout,
il est possible de découper un réseau de
N points en N petits cubes, qui contien-
nent chacun exactement un point. Mais
cela ne suffit pas pour qualifier le réseau
d’équitablement et également distribué.
L'idéal de la distribution équitable exige
un arrangement de N points qui fournit
un point par région quand 1'espace est
divisé en n'importe quel ensemble de
N régions identiques. Le réseau rectili-
gne échoue a ce test quand les régions sont
des tranches paralléles aux axes.

Un léger désaccord:
la discrepance

Ces trois aspects du hasard sont impor-
tants dans différents contextes. Dans le cas
de l"autre Monte Carlo (le casino de
Monaco), I'imprévisibilité est tout. Il en va
deméme pour les applications cryptogra-
phiques du hasard. Dans les deux cas, un
adversaire essaie activement de détecter
et d’exploiter toute ébauche de motif.
Certains types de simulations informa-
tiques sont tres sensibles aux corrélations
entre des nombres aléatoires successifs, si
bien que l'indépendance est importante.
Mais pour les estimations de volume que
nous discutons ici, c’est 'uniformité de la

Cube tridimensionnel

Volume

Volume = 1/2 —1/4

3.LESTIMATION DES VOLUMES devient de plus en plus difficile a mesure que le nombre de dimen-
sions de I'espace augmente, effet qualifié parfois de « malédiction de la dimension ». Supposons
qu’'un cube a d dimensions, dont les c4tés ont pour longueur 1, renferme un cube de cotés 1/2.
Quand d = 1, le «cube » est en fait un segment de droite, et le volume est sa longueur; le petit
«cube » (de longueur 1/2) remplit la moitié du volume total. Pour d = 2 (un carré, pour lequel le
volume correspond 2 la superficie), le volume du petit cube est de 1/4, et, pour d = 3, il est égal
a 1/8. Ainsi, le volume fractionnaire diminue comme 1/2¢, ce qui signifie que pour simplement détec-
ter I'existence du petit cube, il faut déja environ 2¢ points d’échantillonnage.
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D*= |42,02-30| = 12,02

4. LADISCREPANCE mesure de combien un ensemble de points s'écarte
d’une distribution spatiale uniforme. La mesure illustrée ici, appelée
discrépance étoile et notée D*, est définie en termes de rectangles (en
vert) ayant un sommet ancré dans le coin inférieur gauche. Si la dis-
tribution des points était parfaitement uniforme, le nombre de points
que renferme l'un quelconque de ces rectangles serait proportionnel
a la superficie du rectangle ; la différence entre ce nombre attendu de

distribution qui importe le plus. Et les nom-
bres quasi-aléatoires, en abandonnant
toute prétention a I'imprévisibilité ou a
’absence de corrélation, parviennent a
atteindre une plus grande uniformité.

L'uniformité de la distribution est mesu-
rée en termes de son opposé, la «discré-
pance». Pour les points d"un carré bidi-
mensionnel, la discrépance est mesurée
comme suit. Considérez tous les rectangles
aux cotés paralleles aux axes des coor-
données qu'il est possible de dessiner al'in-
térieur du carré. Pour chacun de ces
rectangles, comptez le nombre de points
qu'il contient, et calculez aussi le nombre
de points qui seraient contenus, en fonc-
tion de la superficie du rectangle, si la dis-
tribution était parfaitement uniforme.
L’écart maximal entre ces nombres, calcu-
lés pour tous les rectangles possibles, est
une mesure de la discrépance.

Une autre mesure de la discrépance,
nommée discrépance étoile (parce qu’on
la note D*), ne considere que le sous-
ensemble de rectangles paralleles aux axes
qui ont un coin ancré a I'origine du carré
unité. Etiln'y a aucune raison de ne consi-
dérer que les rectangles; on peut définir
d’autres versions de la discrépance avec
des cercles, des triangles ou d’autres
figures. Les mesures ne sont pas toutes
équivalentes; les résultats varient selon la
forme. Il est intéressant de noter que le
processus pour mesurer la discrépance a
une grande ressemblance avec le proces-
sus Monte Carlo lui-méme.
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D*= 56,2564 =775

Les grilles et les réseaux ne sont pas
trés performants lorsqu'il est question de
discrépance, parce que les points sont dis-
posés en longues rangées et colonnes.
Un rectangle infiniment étroit, qui ne
devrait contenir aucun point, pourrait en
englober toute une rangée. A cause de
ces rectangles extrémes, la discrépance
d’un réseau carré de N points vaut VN. 11
estintéressant de noter quela discrépance
d’'unréseau aléatoire ou pseudo-aléatoire
vaut encore a peu prés VN. En d’autres ter-
mes, dans un réseau d 'un million de points
aléatoires, il existe vraisemblablement
aumoins un rectangle qui a soit 1000 points
en trop, soit 1000 points en moins.

Quasi-Monte Carlo
en dimension élevée ?

Les motifs quasi-aléatoires sont délibéré-
ment congus pour éliminer toutes les pos-
sibilités de dessiner de tels rectangles a
discrépance élevée. Pour les points quasi-
aléatoires, la discrépance peut ne pas
dépasser le logarithme de N, ce qui est
beaucoup plus petit que VN. Par exemple,
pour N =105, VN = 1000, mais log N = 20
(avec les logarithmes de base 2).

La discrépance est un facteur clef pour
évaluer les performances des simula-
tions de Monte Carlo et quasi-Monte Carlo.
Elle détermine le degré d’erreur ou d'im-
précision statistique a attendre d'une taille
d’échantillon donnée. Pour le Monte Carlo
classique, avec un échantillonnage aléa-

D*= [2256-31| =344

points et le nombre réel est |a discrépance associée au rectangle. La
discrépance étoile pour 'ensemble du motif est donnée par le rectan-
gle pour lequel cette différence est maximale. La discrépance étoile
est donnée ici pour trois motifs de 64 points : un réseau pseudo-aléa-
toire (@], une réseau régulier (b] et un réseau quasi-aléatoire (c). La
configuration quasi-aléatoire est, par définition, une configuration
congue pour minimiser la discrépance.

toire, 'erreur attendue diminue en 1/vVN.
Pour le quasi-Monte Carlo, la «vitesse de
convergence » correspondante vaut
(log N)?/N, o1 d est la dimension de I'es-
pace (divers détails et facteurs constants
étant négligés ici, ces vitesses de conver-
gence sont approximatives).

Lavitesse de convergenceen 1/VN pour
I’échantillonnage aléatoire peut étre extré-
mement lente. Pour gagner une décimale
de précision, il faut augmenter N d"un fac-
teur 100, ce qui signifie qu'un calcul d"une
heure devient un calcul de quatre jours. La
raison de cette lenteur provient des agré-
gats présents dans une distribution aléa-
toire de points. En effet, lorsque deux points
sont tres proches, les ressources de calcul
sont gaspillées, puisque laméme région est
échantillonnée deux fois; inversement, les
grands vides entreles points laissent certai-
nes zones non échantillonnées et contri-
buent donc a alourdir le poids des erreurs.

En compensation de cetinconvénient,
I’échantillonnage aléatoire présente un
avantage important: la vitesse de conver-
gence ne dépend pas de la dimension de
I’espace. En premiére approximation, le
programme tourne aussi vite en dimen-
sion 100 qu’en dimension 2.

Laméthode de quasi-Monte Carlo est
différente a cet égard. Si seulement nous
pouvions ignorer le facteur (log N)¢, les
performances de 'échantillonnage quasi-
aléatoire seraient radicalement meilleu-
res que celles de l’échantillonnage
aléatoire. Nous aurions une convergence
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en1/N, ce qui multiplie seulement par 10
I'effort pour chaque décimale de préci-
sion supplémentaire. Mais nous ne pou-
vons pas ignorer le terme (log N)™. Ce
facteur croit exponentiellement avec la
dimension d. L'effet est petit en dimen-
sion 1 ou 2, mais il finit par devenir
énorme. En dimension 10, par exemple,
(log N)!/N reste supérieur a 1/VN tant
que N est inférieur a 10%.

C’est en raison de la lenteur connue
de cette convergence en dimension élevée
que S. Paskov et J. Traub ont créé la sur-
prise avec le succes des calculs financiers
pour d = 360. La seule explication plausi-
ble est que la «dimension effective » du
probléme serait en fait tres inférieure a 360.
En d’autres termes, le volume mesuré ne
s'étendrait pas vraiment a toutes les dimen-
sions de l'espace. De fagon similaire, une
feuille de papier occupe trois dimensions,
mais on ne perd pas grand-chose a consi-
dérer qu’elle na pas d’épaisseur.

Cette explication pourrait sembler
condescendante: le calcul a été un succes
non pas parce que l'outil était plus puis-
sant, mais parce que le probleme était plus
simple qu’il n’y paraissait. Mais il faut
noter que cette réduction effective de la
dimension fonctionne méme quand nous

ignorons lesquelles des 360 dimensions
peuvent étre négligées sans risque. C'est
presque magique.

Dans quelle mesure ce phénomene
est-il fréquent? Est-ce juste un coup de
chance, ou bien est-il confiné a une classe
étroite de problemes? La réponse n’est
pas encore totalement claire, mais une
notion portant le nom de «concentra-
tion de mesure » donne des raisons d’étre
optimistes. Elle suggere que les univers
de grande dimensionnalité sont essen-
tiellement des mondes assez plats et lis-
ses, analogues a une planéte ot régnerait
une forte gravité et ott la formation de
paysages escarpés et accidentés serait trop
coliteuse en énergie.

Regain d’intérét
pour une idée née
a Los Alamos

La méthode de Monte Carlo n’est pas
une idée nouvelle, et la variante de quasi-
Monte Carlo non plus. Des simulations
fondées sur un échantillonnage aléatoire
ont été tentées il y a plus d"un siecle par
Francis Galton, lord Kelvin et d’autres. A
I'époque, ces scientifiques travaillaient
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UNE RECETTE DE NOMBRES QUASI-ALEATOIRES

es nombres nécessaires pour for-

mer des motifs de discrépance
faible ont été étudiés pour |'intérét
qu'ils présentaient en eux-mémes
longtemps avant l'invention de la
méthode de quasi-Monte Carlo. Dans
les années 1930, le mathématicien
néerlandais Johannes van der Cor-
put s'est demandé si des nombres
distincts en séquence infinie pou-
vaient étre placés un par un sur
I'intervalle unité [0, 1] de telle sorte
que la discrépance mesurée a cha-
que étape ne dépasse jamais une
borne finie donnée. La réponse, prou-

Entiers gase 2 |nversion gegetion
0 - 0 -0 00

—- 1 -1 01

— 10 - 01 — 0,01

- 11 - 11 011

— 100 — 001 0,001

— 101 — 101 0,101

— 110 - 011 0,011

— 11 . 111 . 0,111
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vée une décennie plus tard par
Tatyana van Aardenne-Ehrenfest,
une compatriote de van der Cor-
put, est négative: la discrépance croit
sans limite. Néanmoins, les travaux
de van der Corput ont mis en lumiére
toute une famille d'ensembles et
de suites quasi-aléatoires a discré-
pance faible.

La procédure pour construire
une séquence de van der Corput est
particuliére en cela qu'elle mélange
des nombres (des entités mathé-
matiques) avec des numéraux (la
représentation des nombres sous

1

?/8 °
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5/8+ °

124 o

3/8- °
1/44 °

1/8 °

0 T T T T 1 T _T
0 1/8 38 58 7/8

forme de listes de chiffres). L'idée
de base consiste a prendre un en-
tier, d'inverser ses chiffres, de met-
tre une virgule devant, et enfin de
traiter le résultat comme une frac-
tion comprise entre 0 et 1. Les
opérations peuvent étre effectuées
en n'importe quelle base. Enbase 2,
par exemple, le nombre 100 (égal
a 4 en base 10) devient 001 puis
0,001, qui est la représentation bi-
naire de la fraction 1/8.

Pour créer ainsi un motif quasi-
aléatoire de N points en dimension 2,
on part de la séquence de nombres
entiersi =0, 1, 2, ..., N = 1. Puis,
pour chaque point, on fixe la coor-
donnée x égale a i/N, tandis que la
coordonnée y correspondante est
donnée par le processus d'inversion
des chiffres de van der Corput pour/.
Le résultat pour N = 8 points est pré-
senté ci-contre. Le motif quasi-aléa-
toire de la figure 2d a été créé de
la méme facon avec N = 1024. De
nombreux autres algorithmes pour

suites a discrépance faible ont été
développés, mais la plupart d'en-
tre eux reposent aussi sur le mé-
lange des chiffres d'un nombre. Cer-
taines de ces suites se généralisent
facilement a des dimensions arbi-
trairement grandes.

Les motifs créés par de tels mé-
canismes maintiennent un équili-
bre délicat entre ordre et désor-
dre. L'espacement entre les points
est raisonnablement uniforme, si
bien que n'apparaissent pas de vides
ou de regroupements, qui augmen-
tent la discrépance des ensembles
aléatoires. Mais la distribution
uniforme doit étre obtenue sans
laisser les points former des ran-
gées ou autres structures régulie-
res qui augmenteraient elles aussi
la discrépance. Trouver le juste équi-
libre entre ces objectifs un peu
contradictoires n'est pas difficile en
deux dimensions, mais les compro-
mis sont inévitables en dimension
supérieure.
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avec de véritables nombres aléatoires (et
s’amusaient beaucoup a les engendrer!).

La méthode de Monte Carlo en elle-
méme a été inventée et a recu son nom au
Laboratoire de Los Alamos, dans les années
qui ont suivi la Seconde Guerre mondiale.
Il n'est pas étonnant que l'idée ait émergé
en ce lieu: les chercheurs de ce laboratoire
se confrontaient a des problémes difficiles
(encore plus effrayants que ceux des CMO);
ils avaient acces aux premiers ordinateurs
(ENTAC, MANIAC); et ils comptaient parmi
eux des scientifiques tres créatifs tels que
Stanislaw Ulam, John von Neumann, Nicho-
las Metropolis et Marshall Rosenbluth.

Desle départ, le groupe de Los Alamos
autilisé lesnombres pseudo-aléatoires. Lors
de la premiére conférence consacrée aux
méthodes de Monte Carlo, en 1949, von
Neumann a lancé sa célebre boutade : «Qui-
conque envisage les méthodes arithméti-
ques de production de nombres aléatoires
est, évidemment, dans le péché. » Suite a
quoi, il suivit la voie du péché.

Le quasi-Monte Carlo n’était pas loin
derriere. La premiére publication sur le
sujet, en 1951, était un rapport de Robert
Richtmyer, alors directeur du Département
théorique de Los Alamos. L'article est une
entrée en matiere impressionnante. Il expose
les motivations del'échantillonnage quasi-
aléatoire, introduit une bonne partie de la
terminologie et explique les mathémati-
ques associées. Mais il était également pré-
senté sous forme de compte-rendu d"une
expérience ratée. Richtmyer avait voulu
obtenir un temps de convergence amélioré
pour les calculs de quasi-Monte Carlo, mais
ses résultats étaient négatifs, ce qui a pu
freiner les études ultérieures.

En 1968, Stanislaw Zaremba, a1 Univer-
sité du Wisconsin a Madison, écrivit une
vibrante apologie del'échantillonnage quasi-
aléatoire (doublée d"une diatribe contre les
nombres pseudo-aléatoires). A ma connais-
sance, il ne fit pas beaucoup d’émules.

Les travaux sur les mathématiques des
suites a discrépance faible se sont pour-
suivis au fil des décennies (en particulier
grace au Britannique Klaus Friedrich Roth,
au Russe Ilya Sobol, a1’ Autrichien Harald
Niederreiter, al’ Australien Ian Sloan). On
assiste actuellement a un regain d’intérét
pour les applications, et pas seulement
parmi les analystes quantitatifs de Wall
Street. La physique et d"autres sciences s’y
mettent aussi. Le lancer de rayon, techni-
que de calcul des éclairages en infogra-
phie, est un autre domaine prometteur.

Les fortunes changeantes des métho-
des pseudo-aléatoires et quasi-aléatoires
s'inscrivent dans le contexte de tendances
plus larges. Au XIX® siécle, le hasard de
toute sorte était un intrus malvenu, toléré
a contrecceur seulement quand cela était
indispensable (en thermodynamique, dans
la théorie de I'évolution darwinienne).

En revanche, le XX siecle s’est enti-
ché de tout ce qui est aléatoire. Les métho-
des de Monte Carlo faisaient partie de ce
mouvement. La théorie quantique en était
un morceau plus conséquent, qui a insisté
sur les jeux de dés divins. Le mathéma-
ticien d’origine hongroise Paul Erdos a
introduit le choix aléatoire dans la métho-
dologie des démonstrations mathéma-
tiques, ce qui est peut-étre I'endroit our
l'on s’attendrait le moins a ce qu'il joue
unrodle. En calcul informatique, les algo-
rithmes probabilistes sont devenus un
sujet de recherche majeur. Le concept a
filtré jusque dans les arts, avec la musi-
que aléatoire et les tableaux d’éclabous-
sures du peintre américain Jackson
Pollock. Puisil y eut la théorie du chaos.
En 1967, un essai de I'informaticien amé-
ricain Alfred Bork (1926-2007) qualifiait
l’aléatoire de «caractéristique capitale de
notre siecle ».

Du hasard a dose
homéopathique

Aujourd hui, toutefois, on est peut-étre en
train d’assister a un retour de balancier,
surtout en informatique. Les algorith-
mes probabilistes conservent une grande
importance en pratique, mais I'excitation
intellectuelle est du coté de la «déproba-
bilisation », en montrant que laméme tache
peut étre effectuée par un programme
déterministe. Une question ouverte est de
savoir si tous les algorithmes peuvent étre
déprobabilisés. Certains spécialistes pen-
sent que la réponse sera positive. S'ils
ont raison, ’aléatoire ne confere pas
d’avantage essentiel en calcul, bien qu'il
puisse étre bien commode.

Le quasi-aléatoire semble nous emme-
ner dans la méme direction, avec une
préférence pour une administration du
hasard a toutes petites doses. C'est peut-
étre une doctrine homéopathique qui nous
attend, o1 plus la dilution de I'agent actif
est grande, plus il est puissant. C’est
absurde en médecine, mais qui sait si
cela ne marche pas en mathématiques et
en algorithmique ? |
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LEssentiel Cerveau & Psycho

Aujourd’hui, d’innombrables résultats de recherche
confirment que les enfants — mais aussi les adolescents
et les adultes — soumis a la violence (images, jeux vidéo,
etc.) sont eux-mémes plus violents, moins sensibles

aux violences faites a autrui. Sociologues, psychologues,
psychiatres cherchent a identifier les causes

de la violence pour mieux la combattre.

Numéro 8, novembre 2011-janvier 2012 — Prix: 6,95 €

Cerveau & Psycho
Stress:

:bon ou mauvais

=% La mabihoake Coulk
! das eapériences: by validenl

! -+ Emre bilingue
n e pour lis astists

| =+ Prergual h maksdin
el 1ah T 7

=+ La morale a-1-ells
engendnd les ralipicns 7

» Lis bl gariarte
I"apprentissage ef la mémeire

¥ Format classique
ou pocket

Dossier Pour la Science

Découvrir la chimie qui régule les écosystemes ou la vie

autour des sources hydrothermales des abysses ; exploiter

de fagon raisonnée la richesse des fonds marins [microalgues,
ressources minérales, méthane...) ; découvrir des médicaments
nouveaux ; protéger les mers contre les marées noires

ou les déchets plastiques... Aujourd’hui, la chimie est

au centre d’'une alliance durable entre les hommes et les océans.
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Nous nous sentons stressés par notre rythme de vie,
notre travail, etc. Et si le stress n’était pas forcément
mauvais ? Certains y trouvent un stimulant et,

dans certaines conditions, il renforce la mémaoire.

Mais, comme en toute chose, il faut éviter I'exces !

Alire aussi : la méthode Coué validée par les psychologues,
les enfants bilingues avantagés, les méfaits du bruit

sur la concentration, etc.
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