DETECTEUR A RAYONNEMENT
DE TRANSITION

Role : Distinguer les particules
de faible masse des particules
de masse importante.

Conception: Un empilement

de 20 couches de laine de fibres

de polyéthylene et de tubes remplis

de gaz (un mélange xénon-C0,).

Fonctionnement: Une particule o
de faible masse traversant PARTICULES CHARGEES

%,

la couche de fibres émet . POSITIVEMENT
un rayon X, qui est détecté \‘\
par I'ionisation du gaz —

dans I'un des tubes
disposés en dessous.

SYSTEME DE MESURE
DU TEMPS DE VOL (2)

DETECTEUR DE RAYONNEMENT CHERENKOV
Role : Mesurer la vitesse et la charge des particules.

Conception : Aérogel (solide ultraléger) et fluorure de sodium
entourés de capteurs de lumiére.

Fonctionnement: La vitesse de la lumiére dans I'aérogel est cinq
pour cent inférieure a celle dans le vide ; dans le fluorure
de sodium, elle est 23 pour cent inférieure. Une particule

se mouvant presque a la vitesse de la lumiere dans le vide émet
dans ces milieux un cone de lumiére caractéristique tirant M S

sur le bleu : un rayonnement Cherenkov.

PARTICULES CHARGEES

— COMPTEUR D’ANTICOINCIDENCES
Role : Identifier les particules pénétrant par les cotés.

Conception : Un cylindre composé d’éléments en polymére
transparent qui scintillent quand ils sont traverses
parune particule chargée.

Fonctionnement : Pour que les données nécessaires
al'analyse des propriétés d’une particule soient complétes,
il faut que celle-ci traverse tout I'instrument. Ce compteur
permet donc d’éliminer les signaux créés dans les autres
instruments par les particules venues de coté.

CALORIMETRE ELECTROMAGNETIQUE

Role: Déterminer le type
de particules et leur direction.

Conception: Un empilement
de feuilles de plomb couvertes
d’époxy et incorporant

des fibres optiques.
Fonctionnement : La traversée
du matériau par une particule
déclenche une gerbe de particules
secondaires ; I'amplitude

? et la forme de la gerbe permettent
T d’identifier la particule

T et de mesurer son énergie,
méme si la particule est neutre.
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LOGIQUE & CALCUL

La logique de la perfection

Les logiciens ne manquent pas de culot. lls se permettent
de raisonner sur d’hypothétiques étres omnipotents ou omniscients et concluent,
de facon presque catégorique, a I'impossibilité de leur existence.

Jean-Paul DELAHAYE

a logique, par essence univer-
selle, veut tout envisager. Tou-
tefois, contrairement a la poésie
et a certaines formes de philo-
sophie, elle S'impose une rigueur aussi par-
faite que possible, quelle prétend atteindre
par la formalisation. Or certains domaines
ne se laissent pas enfermer dans des regles
en nombre limité et n'utilisant qu'un nombre
fini de composants : comment les traiter ?

Les questions concernant les étres
parfaits, l'omnipotence et 'omniscience sont
délicates. Elles touchent a des sujets que la
théologie aimerait tenir éloignés des logi-
ciens et des mathématiciens ergoteurs qui
risquent de produire des conclusions déplai-
santes et contraires aux traditions. Le sou-
hait, et sans doute la nécessité, de ne
professer que des théories solides et la volonté
d’'yargumenter sansrisquer d'incohérences
ont cependant conduit les théologiens a pré-
ciser des arguments, aussi serrés que pos-
sibles, sur les étres tout-puissants ou dont
le savoir recouvre tout. Thomas d’Aquin et
bien d’autres se sont occupés de ces sujets,
etlesontouvertsaladiscussionrationnelle.

Nous aurons un regard sur des ques-
tions considérées comme hors du champ
des sciences. Quest-ce qu’un esprit rigou-
reux permet de formuler sur 'omnipo-
tence et 'omniscience ?

Un étre omnipotent peut-il exister ?
Vieille question ! ll est délicat de trouverune
définition de 'omnipotence qui résiste a
I'analyse logique, car I'idée d’'omnipotence
ameéne des contradictions.
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Le premier paradoxe de la toute-puis-
sance estle paradoxe de la pierre. llsemble
étre connu depuis le XII¢ siécle et a été
discuté par Averroes (1126-1198) et Tho-
mas d’Aquin ( 1224-1294]. I S'exprime sous
la forme d’une question : Un étre tout-puis-
sant peut-il créer une pierre si lourde qu’il
ne puisse la soulever ? S'il ne peut créerune
telle pierre, c'est qu'il nest pas tout-puis-
sant. S'il le peut, alors, puisqu’il ne pourra
pas soulever la pierre créée, c’est qu'il
nlest pas tout-puissant. Conclusion: il nexiste
pas d’étre tout-puissant.

Thomas d’Aquin répond que ce type de
paradoxe se fonde sur une incompréhen-
sion de la toute-puissance. Un étre tout-
puissant ne 'est que dans la mesure oU
ses actes ne s’‘opposent pas a la logique,
c’est-a-dire ne sont pas des absurdités:
«Ce qui implique contradiction ne tombe
pas sous la toute-puissance de Dieu. »
Créer un «cercle carré » est logiquement
impossible. Cela n’aaucun sens de deman-
derune telle chose a un étre tout-puissant.
Etre tout-puissant, c’est seulement dis-
poser du pouvoir de faire tout ce qui ne
s‘oppose pas a la logique. Qu’un étre tout-
puissant crée une pierre qu’il ne pourra
pas soulever est un non-sens puisque,
en faisant cela, il nierait son omnipotence;

d’aprés Thomas d’Aquin, il n'y a pas a se
poser la question.

La discussion n'est cependant pas ter-
minée, car la réponse de Thomas d’Aquin
conduit a s’interroger sur ce que signifie
«logiquementimpossible ». Le philosophe
anglais contemporain Tzachi Zamir soutient
que la toute-puissance inclut la possibilité
de ne plus 'exercer et qu’'un étre tout-puis-
sant peut décider a tout moment, puisqu'’il
est libre, de ne plus I'étre : un charpentier
peut décider de construire un bateau silourd
qu’il sera incapable de le soulever une fois
terminé. Dieu peut faire de méme:iln'y a
donc pas de contradiction en soi dans la
question de la lourde pierre.

Certains philosophes ont défendul'idée
que le dieu de la Bible, réputé omnipotent,
pouvait s'opposer a la logique. Descartes,
par exemple, attribue au dieu des chrétiens
le pouvoir extréme de changer des vérités
qui nous semblent nécessaires, y compris
les vérités mathématiques. Les spécialistes
se disputent encore aujourd’hui sur cette
omnipotence extréme. Descartes explique
sa position dans une lettre au pére Mersenne
datée du 15 avril 1630:

« Ceux qui n'ont point de hautes pen-
sées, peuvent aisément devenir athées;
et parce qu'ils comprennent parfaitement
les vérités mathématiques, et non pas celle
de I'existence de Dieu, ils ne croient pas
quelles en dépendent. Mais ils devraient
jugerau contraire, que puisque Dieu estune
cause dontla puissance surpasse les bornes
de l'entendement humain, elles sont quelque
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chose de moindre, et de sujet a cette puis-
sance incompréhensible. »

Dans la méme lettre, il précise méme
que Dieu aurait pu « faire qu'il ne f(t pas vrai
que toutes les lignes tirées du centre de la
circonférence fussent égales ».

Jacques Bouveresse, dans le tome V de ses
essais (éditions Agone), nous aide 2 saisir
cette étonnante conception du défenseur de
la théorie physique des tourbillons : « Nous
savons que les vérités auxquelles nous

sommes conduits parla démonstration sont
bien celles que Dieu a décidé de créer. Mais
ilaurait puen créer d'autres, et s'il avait décidé,
parexemple, de créer un monde dans lequel
ilnest pas vraique 2 et 2 fassent 4, ce devrait
étre aussiun monde dans lequel nous ne pou-
vons pas démontrer que 2 + 2 =4. l est évi-
dent que, tout comme Dieu aurait pu créer
d’autres vérités éternelles, il aurait pu créer
aussi une autre relation de conséquence
logique et aurait méme nécessairement dd
le faire dans ce cas-la. Si on accepte la
doctrine de la création des vérités éternelles,
on doit admettre qu'il aurait pu faire, par
exemple, que de “A” et “ Si A, alors B”, on
ne puisse pas déduire “B”, mais plut6t, par
exemple, “non-B”. »

Alopposé des idées de Descartes sur le
pouvoirsupposé de son dieu de changerméme
les mathématiques, saint Augustin (354-430)
dans La cité de Dieu définit l'omnipotence
comme la possibilité de faire tout ce que nous
voulons, et non tout ce que nous pouvons
imaginer qu'un étre pourrait vouloir.

Une telle définition minimale résout sans
doute le paradoxe de la pierre : un étre
omnipotent n'est pas géné par la question
posée dans le paradoxe, tout simplement
parce qu'il ne souhaite pas créer une pierre
silourde qu’il ne puisse la soulever.

© Alinari Archives/Corbis
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Clarence Abiathar Waldo (1852-1926)

1. EXISTE-T-IL UN POUVOIR QUI DICTERAIT SA LOI A LA LOGIQUE ?
La proposition de loi « pi > faillit étre adoptée en 1897 par I'’Assem-
blée législative de I'Indiana. C’est 'une des tentatives les plus connues
pour établir une vérité scientifique par un accord législatif. La propo-
sition visait a valider la quadrature du cercle du mathématicien ama-
teur Edwin Goodwin qui annongait la valeur 3,2 de . La loi n’a jamais
été adoptée grace a I'intervention d’un professeur de mathéma-
tiques, Clarence Abiathar Waldo, appelé a larescousse (a]. Le probleme
est posé: |a loi peut-elle imposer une contre-vérité mathématique ?
Plus encore : Dieu peut-il, dans sa toute-puissance, enfreindre les lois
mathématiques ? Ecoutons René Descartes (b] dans sa lettre 2 Mer-
senne du 27 mai 1630: « Je sais que Dieu estI'auteur de toutes choses
et que ces vérités [les vérités éternelles, dont celles des mathéma-
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René Descartes (1596-1650)
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mas d'Aquin (1224-1274

tiques] sont quelque chose et par conséquent qu’il en est I'auteur.
[...] Vous demandez [ ...] qui a nécessité Dieu a créer ces vérités; et je
dis qu'il a été aussi libre de faire qu'il ne fit pas vrai que toutes les
lignes tirées du centre de la circonférence fussent égales, comme de
ne pas créer le monde. » Thomas d’Aquin [c] pense que ce qui estimpos-
sible ou contradictoire n'existe pas et est en dehors de la volonté de
Dieu. « Quant aux objets qui impliquent contradiction, ils ne sont pas
compris dans |a toute-puissance divine, parce qu'ils ne peuvent pas
avoirraison de possible. Pour cette raison, il convient de dire d'eux qu’ils
ne peuvent pas étre faits, plutdt que de dire: Dieu ne peut pas les
faire. Et cette doctrine ne contredit pas la parole de I'ange : “Rien n'est
impossible a Dieu.” Car ce qui implique contradiction ne peut étre un
concept, nulle intelligence ne pouvant le concevoir. »
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2. Lomniscience peut étre un handicap

‘omniscience n'est pas tou-
I_ jours un avantage. Le jeu
du poulet (chicken game) est
la situation ot deux adversaires
sont dans une compétition telle
que si aucun ne céde, une catas-
trophe se produit, alors que si
I'un cede, il perd mais évite la
catastrophe.

L'exemple type d'une telle
situation a été rendu populaire
par le film de 1955 mis en scéne
par Nicolas Ray La fureur de
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vivre, avec James Dean. Deux
voitures foncent vers un préci-
pice. Celui qui se jette hors de
la voiture en premier est traité
de lache et a perdu, I'autre a le
temps de sauter. Si aucun des
deux ne céde, ils périssent tous
les deux. Celui qui abandonne
perd la partie, mais sauve sa
vie... et celle de son adversaire.

Aux Etats-Unis, une telle
situation s'est produite en
juillet 2011 entre les démo-

1€ SAAS  QuliL M'y BURNT JAMAIS DE

“ U FuRevr e wWReZ" /.

Jean-Michel Thiriet

crates et les républicains a pro-
pos de la question du reléve-
ment du plafond de la dette
américaine: si aucun des par-
tis ne cédait, |'Etat américain
était mis en faillite. Dans un tel
jeu, celui qui ne peut ou ne veut
pas comprendre la gravité de
la situation se crée un avan-
tage, car I'autre, se pensant seul
informé du risque de catas-
trophe imminente, acceptera
de perdre. Un étre omniscient
qui sait ce que vous allez faire
est donc gravement handicapé
dans une telle situation: face
a lui, ne sautez pas de la voi-
ture, car il sait que vous ne
céderez pas et donc lui sautera.
La prise en considération
d’'hypothétiques étres idéaux
introduit toutes sortes de situa-
tions nouvelles en théorie
des jeux. Elles ont été étudiées
par Steven Brams dans son
livre (voir la bibliographie).

3 impossi é de Newcomb

n étre omniscient capable

de connaitre le futur me
propose le jeu suivant.

«Une boite A contient
1000 euros ou rien. La boite B
contient 1 euro. Tu vas ouvrir
et prendre pour toi le contenu
des deux boites A et B, ou seu-
lement de la boite A. Je rem-
plis la boite A selon deux regles.
(1) Si je prédis que tu vas ouvrir
les deux boites, je ne mets
rien dans A. (2) Si je prédis

que tu vas ouvrir seulement la
boite A (et donc renoncer a
I'euro qui est dans B), je mets
1000 euros dans A. J'ai rem-
pli les deux boites et je n'y
touche plus. A toi de jouer. »
Un raisonnement s'impose.

— Je ne vais ouvrir que la
boite A, car |'étre omniscient
qui remplit les boites sait ce
que je vais faire, et donc si
j'ouvre les deux boites, d'apres
la régle (1) je ne gagnerais

qu'un euro, alors que j'en
aurai 1000, d'apres larégle (2),
si j'ouvre seulement la boite A.

Pourtant un autre raison-
nement parfaitement logique
est aussi possible.

— Quoi que I'étre omni-
scient ait fait au moment ou
je me trouve devant les boites
remplies (a cet instant, leurs
contenus ne peuvent plus chan-
ger), j'ai intérét a ouvrir les deux
plutdt qu'une, car il est toujours
vrai que: (contenu de A) +
(contenu de B) vaut un euro
de plus que (contenu de A).
Donc, je vais ouvrir les deux
boites.

Cette contradiction montre
qu'un étre omniscient capable
de prédire le futur de maniére
parfaite ne peut pas exister.
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Cette solution n'est guére satisfaisante::
pour étre omnipotent, il suffit de ne rien vou-
loir ! Chacun peut devenir tout-puissant en
limitant ses désirs a ce qu'il lui est facile d'ob-
tenir. C'est certes trés sage, mais ne fait
pas des adeptes d'une telle philosophie
des étres omnipotents au sens habituel !

Notons que les théologiens sont confron-
tésad’autres paradoxes de 'omnipotence.
Il'y a le paradoxe du libre arbitre:

(1] S'il existe des étres disposant du
libre arbitre, ils possédent une certaine capa-
cité d’action autonome ; (2) si un étre pos-
sede une certaine capacité d’action
autonome, il dispose alors du pouvoir de ne
pas obéir a son créateur; (3] siun étre
dispose du pouvoir de ne pas obéir a son
créateur, alors celui-ci nest pas tout-puis-
sant. Conclusion: sinous disposons du libre
arbitre, sans lequel le péché n'a pas de sens,
le créateur de toute chose, s'il y en a un,
n'est pas omnipotent.

Le paradoxe suivant est lui aussi sujet
a débat: sile dieu des chrétiens est infini-
ment bon et omnipotent, pourquoi le mal
existe-t-il ?

Oublions maintenant Descartes etadmet-
tons avec Aristote que certains absolus
logiques comme le principe de non-contra-
diction ne peuvent jamais étre négligés,
etque donc méme un étre omnipotent, s'il
en existe, y est soumis. Que penser alors
du pouvoir d’'un étre omnipotent sur des
problémes de nature mathématique ? Voici
quelques questions et tentatives de réponse
sur ce theme.

Un étre tout-puissant peut-il changer
les décimales de et faire que m = 3,2,
comme une loi envisageait de l'imposer dans
IEtat de I'Indiana aux Etats-Unis en 1897 ?

Non, ce serait contraire au principe de
non-contradiction, car si on suppose par
exemple que m = 3,2, alors en quelques
pas de déduction mathématique on tombe
sur0=1,d’'oul'on peutdémontrer toute pro-
position et ainsi que sa négation : en logique,
une seule contradiction a pour conséquence
que tout est vrai et faux a la fois, ce qui
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rend alors sans intérét les mathématiques
etméme tout raisonnement. Vouloir ajouter
= 3,2 aux axiomes mathématiques, ou
méme changer la cent milliardieme déci-
male de 7 (ce qui conduirait aussia 0= 1),
n'est pas envisageable. Tout étre, aussi puis-
sant soit-il, est donc contraint de mener un
calcul pour connaitre 1r, sans avoir la pos-
sibilité de décider quoi que ce soit le concer-
nant. Etil en va ainsi de pratiquement tous
les énoncés mathématiques.

Une autre question se pose: un étre tout-
puissant peut-il rfésoudre un probleéme indé-
cidable ?

Un probléme indécidable est un pro-
bléeme qu’aucun algorithme ne peut
résoudre. Aucun algorithme ne peut par
exemple indiquer, pour toute équation de
laforme P=0, o0uPestun polyndme a coef-
ficients entiers, si oui ou non elle possede
des solutions en nombres entiers (x° —y3= 1
en posséde une,x = 3,y = 2;x°+3y*=1
n'en possede pas). Lindécidabilité de ces
équations dites diophantiennes, théme du
dixieme probleme de Hilbert, a été démon-
trée par Youri Matiyasevichen 1970. Unautre
résultat d’'indécidabilité a été prouvé par
Alan Turing dés 1936 : aucun algorithme
ne peut déterminer quels sont les pro-
grammes qui s'arrétent et ceux qui calcu-
lentindéfiniment.

Un étre tout-puissant pourrait-il s’af-
franchir de cette indécidabilité et résoudre
toute équation diophantienne qu’on lui sou-
mettrait, ou identifier sans erreur les pro-
grammes quine s'arrétent pas ? En stricte
logique, rien ne s'oppose aune telleidée.On
peuten effetimaginerun étre supérieur qui
sache résoudre le probléme des équa-
tions diophantiennes, car rien ne l'oblige a
résoudre le probléme par une procédure
mécanisable. Au contraire, l'idée qu'onad’un
étre omnipotent implique assez naturelle-
ment qu’il ne soit pas limité a des algo-
rithmes, comme I'est un ordinateur.

Les mathématiciens se sont amusés
aimaginer ces étres « surpuissants ». Dans
la théorie de la calculabilité, Turing et Emil
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atrick Grim a inventé un
P argument indirect mon-
trant que I'omniscience n'existe
pas. Cet argument est qualifié
de cantorien, car il utilise le
résultat de Georg Cantor que
|'ensemble des parties d'un
ensemble (méme infini) est
strictement plus grand que I'en-
semble lui-méme.

S'il'y avait un ensemble V
des vérités (mathématiques ou
autres), alors pour chaque par-
tie E de V (par exemple pour la
partie {La tour Eiffel est a Paris,

tés que de parties de V. D'apreés
le théoréme de Cantor, cela n'est
pas possible.

A cet argument qu'il
n'existe pas d'ensembles de
toutes les vérités, et qu'en
conséquence |'omniscience (la
connaissance de I'ensemble de
toutes les vérités) est inconce-
vable, les philosophes ont pro-
posé diverses réponses...
auxquelles P. Grim a répondu.
La situation est assez confuse
a propos de cet argument can-
torien. Elle I'est sans doute plus
encore dans le cadre des théo-

‘ensemble des parties et I'omniscience

ries alternatives des ensembles
ol le théoréme de Cantor n'est
plus vrai. En effet, dans de telles
théories, il ne serait plus
absurde d’envisager un en-
semble de toutes les vérités.

Reste que I'argument de
P. Grim est particulierement
simple et qu'il se fonde sur la
version de la théorie des
ensembles aujourd'hui univer-
sellement pratiquée: I'omni-
science, qui consiste a connaitre
tous les éléments de I'ensemble
de toutes les vérités, est donc
difficile a concevoir.

les hauteurs d'un triangle se croi-
sent en un point, il y a une infi-
nité de nombres premiers}) et
pour chaque vérité v de V (par
exemple: le Titanic a heurté un
iceberg), on pourrait considé-
rer la question : est-ce que v est
dansE?

Deux réponses sont pos-
sibles: v est dans E, v n'est pas
dans E. L'une est une vérité. Il y
a donc au moins autant de véri-

Lensemble V
des vérités

Lensemble des parties
de I'ensemble V des vérités

Post ont introduit la notion de « machine
avecoracle »: clest, par définition, un méca-
nisme de calcul, qui a acces a une base de
données infinie lui fournissant la réponse
aune familleinfinie de questions. Cetaccés
rend 'oracle plus puissant que tout autre
machine et lui permet alors de résoudre des
problémes indécidables.

Une machine disposant d’'un oracle lui
indiquant les programmes quis’arrétent et
ceux qui bouclent est ainsi en position de
résoudre toute équation diophantienne. Pour
chaque équation E qu’on lui soumet, la
machine a oracle, construit le programme
PrE qui énumere toutes les solutions envi-
sageables (éventuellement en nombre infini)
del'équation étudiée et s'arréte des qu’une
solution est trouvée. Plutét que de faire fonc-
tionner ce programme PrE, la machine a
oracleinterroge sa base de donnéesinfinie
au sujet de PrE qu'elle vient de construire.
Sielle obtient laréponse « oui, le programme
PrE s’arréte », alors elle lance le calcul et

finit par trouver au moins une solution. Sinon,
elle répond: équation sans solution. Ainsi
disposer de l'oracle qui indique I'arrét per-
met de résoudre le probléme indécidable
des équations diophantiennes. On montre
que l'inverse est vrai: un oracle quiindique
les équations diophantiennes ayant des
solutions serait en mesure de résoudre le
probleme de l'arrét.

Chacune des machines a oracle dispose
d’'une puissance quiluiest propre, et on com-
pare les puissances des diverses machines
aoracle. Silamachine a oracle Asait résoudre
tous les problémes que lamachine a oracle B
résout, mais que Aen résout que B ne résout
pas, la machine A est plus puissante que la
machine B. Toutes les machines a oracle ont-
elles la méme puissance [comme c'est le
cas pour celle des équations diophantiennes
et celle de 'arrét] ? Existe-t-il une machine
omnipotente dans le sens « au moins aussi
puissante que toutes les autres machines
aoracle»?
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La réponse a ces questions mathéma-
tiques est connue. Il y a plusieurs niveaux
chez les oracles et il n’y a pas d’oracle
omnipotent. En effet, les techniques per-
mettant de traiter ce type de questions
conduisent au résultat suivant: pour toute
machine M a oracle, il existe une machine
aoracle M’strictement plus puissante que M.
(La démonstration utilise laméme idée que
celle permettant de démontrer qu'il existe
des problémes indécidables.)

Une multitude de questions ont été réso-
lues concernant la structure de la relation
d’'ordre entre machines a oracle. Cette théo-
rie mathématique étudie la hiérarchie entre
les étres « surpuissants » que sont les
machines a oracle: c’est une étude socio-
logique de 'Olympe. Les divers niveaux dans
cette hiérarchie se dénomment les degrés
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de Turing et ils constituent une échelle qui
détermine la gravité de I'indécidabilité des
problémes indécidables.

En plus de savoir qu’il n'y en a pas de
plus grand (pas d’&étre omnipotent dans
cet Olympe mathématique), on sait par
exemple quentre deux degrés différents,
il y en a toujours une infinité de degrés
intermédiaires. On sait aussi qu'entre deux
degrés donnés différents M et M’, avec
M < M’, il en existe deux qui ne sont pas
comparables, N et N’: N a une puissance
intermédiaire a celle de M et de M’, de méme
que N’, mais N n'est pas supérieur a N, ni
N’ supérieur a N.

Parmiles questions qu’on peut se poser
concernant 'omnipotence mathématique,
celles concernant le continu des nombres
réels viennent a l'esprit.

Par exemple, peut-on envisager I'exis-
tence d’un étre tout-puissant qui mani-
pule les nombres réels comme nous
manipulons les entiers ?

Laencore, rien ne semble s’y opposeretles
mathématiciens ont étudié la théorie de ces
étres hypothétiques surpuissants qui cal-
culent avec les nombres réels aux déve-
loppements décimaux infinis comme s’il
s’agissait de nombres entiers: ils peuvent
multiplier sans erreur deux nombres réels
ou les comparer, ce qu'un mathématicien
humain ne peut pas faire en général.
Derniere question a propos de 'omni-
potence mathématique : Est-il envisageable

5.Paradoxes de Moore et de Frederic Fitch

es deux paradoxes que nous pré-
L sentons ici ont donné lieu depuis
dix ans a un nombre considérable
de travaux dont deux livres et une
these. Ils ne s'appuient ni sur des
autoréférences (qu‘on considére
interdites) ni sur une capacité sup-
posée a connaitre le futur (que I'on
considere impossible). On utilisera
deux raccourcis d'écriture:
pos : il est possible que...
connu: il est connu que...

Pour connu, on ne précise pas
qui connait, mais cela pourrait étre
la CIA, vous, moi ou Dieu pour ceux
qui sont croyants.

Paradoxe de Moore
On suppose qu'il est connu qu‘une
certaine affirmation p est vraie,
mais qu'elle n'est pas connue. On
va démontrer que cela conduit a
une contradiction.

(1) connu (p et non connu p).
On a d'apres la regle évidente
connu (AetB)=> (connu Aetconnu B):

(2) connu p et

connu (non connu p).

Maintenant, on s'appuie sur
laregle que ce qui est connu est vrai:
(connu p =>p). La encore, c'est un

axiome raisonnable pour manipuler
le symbole connu. La formule (2)
donne alors:

(3) connu p et non connu p.

La formule (3) est une contra-
diction. L'avoir obtenue signifie qu'il
n'est pas possible de connaitre
une affirmation p en méme temps
qu‘on sait qu'on ne la connait pas.
C'est ce qu'on dénomme le para-
doxe de Moore. Peut-étre n'est-ce
pas vraiment paradoxal : aprés tout,
personne de sensé ne dira: « Il pleut,
mais je ne sais pas qu'il pleut. »

Paradoxe de Fitch

Le paradoxe de Fitch (qui uti-
lise la conclusion de Moore) est
plus ennuyeux. Il va montrer que,
si I'on accepte I'idée que « Tout ce
qui est vrai est connaissable »,
alors « Tout ce qui est vrai est
connu ».

On part de I'hypothése suivante
(parfois dénommée axiome de la
connaissabilité) :

p => pos (connu p), soit tout ce
qui est vrai est connaissable.

On va maintenant établir qu'il
ne peut pas exister de proposition p
qui soit vraie en méme temps que

non connue (ce qui signifie que la
CIA, vous, moi et Dieu nous sommes
omniscients).

D'apres I'axiome de la connais-
sabilité qu'on applique en rempla-
cant p par (p et non connu p):

(4) (p et non connu p) =>

pos (connu(p et non connu p)).

D'apres le raisonnement de
Moore, connu (p et non connu p)
entraine une contradiction. Il n'est
donc pas possible que

connu (p et non connu p).

Dit autrement, il est faux que
pos (connu (p et non connu p)),
c'est-a-dire:

(5) non pos (connu

(p et non connu p)).

La régle logique de contrapo-
sition indique:

(A =>B) <=> (non B=>non A).
En |'utilisant a partir de (4) et (5),
on en tire:

(6) non (p et non connu p),
ce qui est logiquement équivalent a:

(7) p => connu p.

Le passage de (6) a (7) se justifie par
la suite d'équivalences:
non (A et non B) <=>
(non A ou non non B) <=>

(non A ou B) <=> (A => B).

En conclusion, |utilisation de prin-
cipes logiques, tous d’une parfaite
évidence, et d'un raisonnement en
sept étapes conduit a I'affirmation
que si « tout ce qui est vrai est
connaissable », alors « tout ce qui
estvrai est connu ». C'estinattendu
(d'ou les nombreux travaux récents
sur ce raisonnement). Cela a en par-
ticulier une grave conséquence pour
I'idée d'é&tre omniscient. En effet:

A. Soit il existe des vérités non
connaissables, et il n'y a alors pas
d'étre omniscient.

B. Soit toute chose vraie est
connue, et alors non seulement Dieu
est omniscient, mais la CIA, vous et
moi nous le sommes aussi.

Il est clair que ni la CIA, nivous,
ni moi nous ne sommes omniscients,
donc B est faux et il existe par consé-
quent des vérités inconnaissables:
il n'existe pas d'étre omniscient.
Notons bien que, cette fois, I'im-
possibilité de I'omniscience ne pro-
vient pas de la capacité supposée
d'un étre omniscient a voir le futur,
comme c'est le cas avec le paradoxe
de Newcomb.
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