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Le mystérieux abaque de Gerbert d’Aurillac

Au X° siécle, un jeune moine frangais inventa un abaque qui, pour la premiére fois,
permettait d’effectuer des divisions. Alors qu’en Occident, on énumérait en chiffres
romains, il utilisa une numérotation tres proche des chiffres arabes.

Alain SCHARLIG

alculer au X¢ siécle n'était pas

une mince affaire. Les nombres

étant notés en chiffres romains,

il étaitimpossible de poserune
opération par écrit. Essayez d’additionner
DCCCLXXVI et CCCLXXXVII (qui s’écrivaient
d’ailleurs dccclxxvj et ccelxxxvij, en cursives
liées, voir la figure 2, partie haute) ! Aussi
employait-on une représentation physique
des nombres sous forme de jetons identiques
disposés surdes lignes paralléles tracées
surune table (voirlafigure 4).Nommées
abaque, ces lignes constituaient, avecles
jetons, lamachineacalculerde 'époque. On
y lisait les résultats, qu’on écrivait ensuite,
par exemple, sur une feuille de compte.

Effectuer une addition a I'aide d’un

abaque était relativement aisé (de nos jours,
unenfantde dixans 'apprend facilement] ;
la soustraction était plus délicate; la mul-
tiplication demandait un grand nombre de
manipulations ; etla division était tout sim-
plement hors de portée.

Cest alors qu'un moine, Gerbert d’Aurillac,
inventa un abaque révolutionnaire — bien
plus compliqué, certes, au maniement beau-
coup plus lourd, mais qui permettait d’ef-
fectuer des divisions. Cette invention resta
confinée a quelques monasteres. Pourtant,

elle aurait dd faire le bonheur des comp-

tables. Surtout, Gerbert y utilisait, pour la
premiére fois en Occident, une notation qui
s'imposa deux siécles plus tard comme un
systéme de numération bien pratique pour
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les calculs: les chiffres arabes. Pourquoi
Gerbert éprouva-t-il le besoin de construire
un tel abaque ? Comment fonctionnait-il ?
Quelle inspiration guida Gerbert ? Pourquoi
ne poussa-t-il pas plus loin ses réflexions
surles chiffres arabes, jusqu’a présenter lui-
méme le systeme de numération qu'ils sous-

1. LA STATUE DE GERBERT a Aurillac, érigée
dans les années 1850 en I'honneur du pape de
I’an mil. La tiare papale a trois niveaux est un
anachronisme: les papes ne l'ont portée qu’'a
partir du XIV® siécle.

Nolege/Wikimedia Commor;s )

tendent ? Telles sontles questions auxquel-
les nous allons essayer de répondre.

Gerbert d’Aurillac est surtout connu pour
lafonction qu’iloccupa de 999 a 1003, date
de son déces: il fut le premier pape fran-
cais, sous le nom de Sylvestre II. Suite au
déces subit du pape Grégoire V, 'empereur
du Saint empire romain germanique dont il
était le protégé, Othon lll, l'avait fait nom-
mer au poste supréme de I'Eglise catho-
lique. Il étaitalors archevéque de Ravenne,
en Italie, depuis un an, et avait tout juste
50 ans. Mais Gerbert était aussi un savant,
réputé en Europe pour ses connaissances
en astronomie, et un enseignant nova-
teur de cette discipline.

Né dans une famille modeste peu
avant 950, il était entré comme oblat, c’est-
a-dire comme enfant offert, au monas-
tere Saint-Géraud, a Aurillac dans le Massif
central, ou il était devenu moine bénédic-
tin. Al'instigation de son abbg, qui espérait
sans doute le voirrevenirinstruit et capable
de dispenser un enseignement supérieur,
ilavait séjourné en Catalogne de 967 a 970
sous la protection du comte de Barcelone
Borrell Il, qui'avait confié a Hatton, évéque
de Vich, une commune voisine de Barce-
lone. Hatton était réputé trés savant dans
les quatre disciplines du quadrivium, la
seconde partie de I'enseignement des
«arts », qui comportait 'arithmétique, la
géométrie, 'astronomie et la musique. Ger-
bert avait déja suivi a Aurillac la premiere
partie de 'enseignement, le trivium, qui
comportait la grammaire, la rhétorique et
la dialectique.
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En 970, Gerbert, 4gé d’une vingtaine
d’années, avait accompagné a Rome, sans
doute comme secrétaire, le comte Borrell Il
et Hatton, qui devaient y négocier aupres
du pape l'avenir de 'Eglise catalane. Il y était
resté a la demande d’Othon I, empereur
du Saint empire romain germanique, et avec
I'autorisation du pape. Il y avait acquis une
réputation de savant, donnant méme des
lecons au futur Othon I, fils d’Othon 1" (et
futur pére d’Othon Il qui, nous I'avons vu,
devint le protecteur de Gerbert). De retour
en France en 972, Gerbert s’était rendu a
Reims, ou il était devenu écolatre a I'école
cathédrale, c’est-a-dire professeur d’'uni-
versité avantlalettre. ll y enseignait trivium
etquadrivium.Et dans ce dernier domaine,
il donnait une forte prépondérance a I'as-
tronomie... et au calcul.

Il semble que Gerbert avait des connais-
sances en astronomie bien plus larges que
quiconque en France a cette époque. |l
savait construire des cadrans solaires et
un nocturlabe (un instrument donnant
I'heure la nuit en fonction du mouvement
des étoiles de la Grande Ourse), et connais-
saitle mouvement des planétes autour de
la Terre et la position des constellations.
Ilsavait en outre rendre la discipline acces-
sible a ses étudiants, notamment en recou-
rant a des modeles qu'’il inventait, telles
une sphere céleste avec ses paralleles
etses poles, ouune sphére armillaire, for-
mée d’anneaux et de cercles, que Gerbert

Pour la Science - n” 414 - Avril 2012

2. CE DESSIN DE LABAQUE DE GERBERT tiré d’'un manuscrit conservé a Erlangen, en Alle-
magne, date du XIlI° siécle. Les adjonctions manuscrites n’ont rien a voir avec les jetons de
I'abaque; elles sont I'eeuvre d’un « compilateur » qui voulait faire croire que I'abaque était
une invention de Boéce, un auteur latin du VI® siécle. On reconnait en haut, de droite a
gauche, les chiffres arabes de 1 a 9 en usage a I'’époque en Europe. Le cercle avec un triangle
n'est pas un zéro, mais un sipos, qui marque une position au cours d’un calcul. En dessous,
on lit, en chiffres romains, les valeurs respectives des colonnes (unités |, dizaines X, cen-
taines C, etc.) et aux lignes suivantes la moitié, le quart et le huiti¢éme de ces valeurs. Le
texte au-dessus de ce document est extrait des comptes de Thoune, en Suisse (XV© siécle).
On y lit 2 livres, 13 sous et 4 deniers en chiffres romains cursifs.
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avait pourvue d'un mécanisme lui per-
mettant de faire comprendre le mouve-
ment des planétes.

Cest dans ce cadre que Gerbert ensei-
gna les regles de multiplication et de divi-
sion sur son abaque, afin, explique-t-il dans
une lettre adressée a un amivers 980, que
ces opérations puissent étre utilisées «en
toute bonne foi dans la théorie et la pratique
de la mesure du ciel et de la terre ».

L'abaque de Gerbert est constitué de colon-
nes verticales, que nous appellerions décima-
les, et que I'on dessine en nombre suffisant
pourle calcul envisagé : par exemple quatre,
siles nombres a traiter vont jusqu’aux mil-
liers. Son originalité tient auxjetons que I'on
utilise: ils sont non pas neutres, comme
ceux de I'abaque classique, mais marqués
chacun d’'un chiffre. Lutilisateur dispose

C X | o X |
1 2
2 ? 3 ]
7 2
3 b6
8 4
2 4

2 4 8 8 3 2

3.UNEMULTIPLICATION SUR LABAQUE de Ger-
bert, tirée d'un exemple de son éléve Bernelin:
12 x 20 736. Effacez les colonnes et les cercles
représentant les jetons et vous obtiendrez une
opération trés proche de lamultiplication en numé-
ration de position telle que nous la réaliserions;
il n'y manque que le zéro de 20 736, représenté
par un vide dans la colonne des milliers.

Pour la Science

de neuftas dejetons, portant les chiffres de
13 9. Et ces chiffres sont arabes, ce qui
représente la premiere apparition de cette
notation en Europe. Mais attention : il ne s’agit
pourlinstant que d'un marquage. Les chiffres
arabes et le zéro n'ont été introduits que
beaucoup plus tard — ala fin du XII® siécle —
et, grace a eux, la numération de position
que nous pratiquons encore.

Cette numération est dite de position,
car la position de chaque chiffre dans le
nombre informe sur son statut: dans 389,
par exemple, onlitle 8 comme une quantité
de dizaines, parce qu'’il est dans la position
des dizaines. Or cette notation n'a été pos-
sible qu'avec 'apparition des chiffres arabes
et, surtout, du zéro (qui permet d’écrire que
dans 309,iln'y a pas de dizaines). Alors seu-
lement, on a pu effectuer des calculs par écrit,
en alignant par exemple les nombres d'une
addition sur leurs chiffres des unités.

Il ne nous est pas parvenu de descrip-
tion, par Gerbert, de lutilisation de son abaque.

Une division sur I’abaque de Gerbert

ur I'abaque de Gerbert, la divi-
S sion se fait en plusieurs étapes.
En voici un exemple simple adapté
du Livre d’abaque de son éléve
Bernelin: la division de 888 par 5.
Les jetons qui jouent un réle a chaque
étape sont mis en évidence.

En premier lieu, on pose le pro-
bleme (a): on écrit le diviseur, puis le
dividende deux fois, d"abord comme
témoin (on ne le touchera plus), eten-
dessous pour le diminuer a mesure
qu'on divise et savoir ce qui reste a di-
viser. Puis on répond a la question «en

8 combien de fois 5?» pour le 8 de
la colonne C des centaines (b). La ré-
ponse, 1, est placée au bas de la co-
lonne des centaines, et on soustrait 5
du second dividende: il reste 3. La
question suivante est plus subttile (¢):
«En 3 de la colonne C, combien de
fois 5 pour un résultat en colonne X? »
La réponse, 6, est posée sur la colon-
ne X des dizaines, et on enléve le
jeton 3, car il n'y a pas de reste.
Cette complication résulte de
I'absence du zéro et de I'ignorance
de la numération de position: ne

a b c d
C X | C X | Cl X1 C
5 5 5

B 8 B ®|@® 9| ®| @ 8
8)|®|E@ 8 8)|@
1 DG 1

pouvant dire que le nombre formé
par 3 de la colonne C du point de
vue de la colonne X est 30, le cal-
culateur ancien est réduit a appli-
quer des «régles » compliquées.
On refait ensuite le méme cal-
cul qu'en (b), décalé d'une colonne
vers la droite (d): «En 8 (de la co-
lonne X) combien de fois 5?» La
réponse, 1, est inscrite au bas de la
colonne et on soustrait 5 de ce 8: il
reste 3. On recommence alors le
méme calcul qu'en (b), décalé d'une
colonne vers la droite (e): « En 3 de

e f

| c X 1
5 5
8 8@ | (@8
8 8
DILLNGE

1

colonne X, combien de fois 5 pour
un résultat en colonne 1?7 » La ré-
ponse, 6, est posée en bas de la co-
lonne des |, et le jeton 3 est retiré,
cariln'y a pas de reste. Enfin, le méme
calcul qu'en (d) est effectué, décalé
d’une colonne vers la droite (f). La
réponse, 1, est placée au bas de la
colonne, et le reste, 3, remplace le
jeton 8 des unités. Les quotients par-
tiels, en bas de I'abaque, sont addi-
tionnés, et on trouve 177, le quotient
de la division (g). Le 3 est, quant a
lui, le reste de la division.

9
C X | C X |
5 5
8| @ |8 8| @ |8
3 3
D|B|6
D Q V|I@|EL
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On dispose heureusement du texte de Ber-
nelin, un éléve de Gerbert qui a rapporté sa
méthode alors que son maitre était pape,
entre 999 et 1003. Bernelin ne donne qu'une
description textuelle de ses divisions, sans
aucun dessin. Son texte ressemble ainsi a
une suite d'instructions assez absconses:
ne pouvant utiliser le zéro, ni se référerala
numération de position — qu’il connaissait
pourtant peut-étre, on y reviendra —, Gerbert
avait été obligé d’énoncer toute une série
derégles, définissantla colonne dans laquelle
on place tel jeton en cours de calcul en fonc-
tion des colonnes ou I'on a lu tel chiffre du
dividende et tel autre du diviseur. Néanmoins,
on comprend les étapes de la division en
se reportant a 'opération telle que nous la
pratiquons aujourd’hui (voir la figure 3 et
I'encadré page ci-contre).

Un grand mysteére entoure le calculateur
Gerbert: ou a-t-il puisé les idées qui l'ont
conduita sonabaque ? Celui-ci nexistait pas
chez les Arabes de son temps, et c’est donc
une invention personnelle. Mais il présente
de telles ressemblances avec notre numé-
ration de position, alors déja connue des
Arabes, qu’on peut faire une hypothese rai-
sonnable: Gerbert en aurait pris connais-
sance au cours de son séjour en Catalogne,
quand ilavaitune vingtaine d’années. A cette
époque, la Catalogne, qui ne portait pas en-
core son nom, était la partie orientale de la
Marche d’Espagne, une bande de terres lon-
geant les Pyrénées que Charlemagne avait
conquise aux Arabes a la fin du VIII® siécle.
Le reste de 'Espagne était dominé par les
Arabes. Plusieurs historiens pensent que
lors de son séjour dans la Marche, Gerbert a
été en contact avec la science arabe, sans
doute par 'intermédiaire du monastere de
Santa Maria a Ripoll,a 40 kilométres au Nord
de Vich, ou des moines recopiaient des tra-
ductions latines d’ouvrages arabes sur
I'astronomie, la géométrie et 'arithmétique.

Mais pourquoi, alors, Gerbert n'aurait-
il pas préconisé tout simplement le calcul
écrit, que cette numération permettait ?
Cest un autre mystere, et une nouvelle

Pour la Science - n” 414 - Avril 2012

Pieces inutiliséele

et
L Y

4. SUR CET ABAQUE CLASSIQUE (xve siecle), les lignes correspondent, de bas en haut, aux uni-
tés, dizaines, centaines et milliers, et les positions intermédiaires aux valeurs 5, 50 et 500. La hau-
teur a laquelle un jeton est posé détermine la «valeur > qu'il prend momentanément. Les jetons
disposésicireprésentent les trois étapes d’'une addition. Les deux nombres a additionner, 17 et 18 (a],
sont rapprochés pour formerI'addition (b], puis une réduction du nombre de jetons est effectuée (c]
en remplagant deux jetons intermédiaires valant 5 par un jeton sur la ligne des dizaines, et cinq
jetons unités par un jeton intermédiaire entre la ligne des unités et celle des dizaines. Le résultat
obtenu est trois jetons sur la ligne des dizaines et un jeton intermédiaire valant 5, soit 35.

hypothese: il était moine et ce qui venait
desArabes était suspect. Il a peut-étre craint
d’étre accusé de sorcellerie; il aurait alors
inventé son abaque comme un moyen ter-
me, entre I'abaque a lignes lié aux chiffres
romains et la science arabe qui connaissait
lanumération de position et le zéro. La ques-
tion reste entiere...

Lavenir de I'abaque de Gerbert a été trés
modeste, pour une raison que le moine ne
pouvait pas prévoir. lengin n'intéressait
qu'une élite, les meilleurs calculateurs; or
cette méme clientéle s'est jetée sur le nou-
veau calcul — rendu possible par la numé-
ration de position, elle-méme fondée surles
chiffres arabes et le zéro — des qu’il s’est
répandu en Europe chrétienne, vers la fin du
XII® siécle. Ces mémes personnes ont consi-
déré dés lors 'abaque de Gerbert comme
trop compliqué par rapport a la division par
effacement ou biffage qu'il était désormais
facile de réaliser par écrit.
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LOLOGIQUE & CALCUL

Pour prouver, tous les moyens sont bons

Les activités mathématiques ne se réduisent pas a la logique formelle. Dessins,
petits films, programmes observés, interactions physiques, etc., sont ['occasion de mener
des démonstrations aussi rigoureuses que 'écriture minutieuse des preuves formelles.

Jean-Paul DELAHAYE

L'évidence paralyse la démonstration.
Pierre Reverdy (1889-1960)

u'est-ce que faire des mathé-

matiques ? Depuis Euclide,

on pense que les mathé-

matiques commencent avec

les démonstrations. C’est
certainement vrai, mais est-on sdr de savoir
ce quest une démonstration ?

Lévolution des technologies ouvre la
voie a de nombreuses pistes nouvelles
bousculant les idées trop assurées des
logiciens et des philosophes qui, séduits
parle symbolisme, ont cru résoudre défi-
nitivement le probleme. Pour le mathé-
maticien frangais René Thom (1923-2002),
« Estrigoureuse toute démonstration, qui,

1. Un petit systéeme formel

chez tout lecteur suffisammentinstruit et
préparé, suscite un état d’évidence qui
entraine I'adhésion. » Cette conception
ouverte, sans doute partagée par de nom-
breux mathématiciens, nous servira de
repére et de guide.

Rappelons d’abord la fagon dontles logi-
ciens modernes envisagent la notion de
preuve. Leur méthode, qualifiée de forma-
liste, procede en plusieurs étapes:

—On fixe un langage parfaitement pré-
cis permettant d’écrire des formules nom-
mées énonces.

— On choisit certains énoncés particu-
liers considérés comme acquis, les axiomes.

— On se donne des régles de manipu-
lations symboliques permettant de pas-
ser d’énoncé en énoncé.

—0n nomme alors démonstration (for-
melle) toute suite d’énoncés dont chacun
estjustifié soit parce qu'il S'agit d'un axiome,
soit parce qu'il provient d'une manipulation
autorisée a partir d’énoncés déja obtenus.

Le tout constitue un systeme formel.
On a su en concevoir pour 'arithmétique,
la géométrie, la théorie des ensembles et
tous les domaines mathématiques envi-
sageables. Ceux de la théorie des ensembles
englobent tous les autres et permettent, au
moins en théorie, d’exprimer tout travail
mathématique dans un langage unique, avec
une notion unique de démonstration (voir
I'encadré 1 pour un exemple simplifié de
systéme formel).

Cette fagon de procéder est intéres-
sante quand on envisage d’utiliser les

2. Théoréme fondamental du sudoku

e systeme formel décrit ici pro-
duit des séquences correctes
de parenthéses.
(1) Les formules sont des suites de
symboles ( et ). (2) () est le seul
axiome. (3) Onadeuxregles, | etll,
de déduction d'un théoreme a par-
tir d'autres.
|: A et B étant démontrés, leur
juxtaposition, AB, I'est aussi.
II: si A est démontré, on a
aussi (A).
Exemple:
F1:(); C'est I'axiome du systéme.

F2: ()() par la régle | appliquée
a F1 prise deux fois.

F3: (()() par la régle Il appliquée
aF2.

F4: ()(()()) par la régle | appli-
quée a F1 et F3.

F5: (()(()())) par la regle Il appli-
quée a F4; etc.

Les théorémes sont toutes
les suites de parenthéses cor-
rectes dans une expression. Les
suites (() ou (()))((), par exemple,
sont incorrectes et indémon-
trables dans ce systeme formel.

C e sudoku comporte 17 don-
nées initiales et pourtant il
n'a qu'une seule solution. En
janvier 2012, Gary McGuire a
publié un article expliquant com-
ment, a |'aide d'un long calcul qui
s'est étendu sur toute I'an-
née 2011, il a démontré (le résul-
tat avait été pressenti, mais
nullement prouvé) qu'il n'exis-
tait pas de sudoku a 16 données
initiales ayant une solution unique.

Sur la page http//mapleta.
maths.uwa.edu.au/~gordon/sudo-

kumin.php, on trouvera d'autres
sudokus corrects (qui n'ont qu'une
solution) a 17 données.

1 5
8 3
2
e 8
1
8
1 5 4
6 7|2
9
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