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La suite de Stern-Brocot, sceur de Fibonacci

Sila définition de la suite diatomique de Stern est simple, sa structure
est riche de propriétés. Elle est le nceud central d’un vaste réseau de relations
dont on découvre chaque année des prolongements.

Jean-Paul DELAHAYE

outle monde connaitlasuite
de Leonardo Fibonacci, défi-
nie par: fg =0; f; = 1;
fo+2=fa+fa+ 1 Chaque
terme est la somme des
deux précédents et le début de la suite est
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21... Elle apparait dans
des contextes variés et possede une multi-
tude de propriétés remarquables, au point
qu'une revue de mathématiques luiestentié-
rement dédiée: le Fibonacci Quaterly, jour-
nal officiel de la Fibonacci Association
(http://www.fq.math.ca/).

Cette merveille arithmétique et com-
binatoire a une sceur, moins célébre, mais
aussi intéressante, la suite diatomique de
Stern. Elle est connue aussi sous le nom
de suite de Stern-Brocot ou fonction fusc.
Comme la suite de Fibonacci, on laretrouve
aucentre d'un réseauinfini de relations qui
en font 'un des plus fascinants objets des
mathématiques discrétes. Sa définition res-
semble a celle de |a suite de Fibonacci. La

Moritz Stern (1807-1894)

Le nom de la suite est celui du mathé-
maticien Moritz Stern qui I'a mentionnée
et étudiée dans un article de 1858. Stern
était un éléve de Gauss, a qui il succéda a
latéte du Département de mathématiques
de Géttingen. Quant a Achille Brocot (1817-
1878), il était horloger et s'intéressait aux
fractions pour ses mouvements d’horloge.

complexe etimpénétrable. Elle est bien sar
recensée dans I'encyclopédie des suites
numériques de Neil Sloane, sous le numéro
A002487 (voir http://oeis.org/). Son graphe
est un peu plus parlant (voir I'encadré 1],
car on percoit des régularités et méme un
aspect fractal : des formes semblables appa-
raissent a diverses échelles.

Dispositions
en tableaux

Il existe plusieurs méthodes pour en dis-
poser les termes qui aident a en dévoiler
l'ordre secret. La premiére disposition gra-
phique révélatrice,nommée Tableau tassé
de Stern, consiste a oublier le 0 du début
et a faire des retours a la ligne aprés 1, 2,
4, 8 termes, etc. ©.

Onremarque que lasomme des éléments
de la ligne n vaut exactement 3", ce qu’un
peu de travail mathématique permet de

suite diatomique de Sternestlerésultatdes  Depuis une dizaine d’années, la suitea | , A
petites équations suivantes: faitl'objet d'une attention soutenue,condui- 1 3 2 3
Sg=0;51=1;52,=5,;52,,1=Sn +Sp+1.  Santadenombreusesetjoliesdécouvertes. 1 4 3 5 25 3 4

Autrement dit, elle commence par 0,1,  Ladjectif diatomique provientdelaformule 1 5 4 7 38 5 7 27 58 3 7 4 5
uis, pour la connaitre en m, sim est pair, s =S,+5 uisignifieque lestermes  + & ° 9 4117 103 118 135 127 9 29 7.
puis, p ’ Stpall - Sans 1750 T Sp. 1, qUISIENITE] 17 6115149 13 4 1511187 17 1013 3 14 11..
on regarde sa valeur en m/2, et sim est  nouveauxde la suite naissent de lasomme 18 7 136171116 5 1914239 21 1317 4 19 15 ..
impair, on coupe m en deux parties aussi  de deux termes, ou atomes, précédents. 1 9 8 157201319 6 23172811 251621 5 24 19 ..
égales que possible, onregarde les valeurs Les premiers éléments de la suite 1 109 178 231522 ? 272033 13291925 6 29 23 ..

1 11 10199 26 17 25 8 312338 15342229 7 34 27 ..

correspondantes et on additionne. sontindiqués au bas de la page. Elle semble

e e A5 16.5,9,4, 14,7, 10,3, 11,8, 13,5, 12,7,

9,2,9,7,12,5, 1- 10,7,11,4,9,5,6,1,7,6,114,5,14,9,13,4,15,11,18,7,17,10,13,3,14,11,19,8,21
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D ans cette représentation des premiers éléments de la suite diato-  tales. Ces structures témoignent que, malgré son apparence désordon-
mique de Stern-Brocot, on porte en abscisse le numéro de chaque  née, la suite diatomique de Stern contient un ordre caché et méme une
élément dans la suite et en ordonnée sa valeur. On voit apparaitre des  simplicité inattendue. L'intérét qu‘on lui porte depuis quelques années
structures a plusieurs échelles, comme c’est le cas pour les images frac- e confirme spectaculairement.
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démontrer. Toutes les propriétés que nous
allons mentionner ont été démontrées (voir
par exemple I'article de Sam Northshield
indiqué dans la bibliographie). Ces démons-
trations ne présentent pas de difficultés
exceptionnelles: dans ce domaine, lors-
qu’une propriété comme celle des puis-
sances de 3 estidentifiée, la prouver n'est
qu’une affaire d’effort et de patience que
la communauté mathématique est presque
certaine de voiraboutir. Le jeu de larecherche
dans I'étude d’'une telle suite se situe bien
plus dans ladécouverte des propriétés que
dans leur démonstration.

Une seconde propriété tout a fait remar-
quable du Tableau tassé de Stern est que
chaque colonne est une suite arithmétique,
c’est-a-dire dont la différence entre deux
termes consécutifs est constante. La qua-
triéme colonne est par exemple la suite arith-
métique 3,5, 7,9, 11, 13,... cest-a-dire celle
de tous les nombres impairs. La raison (dif-
férence entre deux termes consécutifs) de
la suite arithmétique de la colonne 0 est 0;
celle de la colonne 1 est 1; ensuite viennent
lesraisons 1,2, 1, 3,2,3,1,4,3,5, ... suite
que vous reconnaissez (la suite de Stern).
Neest-ce pas amusant et miraculeux ?

Le tableau précédent se dispose aussien
étalant les nombres de chaque ligne et en
ajoutantun 1 (enrouge] aubout de chacune,
ce qui conduita Parbre diatomique de Stern ©.

Chaque ligne est un palindrome, ce qui est
une propriété intéressante... qui a été
démontrée. Quand la suite est ainsi dis-
posée, bien d’autres relations apparais-
sent. Cet arbre diatomique de Stern se
construitindépendamment des formules
données plus haut, en utilisant un pro-
cédé proche de celui qui conduit au fameux
triangle de Pascal. Rappelons que pour le
triangle de Pascal @, chaque élément est
la somme de ses deux voisins sur la
ligne au-dessus (par exemple, 35 est le
résultat de 15 + 20). On peut le disposer
en triangle rectangle ou isocele.

Dans l'arbre diatomique de Stern, chaque
ligne nouvelle est obtenue en recopiant la
ligne précédente et en insérant un nouvel
entier entre chaque nombre qui est simple-
ment la somme de ceux entre lesquels on
I'insére. Cette proximité avec le triangle de

Pascal se manifeste de multiples fagons,
et les trois structures du triangle de Pas-
cal, de la suite de Fibonacci et de la suite
diatomique de Stern entretiennent de solides
relations « amicales>. Voici quatre de ces
étonnants liens entre joyaux des mathé-
matiques discretes.

1) Les maximums des lignes du
tableau tassé de Stern (ou, ce qui revient
auméme, de I'arbre diatomique de Stern)
sontexactement les termes de la suite de
Fibonacci 1,2,3,5,8,13,...0nles aencer-
clés ©.

2) En faisant la somme des coefficients
du triangle de Pascal situés sur les obliques
montantes (I'une d’elles est dessinée en
rouge,@], on obtient les termes de la suite
de Fibonacci 1, 1,2, 3,5, 8, 13,...

3) Sion compte le nombre de nombres
impairs surces mémes obliques montantes,
on trouve exactement les termes de la suite
diatomique de Stern, qui est donc cachée
dans le triangle de Pascal comme l'est la
suite de Fibonacci.

4] Cette derniére propriété conduit
d’ailleurs a une formule explicite pour le
n-ieme terme s, de la suite diatomique de
Stern, qui en constitue une nouvelle défi-

(B (D)
@ 1 7 1 1
1 ® 1 ¢ 1 1
1 ® 2 3 1 < v 2 2
1 4 3 2 5 3 4 1 ~’J<° 3 1
7 Z 5 3
154?35?2?583?451 7 v 9 s >
N $ é J 13 3
7 é o ¥ 21 1
1 7 A e H ¢ 34 4
11 < e v K 8 55 3
1 12 1 9 ® % o7 5
31 1 331 B % ¥ ¢ g .
% © < v 2 &
64 1 14641 e 2 g
2 % 2 ®H
1010 5 1 1 51010 5 1 ¢ ) - o
‘{"’6\ ® Y o o
152015 6 1 1 6152015 6 1 & & £ £
21353521 7 1 1 7213535217 1 % v ©ow
285670 56 28 8 1 1 8 285670 5628 8 1 9
36 841261268436 9 1 1 9 36 841261268436 9 1 7
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2. Le graphe infini de la suite de Stern

| existe des interprétations gra-
phiques assez simples de la suite
diatomique de Stern. On considere
le graphe (1) infini dessiné ci-dessous
dont le principe de construction est
immédiat. On peut le voir au choix:
—comme un point de départ qui
donne lieu a trois branches faisant
des angles de 45°, qui eux-mémes
se séparent chacune en trois
branches du méme type, etc.

— comme un pavage d'un tri-
angle isocéle rectangle par des tra-
pezes rectangles tous semblables et
de plus en plus petits.

La suite diatomique de Sterny
est cachée. En comptant le nombre
de chemins descendants permettant
de joindre le sommet de la figure a
un nceud du graphe, on découvre (et
I'on démontre) que chaque ligne lue
jusqu'a la moitié est le début de la

série de Stern (a I'exception du 0)
et donc que la ligne n du graphe
indique 2" termes de la série.

Le graphe (2), I'arbre diato-
mique de Stern, posséde une pro-
priété du méme type, sauf que cette
fois la suite de Stern s'obtient sim-
plement en mettant bout a bout
les nombres de chemins descen-
dants écrits aux nceuds. On peut
aussi, pour obtenir une nouvelle

ligne a partir de la précédente, reco-
pier la ligne dont on part (en ayant
éliminé les extrémités) et insérer
entre chaque paire d'éléments
consécutifs (a, b) la somme a + b.

Un autre graphe infini, que
nous laissons au lecteur le soin
de deviner et de dessiner, donne
les coefficients du triangle de Pas-
cal par ce procédé de décompte des
chemins descendants.

(1) 0

-
=\

1
151 1 2352 3

@

nition a partir des coefficients de bindme
de Newton (les éléments du triangle de
Pascal):

3 (7))

2i+j=n-1

De nombreux et remarquables liens
existent aussi entre la suite diatomique
de Stern et le systeme de numération
binaire. Nous allons en détailler trois qui
attestent a nouveau qu’en ces domaines
des mathématiques discretes, « Tout
est dans tout» et qu’un étroit et serré sys-
téme de relations fait passer rapidement
d'une structure a une autre... pour qui sait
ouvrir les yeux.

La valeur de s, est exactement le nombre
de représentations de n — 1 en notation
binaire généralisée, c’est-a-dire comme
somme de puissances de 2 prises 0, 1 ou
2 fois (la notation binaire est la représen-
tation de n en somme de puissances de 2,
prises chacune 0 ou 1 fois). Expliquons cela.

Pour la Science - n° 420 - Octobre 2012

Le nombre 8 (= 9 — 1) peut s'écrire de quatre
fagons en notation binaire généralisée :

a) 8 =8, qui donne la notation binaire
1000, (le 2 enindice est |a pour éviter la
confusion entre notations binaires et déci-
males];

b) 8=4 +4, qui donne la notation binaire
généralisée 200,;

c)8=4+2+2,quidonne 120,;

d)8=4+2+1+1 quidonne 112,.

Qu’il y ait quatre fagons d’écrire
8=9 — 1 en notation binaire généralisée
signifie que sq = 4.

Dans son merveilleux livre, publié
en 2003 et entierement consacré aux
constantes mathématiques, Steven Finch
note quelavaleurdes, estaussile nombre
de fagons d’extraire de I'écriture binaire den
une suite alternée de 1 et de 0 commen-
cant et se terminant par 1.

Prenons lexemple du nombre 17, quis'écrit
10001, en base 2. On peut extraire de cette
notation cing sous-suites alternées (enrouge)
commengant et finissantpar 1: 10001 10001
10001 10001 10001. On en déduit s, = 5.

Unautre lien extraordinaire entre la base
de numération 2 et la suite diatomique de

1 6594117103118135127 929 71251381131071149 56 1

Stern est celui qui permet, a partir de n écrit
en binaire, d’avoir immédiatement s,,. Par-
tant de n, par exemple 98, on I'écrit en
base 2:1100010,. On compte le nombre
de 1 qui commencent la suite 1100010, il
yena?2,ag=2;0ncompte le nombre de 0
qui suivent, ay = 3; puis le nombre de 1
qui suivent, a, = 1; puis le nombre de 0
qui suivent, a; = 1, puis enfin le nombre
de 1 quisuivent, a, = 0. On considére
alors la fraction::

Cette fraction permet d’affirmer que
la valeur de sgg est 9, le numérateur. En
prime, le terme suivant est le dénomina-
teur:Sqg = 16. Pour un entier n quelconque,
on écrit n sous forme binaire, et la frac-
tion associée comme précédemment:son
numérateur et son dénominateur sont les
termes derang netn + 1delasuite diato-
mique de Stern.

On vérifie qu'il en est bien ainsi, mais,
comme on I'a déja dit, le procédé n'est pas
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seulement constaté, mais didment démon-
tré. N'est-ce pas magique ?

Nous arrivons ala plus remarquable propriété
de lasuite diatomique de Stern, qui se rapporte
a 'énumération des fractions. Les nombres
fractionnaires ou plus communément nom-
més nombres rationnels sontles quotients de
deux nombres entiers (comme 1/2, 5/1,
23/165...). En écrivant toutes les fractions
positives dans untableau a double entrée (une
pour le numérateur, 'autre pour le dénomi-
nateur) et en parcourant successivement
les diagonales montantes du tableau (sommes
du numérateur et du dénominateur égales],
on obtient une énumération des nombres
rationnels @. Elle montre qu'ils ne sont pas
<«vraiment> plus nombreux que les nombres
entiers (méme infini dénombrable].

1t 2 3 4 5 6 7
11 1/2 13 1/ /5 _1/6 ,1/7 , ..
VN AN
o1 21” 2/3/ 2/4 2/5° 208 2/7 .
3/1/3/2/ 3/3/ 3/4/ 3/5/ 3/6/ 3/?/
4/1/4/2/ 4/3/ 4/4/ 4/5/ 4/6/ 4/?/
5/1/5/2/ 5/3/ 5/4/ 5/5/ 5/6/ 5/?/
5/1/5/2/ 6/3/ 5/4/ 5/5/ 5/5/ 5/?/
P10 72 23 74 5 e 7 .

Lénumération commence par 1/1,2/1,
172, , ,5/1,
4/2,3/3,2/4, 1/5, ... Dans cette liste des
fractions, du fait des simplifications pos-
sibles (2/2 = 1/1, 2/4=1/2, etc.}, certains
nombres rationnels sont répétés. Ce n'est
pas trés grave, car on peut reprendre I'énu-
mération en décidant de ne pas garder les
nombres qui se trouveront déja mention-
nés, cest-a-dire ceux qui se simplifient. Le
début de cette énumération sans répétition
devient alors: 1/1, 2/1, 1/2, 3/1, 1/3, 4/1,
3/2,2/3,1/4,5/1, 1/5,... Le résultat de ce
nettoyage est une bijection entre les entiers
positifs et les nombres rationnels positifs :
a chaque nombre entier n positif, le n-ieme
nombre de 'énumération est un nombre
rationnel simplifié (une fractionirréductible)
et il n'y a nioubli ni répétition.
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Un défaut de cette méthode de mise
en correspondance nombre a nombre, entre
les entiers et les rationnels, est qu'il est
impossible, @ moins d’'un assez gros tra-
vail, de connaitre quel est le nombre ration-
nel qui vient par exemple en position
mille (et est donc associé a 1 000). Il est
encore plus difficile d’avoir une formule
générale et simple donnant le n-iéme terme
de 'énumération.

Trés étonnamment, la suite diatomique
de Stern fournit une solution a ce pro-
bléme: si on énumere les rationnels en
prenant successivement: sg/Sq, S1/55,
$/53,53/54,54/55,55/56,56/57,57/Sg,Sg/Sq,
S¢/Sqg,... Cest-a-dire: 1/1, 1/2, 2/1, 1/3,
3/2,2/3,3/1,1/4,4/3, ..., alors la liste
obtenue est parfaite. Il n'y a ni oublis, ni
répétitions, ni fractions simplifiables ; c'est
une mise en ordre idéale de I'infinité des
nombres rationnels.

Cette fois, on peut savoir sans mal que
le n-ieme élément énuméré ests, _ /s,
rapport dont on connait rapidement la valeur
a partirdu développement binaire de n sans
passer par les précédents; voir plus haut
I'exemple du calcul de sgg.

Cette merveilleuse liste des frac-
tions incita Stern en 1858 a introduire sa
suite diatomique quidonne lieu a de jolies
représentations graphiques de 'ensemble
des nombres rationnels positifs. Partant
de I'arbre diatomique de Stern (sans sa
derniere colonne de 1], en divisant chaque
élément par le suivant, on obtient un

1/4

1/1

/\

1/2

/\

1/3

4/3

3/5

3/2

5/2

2/5

2/1

/\

2/3

5/3

3/4

1/5 5/4 4/7 ?/3 3/8 8/5 5/7 ?/2 2/? 7/5 5/8 8/3 3/? 7/4 4/5 5/1

tableau infini de tous les nombres ration-
nels @. Ce tableau est parfois nommé
arbre de Calting-Wilf, car Neil Calting et
Herbert Wilf 'ont étudié en 2000.

La représentation fractale de I'arbre
binaire en fait apparaitre un plus grand
nombre d’éléments @.

Plus intéressante encore, la dispo-
sition en spirale rend apparent a la fois
I’arbre et’énumération linéaire de tous
les rationnels @.

Larbre de Calting-Wilf possede une
magnifique propriété qui suffit d’ailleurs a
I'engendrer a partir de sa racine 1/1: les
deux descendants d'une fraction a/b de
larbre sont dans l'ordre a/(a + b) et (a + b)/b.
Ce procédé étonnamment simple fournit
indirectement une nouvelle méthode pour
engendrer la suite diatomique de Stern.

Une autre formule surprenante par sa
simplicité permet directement de passerd’un
élément de 'énumération magique des ration-
nels au suivant: f(x]) = 1/(1 + 2[x] —x] (ou
[x] désigne la partie entiere de x].

Autrement dit, en partant de 1/1 et en
appliquant la fonction f, on obtient d’abord
1/2, puis en I'appliquant a nouveau a ce

(G 11/18 15/11 9/13 14/9 9/14 13/9 11/15 18/11
11:/?—4/?—4/:11 9/:4_5/4_ 5:/9 9/:5 —4/5—4/:9 11/I4—7/4—?:/11
18/7 4/15 13/4 5/14 14/5 4/13 15/4 7/18

4/3 1/3—1/4 4/1 3/1 3/4
/17 13/3 1/? | 11/5 5/11 | 71 3/13 17/7
?/}0—?/3—1(?/3 1/IB—1/5—EI/5 5/|5—5/1—G/|1 3/:II.0—3/?— 19/?
17/10 10/13 ?/6 6/11 11/6 6/7 13/10 10/17
1/2 1/1 2/1
/18 /11 o/t 16/8 916 14/9 11/14 19/11
11/8—3/8—3/11 9/2—7/2—7/9 9/7—2/?7—2/9 11/3—8/3—8/11
1008 4 1 716 18/7 2/11 /3 8/10
3/5 —3/2——5/2 2/5——2/3 5/3
8/21 18/5 5/17 19/7 7/19 17/5 5/18 21/8
8/I13—8/5 —13!/5 5;12—5/?‘—12I/? : ) I I

21/13 13/18 17/12 12/19

?/ I12—?/ 5—12|/5
19/12 12/17

5/I 13—-5/8— 1?/ 8
18/13 13/21
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qu'onvient d'obtenir,ona2/1,puis 1/3,3/2,
2/3,3/1,1/4,4/3,3/5,5/2, etc., ce qui énu-
meére tous les nombres rationnels, chacun
une fois et une seule, et sans jamais tom-
ber sur des fractions simplifiables.
[Controle: 1/1 > 1/(1+2[1]-1) = 1/2 >
1/(1+2[1/2]-1/2) = 2> 1/(1+2[2]-2) =
1/3 > 1/(1+2[1/3]-1/3) = 3/2.]

Regards
=

Ilestimpossible ici de présenter toutes
les propriétés de la suite diatomique de
Stern-Brocot, pas plus que ses générali-
sations (avec des polyndmes par exemple),
tant la richesse de sa structure semble
inépuisable.

llestahurissant qu’il ait fallu attendre
le XX¢et le plus souvent le XXI® siecle pour
que se dévoile une telle marée de relations
et de propriétés simples provenant de cette
suite a la définition ridicule de banalité.
Nous sommes parfois tentés, a tort, de
croire que nous connaissons tout ce qui
est simple et fondamental. Il reste sans
doute encore de nombreuses vérités
mathématiques élémentaires a découvrir,
que mystérieusement NoUs ne voyons pas.
C'est bien sar une source de plaisir sans
égale pour tout mathématicien ou amateur
de nombres que de voir surgir cette sim-
plicité inattendue qui est peut-étre un autre
nom de la beauté. |

Solution de I’énigme cryptographique

Notre rubrique de juin 2012 portait sur la
cryptographie visuelle. Elle proposait une
énigme : un prénom de mathématicien
était caché dans une image. Rafael Che-
valier a été le premier a m’avoir fait par-
venir la solution. Il gagne donc un
abonnement d’un an a Pour la Science.
Jean-Frangois Colonna qui connaissait
I'énigme avant la parution (et qui était
donc hors-concours] 'avait aussirésolue.

Il fallait trouver SRINIVASA, prénom du
grand mathématicien indien Ramanujan,
célebre pour ses travaux en théorie des
nombres et pour son extraordinaire apti-
tude au calcul. La méthode de chiffrage
était fondée sur 'idée de la superposition
de transparents expliquée dans l'article.
Comme il n’y avait qu’'une
seule image, et que 'image 3
étaitcarrée, l'idée étaitassez
naturelle de superposer un
transparent de I'image avec
le méme transparent tourné
de 907, 180° ou 270°. Cest
effectivement ce qu'il fallait
faire, avec 180°.
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Lénigme aurait été trop facile si cette
seule rotation-superposition avait donné
la solution. Il fallait donc aussi décaler le
transparent tourné. Le nombre de cases
du décalage horizontal et le nombre de
cases du décalage vertical jouent le role
de clefs de chiffrage. Cependant, une
méthode exhaustive d’'exploration n’était
pas colteuse a mettre en place et condui-
sait donc a la solution pour peu qu’on soit
un peu patient.

La patience n’était pas absolument
nécessaire, caron pouvait se repérervisuel-
lement surles motifs présents surles images
pour découvrir sans trop de peine la bonne
superposition. Cest d'ailleurs ainsiqu'a pro-
cédé R. Chevalier qui nous a expliqué avoir
résolul'énigme en environune

heure.

; Nous avons indiqué ci-
contre la solution que 'on
apergoit lorsque 'image ini-
tiale et sa copie tournée de
180° sont superposées et
convenablement décalées
# I'une par rapport a l'autre.
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