nceuds de toutes les fagons possibles (ily
enanm).OnnoteK _ce graphe et, bien sdr,
. . nm -
on aimerait connaitre le nombre minimum
decroisementsdeK .Cestacegrapheet
aucalculdecr(K_ ] quelemathématicien
hongrois Paul Turan s’intéressa dans son
camp de travail en 1944.
Voici quelques valeursde cr(K ], en
fonctionden etdem, connues aujourd’hui:

n
I 4 5 6 7
3| 3 2 4 6 9
4| 2 4 8 12 | 18
5 4 8 16 | 24 | 36
6| 6 12 | 24| 36 | 54

En 1952, une solution générale au
probléme que Turdn avait fait connaitre
autour de lui fut proposée par Kazimierz
Urbanik et Kazimierz Zarankiewicz. lls pré-
tendaient prouver que cr(K ] est égal
[n72]l(n—1)72]Im/2][(m—1)/2]. Treize ans
aprés,ons’apercut que le résultat était faux.
Des preuvesinitiales, seule reste I'inégalité
selonlaquellecr(K Jestinférieurouégal
al'expression ci-dessus. Sinuln'aréussia
prouver que I'égalité est vraie, aujourd’hui
aucun contre-exemple n’en a été proposé,
eton a donc... une conjecture de plus.

Ladémonstration del'inégalité n’est pas
trés difficile, car elle consiste a disposer le
graphe enplagantsuruneligne horizontale les
n premiers nceuds, et surune ligne verticale
les m autres nceuds, de fagon a équilibrerle
mieux possible les parties haute et basse
et les parties droite et gauche. La figure f
ci-dessous est un exemple pourK, ¢

f

Pourillustrera quel point ces problemes
sontdifficiles etles conjecturesincertaines,
mentionnons encore le cas du graphe 0
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de I'hypercube a n dimensions. En 1973,
R.Guy et Paul Erdds proposerentlaformule:
cr(0,)=(5x4")/32-2""2[(n%+ 1)/2].
Pendant plus de 40 ans, elle a sem-
blé correcte. Pourtant, Yuansheng Yang,
Guoging Wang, HaoliWang et Yan Zhou, de
'Université de Dalian en Chine, trouvérent
en 2012 un contre-exemple pourn =7 et
toutes lesvaleurs supérieures. La conjecture
est donc archifausse !
Imposerauxarcs d’étre des segments de
droite, nous 'avons dit, conduita un probleéme
différent, celuidu calculde cr(G). Il se trouve
qu’il est un peu plus facile, car le nombre
de dessins différents a envisager est plus
petit. Dans le cas du graphe K , les valeurs
calculées et vérifiées vont jusqu'a n = 27
et on connait en plus la valeur pour n = 30.

En fait, les difficultés rencontrées sont peu
étonnantes, car on sait depuis longtemps
que le probléme du calcul de cr(G) est un
probléme dela classe NP-difficile. Cela signifie
que sil'on savait le résoudre efficacement,
alors on sauraitaussirésoudre efficacement
une grande famille de problémes combina-
toires difficiles, ce quiest plus qu'improbable.
Cela n’'empéche pas des progres concrets
en matiere d’algorithmes.

On saitmaintenant produire des dessins
utiles en pratique pour des graphes de cir-
cuits comportant plusieurs centaines de
neeuds. L'une des méthodes utilisées est
la « planarisation » : on extrait du graphe
un graphe planaire aussi grand que pos-
sible en ne retenant que certains arcs, et
on ajoute ensuite avec précaution les arcs
qui manquent en tentant de minimiser le
nombre de croisements créés.

L’énigme du croisement des arcs
d'un graphe montre que des théemes de
recherche que tout le monde peut com-
prendre concentrent parfois en eux toutes
les difficultés possibles, et prouve une fois
de plus que le monde mathématique, méme
|3 ouons’yattendle moins, comporte des
obstacles surprenants... et peut-étre insur-
montables. ]
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Pour quelques pattes de plus...

Les extraterrestres

de science-fiction ayant

une paire de pattes
surnuméraires seraient plus
stables, mais ils auraient
des difficultés a coordonner
les mouvements de tous
leurs membres.

Jean-Sébastien STEYER
et Roland LEHOUCQ

ace a I'étonnante diversité du

vivant sur Terre, comment ima-

giner une espece extraterrestre

originale ? Une solution souvent
adoptée consiste a prendre un vertébré a
quatre pattes et a lui ajouter une paire de
membres supplémentaires. Les exemples
les plus récents sont les martiens huma-
noides a quatre bras de la planéte Barsoom
dans le film John Carter (Andrew Stan-
ton, 2012] et la plupart de la faune du film
Avatar (James Cameron, 2009] ou les equi-
dius, les thanators et autres titanothéres
ont tous six pattes. Remarquons que ce pro-
cédé n'est pas nouveau: le centaure, hybride
homme-cheval, le griffon, assemblage d'un
aigle et d’un lion, et le cheval ailé (tel Pégase)
sont présents dés IAntiquité. A ceux-ci s'ajou-
tent les anges, les démons et les dragons
occidentaux, mais aussi quelques divinités
hindoues. Ces étres a sixmembres, ou hexa-
podes, sont-ils plausibles ?

Sur Terre, la plupart des vertébrés ont
soit des nageoires (chez les « poissons »),
soit des membres (chez les tétrapodes).
Méme sila plupart des tétrapodes sont dotés

1. LE TRIPEDE, curieux extraterrestre imaginé par Damon Knight en 1954, aun corpsa  de quatre membres, certains ont perduleurs
symétrie radiale, avec trois jambes, trois bras et six yeux. pattes: clest le cas des mammiféres aqua-
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tiques (cétacés, siréniens) qui ne conser-
vent que deux membres transformés en
rames a I'avant, ou encore des serpents et
des apodes (groupe d'amphibiens peu connu)
qui n'ont plus aucune patte. Si, sur Terre,
aucun vertébré n'est hexapode, les « six
pattes >» existent pourtant: ils regroupent
entre autres les insectes et les collemboles
quipeuplentles sols. Avec plusieurs millions
d'espéces, les hexapodes sont méme les
organismes les plus nombreux.

Pourquoiunvertébré terrestre ne peut-
il étre doté de trois paires de membres ?
Parce que ses pattes sont issues de
nageoires charnues de poissons osseux,
transformées ily a plus de 370 millions d’an-
nées en membres munis de doigts, aussi
nommés membres chiridiens. Nageoires
charnues et membres chiridiens sont eux-
mémes issus des ceintures pectorale (for-
mant I'épaule] et pelvienne (formant le
bassin), a raison de deux nageoires (oudeux
membres]) par ceinture. Un vertébré a six
pattes comme ceux de science-fiction devrait
donc posséder une troisieme ceinture
0sseuse au hiveau du trong, c’'est-a-dire un
segment supplémentaire.

Cela nécessiterait, au cours de I'em-
bryogenése, une action différente des genes
architectes (les génes Hox) intervenant
dans la segmentation du tronc et 'appari-
tion des ceintures. Or 'organisation de ces
génes est bien plus complexe chez les ver-
tébrés que chez les arthropodes, ot une
segmentation multiple est pourtant pos-
sible, entrainant souvent la multiplication
des paires de pattes. Clest le cas des crus-
tacés [quiontjusqu’a dix pattes), des arach-
nides (huit pattes), sans oublier les
scolopendres et les mille-pattes.

La présence d'un ou plusieurs membres
surnuméraires est pourtant possible chez
les tétrapodes, mais elle reléve d’'une mal-
formation nommée polymélie. Chez
homme, cette grave anomalie touche envi-
ron un enfant sur un million. Mais, comme
chez I'ischiopage (un feetus « absorbant »
partiellement son jumeau pendant son déve-
loppement in utero), le ou les membres sur-
numéraires, souvent hypertrophiés ou
déformés, ne sont pas des membres fonc-
tionnels. Ainsi, il faudrait des mutations
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génétiques considérables pour obtenir un
tétrapode a trois ceintures et sixmembres.
De surcroit, une hexapodie fonctionnelle
chez un vertébré nécessiterait des chan-
gements notables des systémes muscu-
laire et nerveux, pour coordonner ces
membres surnuméraires : comment un che-
val hexapode se comporterait-il au galop ?

La question de la coordination de six
membres est d’ailleurs d’'une grande impor-
tance pour les roboticiens qui cherchent a
réaliser des robots mobiles hexapodes. Chez
les cyborgs humanoides, le déplacement
reste classique : dans Star Wars, le général
Grevious, féroce ennemi des Jedis, se

2. UN THARK, MARTIEN a six membres du
film John Carter. |l est doté de deux paires
de brasetd'une paire de jambes, ce quin'est
pas la configuration la plus stable, laquelle
est celle du trépied.

déplace surses deuxjambes, mais dispose
de deux paires de bras robotiques armés
de sabres laser.

Dans le domaine des transports, il y a
beaucoup de roues, mais peu de pattes. En
roulant sans glisser, laroue consomme peu
d’énergie. Siles pattes sont moins économes,
elles présentent néanmoins I'avantage de

Walt Disney Company 2012

s’adapter a de nombreux types de terrains.
Les robots quiont six pattes, plut6t que deux
ou quatre, sont plus stables durant les dépla-
cements: trois des pattes préparent le pas
suivant, tandis que les trois autres stabili-
sent le robot. Trois pieds permettent d’étre
stable surn'importe quel support, aussiirré-
gulier soit-il. Un tabouret a trois pieds est
bien plus stable qu'une chaise a quatre pieds.
Damon Knight, critique et auteur de science-
fiction, l'avait bien compris : dans Regle d'or,
une nouvelle publiée en 1954, il crée les « tri-
peédes », ingénieux extraterrestres hexa-
podes a symétrie d'ordre trois possédant
trois pieds, trois bras et six yeux [voir la
figure 1]. Notons également que les enva-
hisseurs de La Guerre des mondes
(H.G. Wells, 1898], les « tripodes », se dépla-
cent sur trois pattes, comme les Raméens
sil'on en croit les héros du roman Rendez-
vous avec Rama d'Arthur Clarke (1972).
Mais revenons aux robots : le biomimé-
tisme est utile pour optimiser leur locomo-
tion. Lesinsectes sont source d'inspiration,
et 'étude de leur comportement et de leur
systéme nerveux apporte de précieuses
informations. Ainsi, la marche des insectes
est gérée par deux types de contréle ner-
veux: le premier commande les mouvements
de chacune des pattes, tandis que le second
contréle les différentes allures par le biais
des interactions des pattes voisines, les
six pattes étant connectées en paralléle.
Les robots hexapodes ont d'ores et déja
montré qu'ils peuventaccomplir des taches
impossibles pour les véhicules équipés
de roues. Pourtant les rovers martiens de
la NASA ne sont pas encore équipés de
pattes ! Curiosity est doté de six roues
motrices dont quatre sont orientables. La
suspension de ce rover et |a taille de ces
roues lui permettent de franchir des obs-
tacles de 50 centimetres de hauteur ou de
profondeur. Mais sa vitesse maximale n'est
que de quatre centimetres par seconde...
Des robots humanoides hexapodes ren-
contreront-ils un jour les martiens verts
de Barsoom ? ]

J.-S. STEYER est paléontologue
au CNRS-MNHN, a Paris. R. LEHOUCQ
est astrophysicien au C€A, a Saclay.
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Origami : de la grue aux structures de I'Univers

L’art japonais du pliage de papier entretient des liens étroits

avec les mathématiques, mais aussi avec l'exploration spatiale,
les airbags et méme la matiére noire !

Loic MANGIN

‘origamiestunartancestraljapo-
nais, celui du pliage du papier.
Il serait né en Chine et aurait
conquis le pays du Soleil levant
auVi®siecle grace a des moines bouddhistes.
[Ifut d’abord réservé a des cérémonies reli-
gieuses, le prixdu papiera cette époque en
interdisant un usage courant. Aujourd’hui,
I'origami s’est démocratisé et les enfants
japonais apprennenta confectionner trés tot
I'une des plus célebres figures, la grue. Cet
animal symbolise la paixetunelégende locale
stipule que : « Quiconque plie 1 000 grues
en papier verra son veeu exaucé. »
L'origamifutunartdelasculptureréservé
auxélites, puisun jeud’enfants, etest devenu
un sujetd’études pour... mathématiciens !
Le pointde départ de ce dialogue fructueux
entre les deux disciplines fut le langage
créé par Akira Yoshizawa (1911-2005)
pour coder les pliages en creux, en créte...
a l'aide de points, de traits et de fleches.
Précisons que Yoshizawa a congu plus de
50000 nouveauxmodeles d’origami et qu'il
futinvité a exposerses ceuvres au Carrousel
du Louvre en 1998. Dés lors, on disposait

d'un moyen simple pour transmettre des
figures. On pouvait égalementappliquerdes
principes mathématiques a I'art du pliage
pour en découvrir les lois sous-jacentes.
Avant d’en détailler quelques-unes et de
voir comment les mathématiques aident
aconcevoir des figures complexes [voirles

c
P
p
0
N (1§
A R B

LA METHODE DE HISASHI ABE pour la trisec-
tion de I'angle CAB. Avant de plier les feuilles, les
droites PP’ et Q' sont paralleles a AB, Q et
étantles milieuxde AP et de BP'. Quand le point P
est rabattu sur la droite AC et le point A sur QO
en A, I'angle A’AB est égal au tiers de CAB.

figures e, f, geth page ci-contre), rappelons

que lesméthodes de l'origamiviennentabout
de trois problémes géométriques célebres
impossibles a résoudre avec uncompas et
une régle non graduée : la trisection d'un
angle [voir la figurea), la quadrature du
cercle et le doublement d’'un cube.

Un origami est fondé sur un schéma de
pliage (lafigure b est celui d'une grue] quidoit
obéira quatre lois : la 2-colorabilité, c’est-a-
dire que I'on peut colorieravec deux couleurs
toutes leszones sans que deuxrégions adja-
centesaientlaméme;achaque sommet, la
différence entre les nombres de crétes (en
noirsurlafigure b] etles creux (en marron)
est égale 3 =2; la somme des angles pris
alternativement [1+3+5 ou 2+4+6 sur
la figure b) autour d’'un sommet est égale
a180degrés;enfin, quelle que soitlafagon
donts’empilentles différentes parties dela
feuille,aucune d’elles ne peuttraverserunpli.

Armés de ces quatre lois, abordons un
probléme pratique:a partird'un modele, par
exemple un cerf-volant (le coléoptére de la
figurec],comment plierune feuille carrée pour
enobtenirune représentation (lafiguree] ?
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