Siparexemple vous séparezendeuxun
paquet de huit cartes, cette loi binomiale
indique que vous aurez la séparation 4-4
dans 27,4 % des cas, la séparation 3-5 {ou
5-3)dans 21,9%de cas, laséparation 2-6 (ou
6-2) dans 10,9 % des cas, la séparation 1-7
(ou?-1)dans 3,1 %des cas, etla séparation
0-8 (ou8-0) dans 0,4 % des cas. Le dernier
cas est un peu étrange, mais I'exclure ne
changerait pas grand-chose.

Pourl'insertion des deux paquets obte-
nus I'un dans I'autre, le modéle de Gilbert
etShannon est, a nouveau, aussisimple et
naturel que possible : lorsqu’on intercale
un paquet A de p cartes dans un paquet B
de p’ cartes, la probabilité pour que la pre-
miére carte du nouveau paquet soitla carte
au-dessusdeAestp/(p +p’), etelleestde
p’/(p +p’) que ce soit la carte au-dessus
de B.Lamémeidée est reprise quand une
ouplusieurs cartes sont déja déterminées
en téte du nouveau paquet, etqu’ilreste a
insérer deux paquets devenus plus petits.

Des expériences réalisées par P. Dia-
conis en 1988 ont confirmé que le modele
de Gilbert et Shannon est satisfaisant et
constitue donc une bonne modélisation
mathématique, un peuidéalisée mais pas
trop, de ce qu’on fait quand on effectue le
mélange américain. Restait a exploiter ce
modele pour évaluerle nombre de mélanges
nécessaires a une mise en désordre conve-
nable du jeu de cartes.

La solution a été publiée en 1992
par Dave Bayer et P. Diaconis (toujours
lui !). Elle se fonde sur une élégante idée
mathématique. D’abord, on considére une
généralisation du mélange américainetde
son modele théorique : au lieu de séparer
le paquet initial en deux, on le sépare en
a sous-paquets qui sont ensuite insérés
simultanément les uns dans les autres.
Plus précisément, le nouveau paquet est
constitué en prenant les cartesune aune
avec des probabilités proportionnelles aux
nombres de cartes de chaque paquet. Le
modele mathématique de cette générali-
sation reprend les mémes idées que pour
le mélange américain avec une séparation
en deux. Un tel mélange, qui demanderait
en pratique de disposer de a mains, se
dénomme a-mélange américain.
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Ensuite, et c’est la clef de tout, les
chercheurs ont montré qu’effectuer un
a-mélange américain suivi d’'un b-mé-
lange américain équivaut a réaliser un
ab-mélange américain. Ce beau résultat
permet d’affirmer que réaliser k fois un
mélange américain habituel (c’est-a-dire
un 2-mélange américain] revient a effectuer
un 2K-mélange américain. Grace a cette
vision simplifiée de ce qu’est 'opération de
mélange américain répétée k fois, il devient
possible de connaitre la probabilité exacte
que k mélanges américains consécutifs
produisentun ordre donné, ce qui permet
alors de savoirsil'ons’estassez approché
dumélange idéal, ou chaque ordre possible
a une probabilité 1/n!.

Laformule mesurantla qualité du mélange
obtenuaprés una-mélange américain est
remarquable etilestméme étonnantqu'une
formule aussi simple existe pour décrire
leffetd’'une manipulation plutét compliquée.
Voici le résultat et la formule :

La probabilité d’'obtenir l'ordre , par
exemple 0=(3,8,5,2,4,6,7, 1), aprés
un a-mélange américain d’un paquet de
ncartesest:C(a+n—-sm(@),n)/a".

Dans cette formule, C désigne comme
précédemment les coefficients du bindme
de Newton etsm((] estle nombre de suites
montantes dans la décompositionde { en
suites montantes. Pour notre exemple,
sm(0)vaut4,car(3,8,5,2,4,6,7,1) se
décompose en quatre suites montantes:
(3,8), (5), (2, 4,6, 7), (1).

Voyons une application de la belle
formule de Bayer et Diaconis. Partant
d’un paquet classé (1,2, 3,4, 5,6, 7, 8)
et opérant un 2-mélange américain trois
fois de suite, ce qui équivaut a un 8-mé-
lange américain (donc a =8), on obtiendra
lordre (3,8,5,2,4,6,7, 1), avec une pro-
babilité C(8+8-4,8)/88=121/(8!4!88)
=2,95x 107"

Cestassez prochedu 1/8!attendu, égal
42,48 x 107°. L’écart entre la probabilité
d’obtenir(3,8,5,2,4,6,7,1) que donnerait
un mélangeidéal (1/8!) et celle que donne
le 2-mélange américain effectué trois fois
est de 0,47 x 107°. Bien sdr, une série de
mélanges américains ne sera satisfaisante
quesil'écartentrele 1/n!attenduetla pro-
babilité d'avoir 'ordre  est petiten moyenne
quand { varie, ou mieux, si on obtient une
somme assez petite quand on additionne
tous les écarts pourlesn!ordres possibles.

Cettesomme mesure siunmélange amé-
ricain appliqué k fois est acceptable. Pour
que le maximum possible de cette distance
soit 1 (ce quiestun repére commode), on
calcule ladistance d’'un mélange américain
au cas idéal (oU tous les ordres sont équi-
probables] en calculant la demi-somme de
tous les écarts possibles. Le tableau de
résultats ci-dessous, calculé par D. Bayer
et P. Diaconis, indique, pour un paquet de
n cartes et pourune opération de mélange
américainréaliséek fois, la distance obtenue
avec le mélange idéal : quand la distance
est proche de 1, le mélange est mauvais;
plus la distance est petite, meilleur il est.

Lorsqueladistance estinférieurea 1/10,
lemélange estjugé convenable:enmoyenne,

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
25 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,775 | 0,437| 0,231 | 0,114 | 0,056 | 0,028 | 0,014
32 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,929| 0,597 | 0,322 | 0,164 | 0,084 0,042 | 0,021
52 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,924 | 0,614 | 0,334 | 0,167 | 0,085 | 0,043
78 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 0,893 | 0,571 | 0,307 | 0,153 | 0,078
104 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,988 | 0,772 | 0,454 | 0,237 | 0,119
208| 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000| 1,000 | 1,000 | 0,914 | 0,603 | 0,329
312| 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,883 | 0,565

CE TABLEAU INDIQUE, POUR UN PAQUET DE N CARTES et un mélange américain réalisé k
fois, la distance séparant le résultat obtenu de celui du mélange idéal, ol tous les ordres ont la

méme probabilité 1/n ! d’apparaitre.
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Persi Diaconis, magicien et mathématicien

promis, il reprend ses études...
ety réussit assez bien, puisqu'il
soutient une thése a I'Universi-
té Harvard en 1974.

ersi Diaconis méne des tra-
Pvauxderecherchemathéma-
tique aussi bien au sujet des mé-
langes déterministes qu‘au su-
jet des mélanges aléatoires de
cartes.lls'estaussiintéresséala
physique du pile ou face. Ses ré-
sultats ontfait progresser consi-
dérablementnos connaissances
sur les mélanges de cartes.

Sonparcoursprofessionnelest
assezsingulier.llestnéen 1945, ||
Al'age de 14 ans, il quitte sa fa-
mille pour suivre le prestidigi-
tateur canadien Dai Vernon qui
le forme et fait de lui un magi-
cien professionnel. Il pratique le
métier durant une dizaine d'an-
nées sous le nom de Persi War-
ren.En 1971, comme il se |'était

Son ami Martin Gardner ex-
pliquait que P. Diaconis jouait
au poker pour payer ses études.
Il précisait malicieusement que
P. Diaconis avait une formidable
techniquepourle «seconddeal »
et le « bottom deal », qui per-
mettent, quand on distribue les
cartes,dedonnerladeuxiemeou
la derniére carte du paquet au
lieu de la premiére. P. Diaconis,
aujourd’huiprofesseurdestatis-
tiquesal’Université de Stanford,
vient de publier avec Ron Gra-
hamun livreremarquable surles
idées mathématiques utiles en
prestidigitation (MagicalMathe-
matics : The Mathematical Ideas
thatAnimate Great MagicTricks,
PrincetonUniversity Press,2011).

la probabilité de chaque ordre possible est
a10%prescelle que donneraitun mélange
idéal obtenu aprés uneinfinité d'opérations
de mélange. Pour un jeu de 52 cartes, on
retrouve ce que pensait Borel: sept ou huit
mélanges américains sont satisfaisants.
La courbe ci-contre indique ce que donne
un a-mélange américain pour un jeu de
52 cartes. Les valeurs de a retenues sont
les puissances de 2 qui correspondent a
un mélange américain usuel effectué une
fois, deux fois, trois fois, etc.

La courbe montre clairementun «seuil
de bon mélange » : faire le mélange une
fois, deux fois, trois fois, quatre fois, cinq
fois est insuffisant. A partir de six fois, le
mélange devient acceptable, mais ce n’est
quau-dela de dix fois (poura=210=1024)
que I'on sera vraiment proche de 0.

Des études complémentaires menées
depuis l'article de 1992 et la prise en
considération de calculs fondés sur des
distances plus exigeantesindiquent que si
septmélanges américains sontconvenables
pour 52 cartes, il faut plutét en faire une
douzaine pour se prémunir contre toute
triche ou toute mauvaise surprise. Signa-
lons que lamagnifique formule donnée plus
haut ne rend pas les calculs faciles pour
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Distance
A
1 [ ZETTRY ERRPEY PORPS

S

16 32 64 128 256 512 1024

2 4 8

LADISTANCE entre le résultat d’'un a-mélange
américain et celui d'un mélange idéal, pour un
jeude 52 cartes et différentes valeurs de a.

autant:ilyaen effetn!ordres possibles
pour un paquet de n cartes (pour 52, cela
donne 8,1 x 10%7) etil faut donc ruser pour
calculerlademi-somme de tous les écarts,
qui mesure la qualité d’'un mélange.

L'industrie du jeu n’a pas été indif-
férente a ces résultats. Aujourd’hui, par
exemple, certaines machines a battre les
cartes sont programmeées pour effectuer les
sept mélanges américains conseillés. Les
compétences de P. Diaconis sont dailleurs
appréciées parles ingénieurs quicongoivent
des machines a battre les cartes.

Batteuses de cartes
sur le banc d’essai

Une entreprise souhaitant commercialiser
une telle machine fondée sur un principe
différent du mélange américain s’est
ainsi adressée a lui pour qu'’il prouve que
la machine produisait de bons mélanges.
La machine répartissait les cartes sur dix
étageresinternes en plagantlescartesune
aune aléatoirement surles étagéreseten
glissant chaque nouvelle carte au hasard
sous ou sur le paquet déja présent. Ala fin
de cette distribution sur les dix étageres
internes, la machine regroupait les dix
paquets constitués en utilisant encore un
ordre aléatoire pourles empiler. Le hasard
utilisé par cette machine pour chacune de
ces opérations était un hasard numérique
tiré d’'un générateur pseudo-aléatoire.

L’étude du dispositif par I'équipe de
P. Diaconis fut une déception pour les
industriels. En effet, les conclusions mathé-
matiques sont les suivantes. a] La phase
finale du mélange des dix paquets posés
sur les étagéres est inutile et la machine
est donc inutilement compliquée. b] Une
seule application du mélange effectué par
lamachine estinsuffisante et rend possible
certaines triches. ¢] En opérant deux fois le
mélange effectué parla machine,onarrivea
unrésultat satisfaisant. La conclusion [c] ne
convenait pas auxingénieurs qui, pouracceé-
lérer le rythme des jeux, voulaient mettre
au point la premiere machine capable de
faire un bon mélange en une seule fois.

Récemment, quatre nouveaux types
de questions ont été envisagés.
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(1) Autres mélanges. Toutes sortes de
mélanges aléatoires autres que le mélange
américain ont été étudiés. On s’est par
exempleintéressé aumélange top-to-random
consistant a répéter 'opération suivante:
on prend la carte du dessus du paquet et
onlaglisse auhasard danslereste. Pource
mélange aléatoire, Lerna Pehlivanamontré
en 2010 que l'opération devait étre répétée
environ 4nlog,(n) fois sionvoulait atteindre
un désordre de niveau convenable.

(2) Cartesrépétées. Dans certainsjeux,
telle black-jack pratiqué dans les casinos,
seuleimporte lahauteur des cartes, et donc
touslesas, outouslesrois, sont équivalents.
Ce qui compte pour un mélange est donc
non pas d’obtenir un paquet de n cartes
quelconques, mais un paquet de cartes dont
les hauteurs sont quelconques. Cela revient
aétudierdes paquets de cartes avec répéti-
tions (chaque carte étant répétée quatre fois
parexemple]. Biensir, les cartes répétées
facilitent les bons mélanges.

Que devient laregle des 7 (ou 12) mé-
langes américains pourun paquetavec répé-
titionsde 52 cartes ? En 2006, Mark Conger
et DivakarViswanath ont étudié le probléme:
pour 52 cartes dont seules les hauteurs ont
delimportance, ils concluent qu’en opérant
cing fois le mélange américain, on aura une
assurance de bon mélange comparable a
celledonnée par sept mélanges dansle cas
ou hauteurs et couleurs comptent. Pourun
niveau d’exigence fort, les 12 mélanges
américains nécessaires pour un paquet
de 52 cartes quelconques deviennent 9.

(3) Ordre des cartes dans une main.Un
autre pointlongtemps négligé est mainte-
nantassez bien maitrisé. Quand le jeu est
distribué, chaque joueurramasse ses cartes
et, pourla plupart des jeux, l'ordre des cartes
d’un joueur n’a pas d'importance. Seul leur
ensemble (sans ordre) détermine silamain
dujoueurestbonne oumauvaise. Dailleurs,
unjoueurestautorisé areclasserses cartes
danssamain [saufpourcertainsjeux, comme
la bataille). Ce qui importe vraiment pour
qu’un mélange soit satisfaisant n’estdonc
pas que le paquetde cartes avant d'étre dis-
tribué soitdansl'undesn!ordres possibles
avecune probabilité équivalente pourchaque
ordre, mais qu'une fois les cartes distribuées,
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les quatre ensembles de 13 cartes (pourle
jeu de bridge) soient comme si, au départ,
le paquet était bien mélangé. On peut éco-
nomiserdeux mélanges américains gracea
cetteremarque.Aussi,le nombre nécessaire
d’applications du mélange américain pour
que le paquet soit dans un état satisfaisant
pourdes joueurs de bridge estinférieura 7,
pourl'exigence faible, etinférieura 12 pour
I'exigence forte.

(4) Méthode de distribution. Un dernier
pointestladistribution d’'un paquet mélangé.
Laméthode habituelle consiste a donnerles
cartes une a une. Cette opération diminue
le risque d’une distribution inéquitable et
rend la tricherie plus difficile. La distribution
quiconsisteraita donnerles 13 premiéres
cartesau premierjoueur,les 13 suivantesau
deuxiéme, etc., serait pourtant aussibonne
sil'on était certain que le jeu estmélangé de
maniére idéale.Sis estle nombre de cartes
distribuées a chaque joueur, Marton Balazs
et David Szabd ont démontré récemment
qu'utiliser la distribution cyclique (plutét
que la distribution : s cartes au premier
joueur, s cartes au deuxiéme, etc.) équi-
vautapproximativement a effectuerlog,(s]
mélanges américains.

Dans le cas du jeu de bridge, les sept mé-
langes américains nécessairesaun désordre
convenable pourles 52 cartes se réduisent
donc a quatre. Deux mélanges sont éco-
nomisés du fait de la prise en compte du
point (3] ('ordre des cartes d’'une main est
sansimportance] et un autre au moins du
fait du mode de distribution cyclique. Les
12 mélanges nécessaires pourun désordre
donnantuneassurance parfaite se réduisent
de méme a 9 ou moins.

Depuis plus d'unsiecle que 'on cherche
acomprendre commentil faut s’y prendre
pourmélangeretdistribuerles cartes avant
de faire une partie de bridge, de poker ou
de belote, on a percé quelques mystéres
et élaboré de beaux résultats. Mais soyons
certains que d’'autres pépites sontrestées
cachéesetattendent que I'eeil puissant du
théoricien les découvre. u
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La pomme d’Adam est un citron

Dans un retable flamand du XV¢ siécle, les fréres van Eyck

ont peint une Eve tenant dans sa main un fruit. Une pomme ?

Non, une variété de citron nommeée... pomme d’Adam.

Loic MANGIN

u début du XVe€siécle, Joost
Vijdt, notable de la ville de
Gand, aujourd’hui en Bel-
gique,commande unretable
aHubertvan Eyck (1366-1426) destiné a
ornerune chapelle privée de I'église Saint-
Jean. Le peintre n’aura pas le temps d’ache-
verl'ceuvre et seraremplacé apres samort
par son frere Janvan Eyck (1390-1441).
Aujourd’hui, certains des 24 panneaux du
retable sont en cours de restauration,
mais on peut en admirer la plupart dans
la chapelle principale de I'édifice religieux,
devenulacathédrale Saint-Bavonen 1559.
Précisons qu’un des panneaux, celui dit
des Juges intégres, n’est qu’une copie,
I'original ayant été volé en 1934.

Selon que le polyptique est ouvert ou
fermé, on y voit Jésus-Christ, Marie, saint
Jean-Baptiste, des anges, '’Annonciation,
les portraits des commanditaires (le couple
Vijdt], ainsi que I'Adoration de 'agneau de
Dieu qui donne son nom a I'ensemble. On
distingue aussi surles panneaux extérieurs
Adam et Eve. Beatrix Mecsi, historienne de
I'artal'Université Lorand E6tvos, de Buda-
pest,en Hongrie, et Dirk Huylebrouck, mathé-
maticien au LUCA (Université de Louvain],
aBruxelles, en Belgique, se sontintéressés
a cette derniere et plus particulierement
au fruit qu’elle tient dans la main (voir la
figure page ci-contre]. Quel est-il ?

Ecartons d’emblée l'idée d'un fruit...
de l'imagination, les freres van Eyck étant
réputés pour leur sens du détail et le réa-
lisme poussé de leurs ceuvres. La premiére
idée quant au fruit que tient Eve serait une
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pomme, l'imaginaire collectif associant sou-
ventles deux.Cependant, la Bible ne parlerait
que d'un fruit, et non d’'une pomme. Le choix
estdonclaissé al'appréciation des artistes.
De fait, Lucas Cranach a bien représenté
une pomme dans Adam et Eve dans le jardin
d’€den.Enrevanche, dans les fresques de
la chapelle Sixtine, Michel-Ange a préféré
une figue, conformément a la tradition juive
selonlaquelle les feuilles de figuier furent
les premiers vétements d’Adam et Eve, une
fois le fruit défendu consommé. D’autres
encore ontchoisiun citron, une grappe de
raisin, une cerise,uneolive... La grenade a
aussi eu ses partisans au prétexte que ce
fruitestmentionné dansle livre de 'Exode et
dansle Coran. Pourtant, la grenade pousse
surun arbuste, non surun arbre.

Quoi qu’il en soit, a la Renaissance, le
pommiers’estimposé dans la tradition occi-
dentale. L'une desraisons serait 'ambiguité
du mot latin malum signifiant, d’'une part,
le pommier et, d’autre part, le mal.

Aucunde cesfruits ne correspond acelui
du retable des van Eyck. Peter Schmidt,
chanoine a la cathédrale Saint-Bavon, est
auteur d’'un ouvrage sur I'Adoration de
agneau. Le théologien y analyse l'idée
de son colléegue Luc Dequeker selon qui
Eve porterait un étrog, un cultivar du cédrat
utilisé parlesjuifs lors de la féte de Soukkot.
L'agrume est'un des quatre constituants,
avec une palme de dattier, un rameau de
myrte et une branche de saule, du bou-
quet de quatre espéces confectionné a
cette occasion. Or sur un autre panneau,
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