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[LILOGIQUE & CALCUL

Les carrés magiques géométriques

Les carrés géomagiques sont des carrés magiques ou les nombres
sont remplacés par des formes géométriques. Merveilles d’équilibre
et d'ingéniosité, ces nouveaux objets fascineront les amateurs.

Jean-Paul DELAHAYE

a passion d'un amateur de
carrés magiques vient de don-
ner naissance a une nouvelle
discipline des mathématiques
récréatives: les carrés géomagiques. Ces
objets combinatoires —donton comprend
mal pourquoi personne n'y a pensé plus
tot — généralisent les carrés magiques et
rendentvisuelles les relations multiples de
leurs composants. Cette invention de Lee
Sallows remonte a octobre 2001 et est le
produit d’une longue familiarité avec les
carrés magiques, domaine ot cet électroni-
cien britannique avait déja mené et publié
plusieurs travaux.
Encouragé par le succes de son idée,
L. Sallows vient de publier un livre dans
lequel il fait le tour des connaissances a
leur sujet (voir la bibliographie]. Avant de
présenterladécouverte etdonneruneidée
du contenu du livre, rappelons quelques
faits a propos de ces étonnantes combi-
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2. DETAIL DE MELENCOLIA | (La Mélancoliel], gravure d’Albrecht Direr (1514) ou figre

un carré magique 4 x 4.
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8 1 6

S=15 M = oo

1. LE CARRE MAGIQUE DE LO SHU (q] est le
plus ancien carré magique connu. Comme
tous les autres carrés magiques, on peut le
traduire facilement en un carré géomagique
(b, ol la juxtaposition horizontale des motifs
de chaque ligne, colonne ou diagonale pro-

duit ici un rectangle 15 x 1).

'y

naisons de nombres entiers que sont les
carrés magiques.

Uncarré magique d'ordrenestuntableau
carrédenlignes etautantde colonnes, dont
les cases sontoccupées pardes nombres
entiers tous différents. On exige de plus
que lasomme des éléments d’une colonne
donne toujours le méme total, qui doit aussi
étre celui de chaque ligne, et de celui des
deux diagonales.

Dansle plus simple des carrés magiques
[voirlafigure 1a],les totaux des trois lignes,
des trois colonnes et des deux diagonales
sont tous égaux a 15 (cette somme S est
nommeée constante magique). Ce carré
magique est dit «normal>» parce qu’il
possede la propriété supplémentaire que
chaqueentierde 13 9estutilisé une fois et
uneseule. Tousles autres carrés magiques
normaux d’ordre 3 s'obtiennent a partir de
celui-ci, par rotation et symétrie. Il n'existe
pas de carré magique d’ordre 2.

Une histoire millénaire

Ce carré magique d’ordre 3 est connu en
Chine depuis plusde 2600 ans et porte le
nom de carré magique de Lo Shu. Plus tard,
en Inde, dans les pays de I'islam, puis en
Europe, les carrés magiques ont suscité
lintérétetont été étudiés. Onleurattribua
des propriétés magiques et médicales, d’ou
leur nom. Par exemple, I'ltalien Jérome
Cardan en associa un a chaque planéte
et Albrecht Durer en glissa un (d’ordre 4)
dans sa gravure Melencolia | de 1514 (voir
la figure 2).
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L’idée de L. Sallows est de remplacer
les nombres par des formes géométriques
toutes différentes et de considérer que la
somme des figures géométriques est ce
qu’on obtient quand elles s’ajustent parfai-
tementles unes auxautres pourdonnerun
modele M, quijoueleréle de laconstante S
des carrés magiques.

Un carré géomagique d’ordre n est donc
un tableau de n® formes planes toutes dif-
férentes, tel que chaque série de formes
prises dans une méme ligne, une méme
colonne ouune des deux diagonales s’as-
semble sans recouvrement pour produire
un modele M fixé a 'avance. L’existence
de tels carrés géométriques magiques
n'est pas difficile a prouver, car il existe
une traduction géométrique immédiate de
tout carré magique en carré géomagique
[voir la figure 1b).

Dans cette traduction, chaque entiere
ducarré magique estremplacé parun seg-
ment (ou un rectangle ou un secteur de
disque]) delongueure. Ainsi, enjuxtaposant
les éléments d'une méme ligne, ou d’'une
méme colonne, ou d'une méme diagonale,
on obtient toujours le méme modele M.

Cet exemple montre que la notion de
carré géomagique généralise celle de carré
magique. Le résultat n’estici guére spec-
taculaire, mais heureusement, il existe
d'autres carrés géomagiques ne provenant
pas d’une telle traduction directe.

Ainsi, dans I'exemple de la figure 3,
les trois piéces de la premiere ligne
s’assemblent parfaitement en une forme
carrée. Cest vrai aussi pour la deuxiéme
ligne etla troisieme, ainsi que pour les trois
colonnes etles deuxdiagonales. Les neuf
pieces, aux formes soigneusement sélec-
tionnées, s'assemblent par trois de huit
facons différentes, composant a chaque
fois le méme carré M.

R d
egards

Lintérét particulier

des carrés magiques

et plus généralement

des curiosités arithmétiques
provient de leur mystérieux
charme. Comme a propos
du monde vivant, on croit
deviner en eux la marque
d’une intelligence cachée
qui les auraient congues
délibérément.

Paul Carus, 1917

Dans ce premier exemple, en considérant
I'aire de chacune des neuf figures de base
(mesurée en nombre de demi-carrés), on
obtientun carré magique (non normal) de
sommeS=72,soit'aire de M mesurée en
demi-carrés.

llestclairque lesaires des pieces d’un
carré géomagique constituerontun carré
magique a chaque fois que les pieces de
base auront des aires différentes pouvant
s’exprimer avec des nombres entiers. En
effet, le modéle M, que chaque ligne, co-
lonne ou diagonale reconstitue, possede
uneaire S, quicorrespond alasomme des
aires des piéces quis’assemblent pourle
produire; parconséquent, siles aires des
pieces de base sont toutes différentes et
entieres, elles vérifient les conditions impo-
sées parla définition d’'un carré magique.
Lorsque ce carré magique associé est
normal, on dira que le carré géomagique
lui-méme est normal.

|
I 32 23 I 1?
9 | 2439 9 24 39
31| 25/ 16 |
] N
L1131 25 16 |
[ | ] . |

3. LES CARRES GEOMAGIQUES reprennent avec les formes les régles des carrés magiques
constitués de nombres. En plus de la contrainte que les huit sommes des aires des trois
formes (mesurées ici en demi-carrés) soient égales selon les lignes, les colonnes et les deux
tion: toute forme, pourvu qu'elle puisse  diagonales principales, les formes obtenues par assemblages des trois formes des cases
s’obtenirpourchaqueligne, colonneetdia-  doivent étre identiques. Dans cet exemple, les neuf formes sont différentes et correspondent
gonale, peut étre choisie comme modele. a des aires différentes, mais cette derniére contrainte n’est pas indispensable.

Le modéle M reconstitué huit fois est
ici un carré, mais ce n'est pas une obliga-

Pourla Science - n° 428 - Juin 2013
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Lacondition que les aires des pieces de
base soient différentes etentiéres n’est pas
dans la définition d’un carré géomagique,

alafoisdes piéces de base composées de
plusieurs morceaux, etle modéle Mesten
deuxmorceaux. Cette fois, les quatre figures

quiexige seulement que les pieces de base
soient différentes (pas leurs aires). Il est

de base se recomposent par symétrie et
rotation de six fagons différentes en un

donc possible qu’un carré géomagique ne

modele M (voir la figure 4b). Les couleurs

soit associé a aucun carré magique.
Untel carré géomagique est représenté
sur la figure 4a: les piéces de base sont

mettenten évidence limbrication des piéces
de base et aident a la vérification du carré
géomagique.

toutes différentes et reconstituent de huit

Bien sar, cette solution n’est pas trés

fagons possibles le méme modele M (qui

satisfaisante a cause de I'éclatement de

ici n’est pas carré). Cependant, toutes les

- T
e T o

chaque piéce en sous-pieces, et la question

pieces de base ontla méme aire composée

se pose donc de savoir s'il existe un carré

de six petits carrés (ce sont des hexami-
nos] et les aires ne produisent donc aucun
carré magique.

géomagique d’ordre 2 dont les pieces de
base seraient toutes d’'un seul tenant, ainsi
que le modele M produit par leurs six combi-

Notons que, parfois,unméme ensemble
de formes élémentaires donne non pasun
modele M selon toutes les lignes, colonnes

naisons. Personne n’a suencore répondre
a cette élémentaire question, que nous
soumettons donc aux lecteurs.

etdiagonales, mais en donne deux, MetM’.
lIs’agit en quelque sorte de «doubles carrés
géomagiques ». L'extraordinaire record en

L. Sallows explique dans son livre qu’il
s’est intéressé aux carrés magiques et a
leurs variantes parce qu'il savait qu'il s’agis-

b/ iy

lamatiere est 12: les neuf pieces de base

saitd’'un domaine oli'amateur, méme sans

dutableaudonnent 12 modéles différents, c
chacun de huit fagons différentes !

formation mathématique poussée, peut tra-
vailleretyfaire d'intéressantes découvertes.

M
[ [ ]

Soninvention etle travail initial qu’ilaréa-
lisé sur ce sujet sorti de son imagination
prouvent qu’il avait raison: un amateur

La liberté donnée par 'emploi de pieces
géométriques rend envisageable I'existence

décidé et persévérant est en mesure de
découvrirune multitude de choses nouvelles
dontl'ensemble constituera, comme c’est

Ak B

decarrés géomagiques d’ordre 2,alors qu'au-

le casici, une petite discipline de recherche

cuncarré magique d’ordre 2 n’est possible.
Le probléme occupa L. Sallows durant des
années sans succés. Une solution de cette
difficile énigme est'ceuvre d’'uninformaticien
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4. UN CARRE GEOMAGIQUE formé d’hexami-
nos (a] de méme superficie (aucun carré ma-
gique ne lui correspond]; le premier carré géo-
magique 2 x 2 (b); un carré géomagique formé

aussiintéressante que bien d'autres ayant
un statut universitaire établi.

Deuxtypes de méthodes sontmisen
ceuvre par L. Sallows pour découvrir de

hollandais, FrankTinkelenberg. Elle utilise  de polyminos (c).

nouveaux carrés géomagiques: l'intel-

w
-
w| N

N
w |

c+a |c-a-b| c+b o

c-a+b| ¢ |c+a-b) H ‘
c-b |c+a+b| c-a . ‘
- . v
B .

5. UNE METHODE DE CONSTRUCTION des carrés géomagiques utilise
la formule de Lucas. Edouard Lucas a prouvé que tous les carrés ma-
giques d'ordre 3 étaient de la forme indiquée en (1), ol a, b et c dé-
signent des entiers non nuls. La méme formule, en imaginant que a, b
et c représentent des formes géométriques, permet de construire des
carrés géomagiques (ici, la ligne du milieu et la colonne du milieu ne
donnent pas M; l'idée est néanmoins bonne et fournit des carrés géo-

82 Logique & calcul

magiques corrects). Une autre méthode de construction d’un carré géo-
magique estindiquée en (11): 1) partir d'un carré magique incorrect (les
mémes nombres étant utilisés plusieurs fois); 2) remplacer les
nombres par des formes (cela donne un carré géomagique incorrect
puisque la méme forme est utilisée plusieurs fois) ; 3) modifier les
formes de maniére a ce qu’elles deviennent toutes différentes. Le carré
géomagique (1ll) a aussi été obtenu de cette fagon.

Pour la Science - n° 428 - Juin 2013
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ligence et le calcul. Les travaux accom-
plis depuis des siecles pour construire
ettrouver systématiquement des carrés
magiques suggerent certaines méthodes
pouvant s’appliquer aux carrés géoma-
giques. Deux d’entre elles sont expliquées
alafigure 5.La premiére se fonde surune
propriété des carrés magiques d’ordre 3
démontrée parle mathématicien francais
Edouard Lucas (1842-1891),inventeurdu
casse-téte des tours de Brama (ou tours
de Hanoi) et de divers tests de primalité
encore utilisés aujourd’hui.

6. TROIS EXEMPLES DE CARRES GEOMAGIQUES NORMAUX dont le modgle est un carré 4 x 4

Comment trouver
des carrés géomagiques?

Biens(ir,dans les problemes combinatoires,
I'esprit déductif ne réussit pas toujours a
rivaliser avec la machine. Celle-ci, explo-
rant systématiquement des milliards de
combinaisons, va, aprés parfois des jours
entiers de calculs, produire des résultats
qu’aucun cheminement de raisonnement
ne semble en mesure de découvrir.

Ce qu'on trouve grace a la machine
est parfois étonnant. Alors qu’en opérant
seul et sans ordinateur, vous ne construi-
rez sans doute aucun carré géomagique
normal d’ordre 3 dont le modele M est le
rectangle 3 x 5 etayant des polyminos pour
formes de base, I'ordinateurde L. Sallows,
lui, en a découvert 1411 (voir la figure 4c
pour 'un d’entre eux).

En prenant pour M un carré 4x4
ayant un trou d’'un carré 1 x 1 non situé
sur le bord, et en se limitant toujours
aux carrés géomagiques normaux dont
les formes de base sont des polyminos,
votre machine énumérera 4 370 solutions.
Si, pour M, on découpe le troucarré 1 x 1

Pourla Science - n° 428 - Juin 2013
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sur le bord et qu’on maintient toutes les
autres conditions, le nombre de solutions
devient 16 465. Toujours avec lesmémes
conditions, mais en supprimant cette fois
uncarré 1 x 1 ducoin, le nombre de solu-
tions est encore plus grand: 27 110 (voirla
figure 6 pour trois exemples de ces carrés
magiques normaux).

Méme s'ils sont parfois nombreux a
satisfaire a un probléme précis, les car-
rés géomagiques sont toujours rares parmi
les figures candidates qu’un programme
de recherche systématique va envisager
et faire défiler lors de son exécution. Cela
a pour conséquence que, pour en trouver
un, on écrira en général un programme
assez court (qui explicitera la bréve défi-
nition des carrés géomagiques), mais
qu’inévitablement le temps nécessaire
de calcul avant d’obtenir une solution ou
avant de les obtenir toutes sera long. A
moins de progres inattendus, les carrés
géomagiques sont donc, le plus souvent,
le résultat de longs calculs effectués par
des programmes assez courts. Lorsqu'ils
sont trouvés parle raisonnement, la situa-
tion n’esten fait pas treés différente, carla
capacité de raisonner provient elle aussi
d’un processus d’évolution s’étendant sur
une longue période, cette fois mesurable
en milliards d’années.

Cette origine liée ade longs calculs est
exactement ce quicaractérise ce que Charles
Bennett dénomme des objets logiquement
profonds (voir la rubrique du mois précé-
dent). Cette remarque éclaire la citation de
Paul Carus figurant page 81, car'analogie
entreles carrés magiques etles étresvivants
(quieuxaussiont pour origine des sortes de
longs calculs exécutés par des processus
causaux relativement courts a décrire] est

: THEIE
TR E
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7. EN TROIS DIMENSIONS. Ce carré géoma-
gique peut étre vu comme un casse-téte de
rangement multiple. Avec seulement neuf
piéces, il propose huit énigmes de range-
ments. Chaque ligne est un casse-téte, ainsi
que chaque colonne et les deux diagonales. A
chaque fois, il faut reconstituer un cube avec
les trois pieces. De quoi s'amuserun moment...

8. EN HOMMAGE A DURER, Lee Sallows a
composé ce carré géomagique en prenant
comme base celui qui apparait surlafameuse
gravure de 1514 et qui fixe les aires des
formes élémentaires.
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9.L’'0OCTOGONE ET L’'HEXAGONE. Le tableau est disposé en octogone (en vert). Les séries de
formes placées sur I'horizontale centrale (D-E-F), la verticale centrale (B-E-H] et les deux dia-
gonales (A-E-l et C-E-G), ainsi que quatre trios de formes placées cote a cdte (A-B-C, C-F-I, I-H-G
et G-D-A) surle pourtour de I'octogone (soit au total huit groupes de trois formes), s’ajustent et
donnent huit fois un bel hexagone régulier (sur le pourtour en noir].

10. UNE ENIGME INVENTEE PAR LEE SALLOWS consiste & repositionner les pastilles du
carré magique de Lo Shu, en plagant toujours une pastille dans chaque case, de maniére a ce
qu’il y ait 3 nouveau huit alignements de trois pastilles, chacun donnant un total que cette fois
onveut égalaS’ =16 aulieude S = 15. La chose parait impossible, pourtant la solution est la !

dans cette propriété qu’ils partagent: avoir
une grande profondeur logique de Bennett.
Il s’agit dans chacun des deux cas d’objets
subtilement et délicatement structurés.
Comme chez un étre vivant, toutes les par-
ties d’'un carré géomagique sont solidaires
et toute modification apportée en un point
détruiral'ordre serré etdense présentdans
la délicate construction.

[l ne faitaucun doute que la découverte
de L. Sallows n’a pas fini de faire parler
d’elle et d’exciter la curiosité des esprits
mathématiques et des amateurs d’art
géométrique. Elle donneralieu,comme les

carrés magiques, a d'innombrables travaux
et produira en conséquence de merveilleux
agencements de formes géométriques que
nous admirerons avec étonnement etincré-
dulité tant ces combinaisons contraintes
semblentimprobables etmémeimpossibles.
Nous vous invitons a regarder les
exemples de carrés géomagiques dus a
L.Sallows. lllesarecherchés et construits par
le raisonnement ou a l'aide de programmes.
Certaines variantes ajoutent de nouvelles
contraintes aux combinaisons imposées
parla définition de base. Ces variantes sont
encore plus inespérées et élégantes. W
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SCIENCE & FICTION

Les vers de la démesure

De imagination des auteurs de science-fiction, sont nés des vers géants.
Leur taille, leur poids ou encore leurs contraintes physiologiques leur permettraient-ils
vraiment de vivre sur les planétes ou ils sont supposés faire la loi ?

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ

ombrics, sangsues, ténias: les
vers inspirent le dégodt. Sou-
vent associés a des milieux
turbides, insalubres, ou a des
corps en putréfaction, ils sont tantot
parasites, tantdt charognards. Sur Terre,
les especes vermiformes (par exemple les
vers annelés — ou annélides —, et les vers
ronds —némathelminthes) regroupent des
dizaines de milliers d’especes. Les vers plats
ou plathelminthes comptent a eux seuls
environ 20000 espéces. Aujourd’hui, les
vers rampent sur tous les continents et
grouillentdans tous les milieux, dufond des
océansaufonddesintestins...Pas étonnant
que la science-fiction ait largement puisé
dans ce creuset terrifiant pour entretenir
notre dégodt et focaliser nos peurs.
Etlesversdelascience-fiction sontd’au-
tant plus effrayants qu'ils sont titanesques !
Lesplus connus sontlesvers géantsde Dune,
leroman de Frank Herbert (1965), grand clas-
sique de science-fictionmisalécran parDavid
Lynch (1984). Gigantesques (450 métres),
ces monstres hantentles sables des déserts
delaplanéteArrakis. lls ontune téte en forme
d'obus etune gueule énorme quis’ouvre en
trois parties, comme les pétales d’'une fleur. A
lintérieur de ce gouffre digestif, des rangées
dedentsetdecrochetslaissententrapercevoir
une fin terrible. Ces vers fabriquent la tres
convoitée Epice gériatrique ou « Mélange »,
une drogue quiprolonge lavie et permet de
voyager dans I'espace.
Danssonfilm Tremors (1990), Ron Unde-
rwood met également en scéne des vers
géants des sables d’origine inconnue, qu'il
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They say there’s nothing new under the sun
But under the ground...

-
-

1. UN DES NOMBREUX VERS qui peuplent

I'imaginaire des cinématographes
(Tremors, 1990).

nomme Graboides. Ces féroces carnivores
longs d’'une dizaine de métres, munis de
tentacules, s’attaquent aux habitants d’un
village duNevada. Les Graboides ressemblent
beaucoup auxvers de Dune: ils détectent
leurs proies grace aux vibrations qu’elles
émettenten surface, mais ne peuvent péné-
trerlesroches dures du sous-sol. Ces vers
ont besoin de sédiments meubles pourse
déplacer, chasser et se reproduire. Cela
pose diverses questions concernant leur
morphologie et leur locomotion.

Commentdesmonstresdecettetaille peuvent-
ils se déplacerdans unmilieu granulaire ? Et
s’agit-il bien de vers, c’est-a-dire d'« inver-
tébrés » ? A priori oui, car ils se déplacent
par contraction-extension (ou contraction
péristaltique, comme les lombrics) plutét
que par reptation horizontale (comme les
serpents). Notons que la reptation verticale,
quant a elle, est adoptée par les chenilles
(larve vermiforme de papillons] quitordent
leurcorps verticalement grace a leurs pattes
accrochéesausupport. Le fait d'avoirun corps
cylindrique mou etsouple (dépourvu de sque-
lette), constitué d’anneaux mobiles (c'estle
cas des annélides) estun avantage adaptatif
quand on rampe ou creuse.

Toutefois, lesvertébrésvermiformes (dits
anguiformes s'il s'agit de « poissons » et
serpentiformes pour les tétrapodes), avec
leursqueletteinterne, présentent également
d'intéressantesstratégies:chezlesserpents,
orvets etapodes (un groupe d’amphibiens
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