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LOGIQUE & CALCUL

La persistance des nombres

Quand on multiplie les chiffres d'un nombre entier, on trouve

un autre nombre entier, et l'on peut recommencer. Combien de fois ?

Onze fois au plus... semble-t-il.

Jean-Paul DELAHAYE

ertains problemes qu’on ex-

plique en quelques secondes

semblent hors de portée des

raisonnements abstraits et des
capacités de calcul des plus puissants ordi-
nateurs. Le probleme de la persistance mul-
tiplicative desnombres enbase 10, d’énoncé
trés simple, est 'une de ces redoutables
énigmes ou le blocage est total.

Considérons un nombre entier positif,
par exemple 377. Multiplions ses chiffres:
3 x 7 x 7 =147.0pérons de méme avec le
résultat 147: 1 x 4 x 7 = 28. Recommen-
cons: 2 x 8 =16. Encore: 1 x 6 = 6. Arrivé
a un nombre d’un seul chiffre, on ne peut
plusrienfaire: 377 — 147 —>28 —> 16— 6.

Cette suite estla «suite multiplicative »
de 377 etla «persistance multiplicative » p
de 377 est le nombre de fois qu'il a fallu
multiplier les chiffres avant d’arriver a un
nombre a un seul chiffre;ici,p = 4.

Voicile tableau des persistances multi-
plicatives (en rouge] des entiers inférieurs
2100 (chaque ligne représente une dizaine) :
0123456789
ooooooo000
1111111111
1111122222
1111222223
1112222323
1122232323
1122223233
1122332433
1122223333
1123333332

OWo~NOOUVITh WNERO
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Parmiles entiers comprisentre O et 100,
77 alaplus grande persistance:elle vaut 4.

La persistance multiplicative dunentier
ne peutpas étreinfinie.Ce nest pas étonnant,
mais démontrons-le, nous en tirerons une
information plus fine sur la longueur des
suites multiplicatives. Quand nous multi-
plions les chiffres dunnombreN=a,a,...a,
ayant c chiffres (avec ¢ > 2), nous obte-
nonsauplusa, x 9c-1 carchaque a;vautau
plus 9.Ce maximum possible est strictement
inférieura N (car N>a, x 10°7*). La suite
multiplicative de N, qui ne comporte que
desentiers positifs ou nuls, est strictement
décroissante et donc finie.

Ce que nous venons de dire permet de
majorer la persistance d’'un nombre en
fonction de son nombre de chiffres. En
effet, puisque le produit des chiffres de
N:0102...acestinférieurou égaléalxgc‘l,
le produit des chiffres d'un nombre N de
c chiffres est inférieur 8 Nx (9/10)¢~1.
Comme (9/10)%2 = 0,09847... < 1/10, on
en déduit que si N a 23 chiffres ou plus, le
nombre de chiffres du produit des chiffres
de N est strictement inférieur au nombre
de chiffres de N. Il s’ensuit que la persis-
tance de N est majorée par le nombre
de chiffres de N plus une constante. Des
calculs complémentaires montrent que
la constante 2 convient jusqu’a 1023, et

donc qu’elle convient aussi pour toutN: la
persistance d'un entier N de c chiffres est
toujours inférieure ou égale ac + 2.

Maintenant se posent les questions
naturelles et élémentaires suivantes:
—Lapersistance d'un nombre peut-elle étre
n'importe quel entier ?
—Sicen’estpaslecas, quelle estlapersis-
tance maximale d’'un nombre ?

Ces questions paraissent faciles, dans
lamesure ou l'ordinateur peut suppléer a
nos capacités limitées de manipulation des
chiffres. L’expérience montre qu’iln’en est
rien:jusqu’a présent, nile raisonnement
nile calcul par ordinateur n’ont permis de
trouver d’entiers ayant une persistance
supérieure a 11! Et 'on désespere d’en
découvrir, ainsi que de réussir a prouver
que 11 est le maximum.

Voici le tableau des entiers N les plus
petitsayantune persistance multiplicative p
égalead, 2,3, .., 11:

N
10
25
39
/7
679
6788
68889
2677889
26888999
3778888999
277777788888899
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1. La persistance additive

227

992

O n obtient la persistance additive en additionnant tous les chiffres d'un
nombre a chaque étape:32529 >3 +2+5+2+9=21->2+1=3.
Ici la persistance additive est 2, le nombre d'étapes. Le chiffre final que I'on

99999996

69

15

42

trouve est utilisé depuis toujours dans les « preuves par 9» : on démontre
que le point final de N est le reste de la division de N par 9 (ici, 9 étant équi-
valent a 0). Des exemples sont indiqués pour les différents points finals.

2. La persistance multiplicative

Pour calculer la persistance multiplicative d'un nombre, on multiplie
ses chiffres. Avec le nouveau nombre obtenu, on recommence I'opé-
ration, et ainsi de suite jusqu’a ce que I'on obtienne un nombre consti-
tué d'un seul chiffre. Le nombre d'étapes de I'opération est la persistance
multiplicative du nombre. Ainsi, en partant de 335, on passe a 45, puis

a20, puis a 0; la persistance est égale a 3. Le dessin représente quelques
nombres et les suites de nombres qu'on en déduit. On démontre sans
mal que la persistance additive est aussi grande que I'on veut; en re-
vanche, on ne sait pas le démontrer pour la persistance multiplicative,
qui semble ne jamais dépasser 11.

Pour la Science - n°430 - Aolt 2013
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3. Une variante de John Conway

emathématicienbritanniqueJohn Conway,inventeurduJeude

la vie et de mille autres curiosités mathématiques, a proposé
en 2007 une énigme dont le principe ressemble a celui de la per-
sistance multiplicative et qui conduita une trés étrangesituation.

Partant d'un nombre N, par exemple 3462, on calcule le suc-
cesseur de N en écrivant ce nombre comme un « train de puis-
sances » 3462 et en effectuant I'évaluation 3462 = 2916. Puis
on recommence.

Ainsi, 2916 —>2°16=512—>5'2=10—>1%=1 (quand N est
composé d'un nombre impair de chiffres, le dernier chiffre na
pas d'exposant. Quand c'est nécessaire, on utilise la conven-
tion 00 =1.)

La question posée par J. Conway est: existe-t-il des nombres
indestructibles, c'est-a-dire dont le calcul par sa regle ne conduit

Il trouva le nombre indestructible 2592 :

2592 — 2592 =2592

N'en trouvant aucun autre, il conjectura que c'était le seul
nombre indestructible. Neil Sloane effectua une recherche plus
approfondie et découvrit:

24547284284866 560000000000 —

24547284284865560000000000 =

24547284284 866560000 000000

N.Sloane conjecture maintenantqu'iln’en existe pas d'autres.
La situation est assez étonnante. L'opération de calcul du
«train de puissances » détruit tous les entiers, car ils sont rapi-
dement réduits a un seul chiffre, sauf deux nombres, 2592 et
24547284 284866 560 000000 000. Qu'ont-ils donc de parti-
culier? Un lecteur essaiera-t-il de vérifier qu'il n'y a pas de troi-

pas a un nombre constitué d'un seul chiffre ?

John Conway

sieme exception en prenant des nombres plus grands ?

Le plusancien document surla persis-
tance des nombres estunarticlede 1973
écrit par Neil Sloane. Il indiquait qu’aucun
nombre jusqua 10°° n’a de persistance
supérieure a 11. N. Sloane formulait aussi
la conjecture qu'il existe un nombre ¢ (pro-
bablement 11] tel qu'aucun entier N n’aune
persistance multiplicative supérieure ac.

Lanotion de persistance multiplicative
aaussiun sens dans les autres bases de
numération que 10.Sous saforme générale,
la conjecture énoncée par N. Sloane était
que pour toute base de numération b, il
existe une constantep __ (b] (dépendante
deb), quiindique le maximum possible pour
la persistance des entiers écrits en base b.

Dans le cas de la base 10, les calculs les
plus avancés effectués en 2011 par Mark
Diamond, en Australie, assurent qu'aucun
nombreinférieura 10333 n’aune persistance
supérieurea 11.0n conjecture donc de plus
en plus fortement quep __ (10)=11:en
base 10, aucun entier n'aurait une persis-
tance multiplicative supérieure a 11.
Faire la vérification jusqua 10333 en pre-
nantlesentierslesunsapresles autres est
totalementimpossible. Les calculs les plus
longs, entrepris parexemple pourfactoriserde
grands entiers ourelever des défis cryptogra-
phiques, comportentenviron 102! opérations.
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De tels calculs ont occupé des dizaines de
machines assez puissantes pendant des
semaines et leur codt est élevé. Mener un
calcul demandant plus de 102! opérations
élémentaires (ou instructions) est peut-
étre envisageable, mais 10%° estune borne
technologique qu'on ne dépassera pas avant
plusieursannées.Biensar, 1033 risque d'étre
atoutjamais inenvisageable.
llestdoncintéressantde comprendre
commenton a pu allerjusqu’a 10333, Cela
illustre I'idée que dans la programmation
d’'unordinateurméme puissant, lintelligence
et les mathématiques sont utiles, et per-
mettent de dépasser trés largement les
limites que latechnologie fixe a celuiquise
précipite bétement. Tout se fonde surune
série de remarques impliquant chacune une
économie de calcul. Ici, il n'est question que
de la persistance multiplicative en base 10,
que nous abrégeons en «persistance».
Remarque 1. Dés qu'un nombre com-
porte un chiffre 0, sa persistance est 1. |l
n‘estdonc pas nécessaire de s'occuper des
nombres comportant un ou plusieurs 0.
Remarque 2. En enlevant tous les
chiffres 1 d'unnombre, on ne change pas sa
persistance. llestdoncinutile de s’occuper
des nombres comportant des 1.
Remarque 3. Si un nombre comporte
un chiffre pair (2, 4, 6 ou 8) et un 5, sa
persistance estauplus 2, carle produit de
ses chiffres se termine parun 0.l seradonc

inutile de considérerlesnombres comportant
a la fois un chiffre pair etun 5 (exemple:
7877995~ 1111320~ 0).

Remarque 4. L'ordre des chiffres d’'un
nombre estsansimportance pourle calcul
de sa persistance. C’est évident, puisque
le produit de ses chiffres ne dépend pas
del'ordre danslequelils sont écrits; ainsi,
23477 et?7 324 ontlaméme persistance.
Onpourradonc considérer uniquementles
nombres dontles chiffres sont classés par
ordre croissant, tel 222667 779999. On
n‘oublieraaucun nombre en procédantainsi;
par exemple, 772 992 ne sera pas traité
directement, mais le sera indirectement
via le nombre 227 799, qui est plus petit
et de méme persistance.

Remarque 5. Enremplagantles 8 d’'un
nombreNauquelons’intéresse par222,les4
par22,les6par23,les 9par33 (parexemple,
8726793 devient 22272237 333),0n ob-
tientun nombre ayantlaméme persistance
que N, qu'on nommera forme normalisée
de N. On pourra donc n’étudier que les
nombres ne comportant que les chiffres
premiers: 2, 3,5et 7.

Encumulantles cingremarques,onen
déduit que tout entier quin’aboutitpasa0
endeux étapesalaméme persistance qu’un
nombre de laforme 222...2333...3777...7
ou 333..3555..5777..7.

Dansuntestentreprisen 2011, M. Dia-
mond a effectivement calculé la persistance
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de tousles nombres d'une des deux formes
ci-dessus comportantjusqu’a 1 000 fois le
chiffre 2, 1000 fois le 3, 1000 fois le 5,
1000foisle 7. Aucunnombre de persistance
supérieure a 11 n'a été trouvé.

Remarquons que ce test n’a pas porté
surle nombre 88...8 comportant 334 fois
le 8, car il n’est pas traité directement et
que lorsqu’on le met sous la forme norma-
lisée,ildevient222...2 avec 1002 foisle 2,
dont la persistance n’a pas été calculée
parM. Diamond. Ce nombre 88...8 (334 fois
le 8) estle plus petit ayant échappé au test,
car les autres substitutions pour mettre
un nombre sous forme normale (4 — 22,
6 — 23, 9 — 33] rallongent moins que la
substitution 8 —>222.1lenrésulte que tous
les nombres de 333 chiffres ou moins ont
étéenvisagésdirectementouindirectement
parle test réalisé en 2011 (quien a traité
d'autres, mais de maniére non systématique,
au-dela de 10333),

Le test de M. Diamond, qui couvre tous
les entiers jusqu’a 10333, a effectué envi-
ron deux milliards de calculs de persis-
tance au total. En effet, il y a exactement
1001° = 1003003001 nombres de la
forme 222...2333...3777...7 ou le 2 appa-
rait entre 0 et 1 000 fois, le 3 entre 0 et
1000 fois, le 7 entre 0 et 1 000 fois. lly a
autant de nombres de la seconde forme
(333...3555...5777...7), ce quifaitun total
de 2006 006 002 nombres passés directe-
ment par le test. Parrapport aux 10333 cas
a traiter pour celui qui ne réfléchit pas, le
gain estcolossal!Enmai 2013, Francesco
De Comité, au LIFL, a poussé la vérification
jusqu’a 10599,

Il est intéressant que la conjecture
ait été testée aussiloin. Mais aux yeux du
mathématicien, tant qu’'un raisonnement
n‘aura pas été trouvé, on continuera de
parler de conjecture et non de théoréme.

Méme si on ne peut aujourd’hui étre
certain que la persistance d’un entier
estau plus 11, on peut se consoler avec
le résultat suivant, qui donne la persis-
tance en moyenne d’'un nombre a l'infini:
la persistance multiplicative moyenne

Pour la Science - n°430 - Aolt 2013
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des nombres compris entre 1 et N tend
vers 1 quand N tend vers I'infini (elle est
donc largement inférieure a 11). Comme
nous allons le voir, ce résultat (démontré)
provient de I'étude des points finals des
suites multiplicatives.

Chaque suite multiplicative enbase 10
setermine parl'undes dix chiffres, son point
final (parfois nommé multiplicative digital
root en anglais). On en trouve une table sur
http://oeis.org/A031347.

Cependant, tous les chiffres n’ont pas
laméme probabilité d’étre un point final. Le
calcul indique que pour N variant entre 1
et 100, on obtient 25 fois le 0 comme point
final, seulement 2 foisle 1 et 23 foisle 8. Le
tableau ci-dessous précise ce quise passe
quand N varie entre 1 et 100, puis entre 1
et 1000, puis entre 1 et 10000, etc.

On le voit, une majorité de plus en plus
importante de nombres ont pour point final
le chiffre 0. Il semble méme que la propor-
tion d’entiers positifs inférieurs a N dont
le point final est 0 tend progressivement
vers 100 %. Pourle démontrer,onremarque
que lorsqu’on prend au hasard un nombre
de c chiffres, la probabilité qu’il ne comporte
aucun Oest (9/10)°~* (son deuxiéme chiffre
n’est pas un 0 neuf fois sur dix; de méme
pour le troisiéme chiffre, etc.). Cette proba-
bilité tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini.

Puisqu’un nombre quicomporteunOa
une persistance égale a 1 et que ceux qui
n‘ont pas la persistance 1 ont une persis-
tance majorée parc + 2 [voir plus haut), il
s’ensuit que la persistance multiplicative
moyenne d'unentierinférieuraNtendvers 1
quand N tend vers linfini.

Malheureusement, le fait de savoir que
cettemoyenne est égalea 1 ne permet pas

de savoirsi 11 estle maximum:lamoyenne
ne dit rien sur les écarts a la moyenne !

A propos des points finals d’une suite
multiplicative, une autre question pourtant
simple reste non résolue. On remarque
quentre 1et 10, le pointfinal 1 est obtenu
n fois exactement [voirla colonne sousle 1).
Cela provient de ce que le produit des chiffres
d’'un entier vaut 1 si et seulement si cet
entier ne comporte que des 1, c’est-a-dire
sic’estunnombreparmi1,11,111,1111,
11111, etc. Entre 1 et 107, il y a donc au
moins n nombres dont le point final est 1
(dailleurs atteint en une seule étape).

Pour prouver qu'entre 1 et 10", il y a exac-
tementn entiers ayant pour point finalle 1,
il suffit donc de prouver que les nombres
delaforme 1111...1,dénommés rep-units,
onttoujours un autre diviseur premier que
2,3,50u 7. Eneffet,siunrep-unit An’avait
comme facteurs premiers que 2, 3,5et 7,
alorsil existerait un nombre B (celui ayant
les facteurs premiers de Acomme chiffres)
qui ne serait pas un rep-unit, mais qui en
donnerait un par multiplication de ses
chiffres, etaurait donc 1 comme point final.
Ducoup, ilyaurait toujours, entre 1 et 10",
plus de n entiers ayantle pointfinal 1 pour
nassez grand.

Lesrep-units ontété largement étudiés.
Des pages Internet leur sont consacrées,
mais rien ne permet d’affirmer que tous
ontun facteur premier supérieura 9. Ceux
déja factorisés onttous un facteur premier
supérieura 9 (voir http://homepage2.nifty.
com/m kamada/math/11111.htm], mais
qu’en est-il des autres ? Personne, a ma

Répartition des nombres entre 1 et 10" en fonction de leur « point final »

Point final 0|1 2| 3 4 5 6 e 8 9
Entre 1 et 10 11 1 1 1 1 1 1
Entre 1 et 10° 25| 2 9( 3| 10 e 14| 3 23 4
Entre 1 et 10° 477 3 77| 6| 65 40 155 | 6 161 | 10
Entrelet10* | 6740| 4| 543|10|279| 172 | 1172 | 10| 1050 | 20
Entre 1et 10° | 82402| 5| 3213|15| 894 | 607 | 6843 | 15| 5971 | 35
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4. Lavariante de Paul Erdds

'aprés Richard Guy, le mathématicien hongrois Paul Erdds a lui-méme
D proposé une intéressante et trés simple variante du probleme de la per-
sistance multiplicative. Trouvant peut-étre trop facile la conjecture (pour-
tant non résolue...) affirmant que la persistance multiplicative
de tout nombre en base 10 est au plus 11, il a proposé que
d'une étape a I'autre, on ne calcule que le produit des chiffres
non nuls; par exemple, 4570 — 140 — 4.

Cette «persistance a la Erdgs » (toujours au moins égale a
la persistance usuelle) est encore plus mal connue. W. Schnei-
der a en effet découvert les nombres suivants qui ont une per-
sistance a la ErdGs supérieure a 11:

(@) Le nombre N = 506713 (le 5 répété 16 fois,
suivi du 7 répété 13 fois) a une persistance a la Erdds de 12:
55555555555555557777777777777 — 14784089722 747802734375
—49962386718720 —> 438939648 > 4478976 —> 338688 —> 27648 >
2688 — 768 — 336 > 54 —> 20 — 2.

(b) 74383914 @ Une persistance a la Erdds de 13.

(©) 23,647 130 9g) @ Une persistance a la Erdds égale a 14.

Wilfred Whiteside et Phil Carmody ont été jusqu’a 17 (voir www.prime-
puzzles.net/puzzles/puzz_341.htm):

(d) 641y 7 (157)846) 9 25) @ UNe persistance ala Erdds de 15.

(e) 31754882 9353 @ Une persistance a la Erdds de 16.

317 278622 9309) @ Une persistance a la Erdds de 17.

Comment étre certain qu’on ne trouvera pas mieux? Et méme, com-
ment savoir qu‘un maximum sera atteint? Erdds n'a pas répondu, mais
il a proposé la conjecture suivante: pour toute base de numération b, il
existe une constante p’(b) donnant le maximum possible pour la persis-
tance a la Erdés des nombres écrits dans cette base. Cette variante de la
conjecture est plus ardue que I'énoncé initial. Il n'est d'ailleurs pas si pro-
bable que cela qu'elle soit vraie, puisque, aujourd’hui, nul ne semble avoir
identifié ce maximum indépassable dont elle annonce I'existence, méme
dans le cas de la base 10!

connaissance, n’a prouvé que c’était vrai
pourtous les rep-units. llest donc possible
que la colonne sous le 1 du tableau des
points finals, prolongée indéfiniment, ne
soit pas,comme elle semble 'étre, la suite
régulieredesentiers 1,2, 3,4, ... Cest peut-
étre le cas, mais I'affirmer, c’est énoncer
une conjecture !

Dansle tableau des points finals, F. De
Comité a remarqué trois autres colonnes.

— La colonne sous le 3 et la colonne
sous le 7 contiennent toujours les mémes
nombres:ils'agit des nombres triangulaires,
delaformen(n—1)/2,quon trouve surla
troisieme colonne du triangle de Pascal :
1,3,6,10,15,21, ..

— La colonne sous le 9 contient les
nombres de la quatrieme colonne du triangle
de Pascal, de la forme n(n — 1)(n - 2)/6:
1,4,10, 20, 35, 56, 84, 120...

Comme pourlacolonnesousle 1,il est
assez facile de démontrer que les nombres
trouvés dans ces colonnes doiventau moins
avoir ces valeurs, mais il est parfaitement
possible que cela cesse d’étre vrai si I'on
vaassez loindans le tableau. Comme pré-
cédemment, cela dépend de conjectures
difficiles surlafactorisation des entiers en
nombres premiers.

Le mathématicien se comporte sou-
ventcomme le célebre ivrogne qui, la nuit,
cherche ses clefs sous unlampadaire. On lui
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demande : «Ftes-vous certain d’avoir perdu
vos clefs sous ce lampadaire ? ». «Non,
répond-il, maisiciily a de lalumiere.» Ne
réussissant pas arésoudre le probleme fon-
damental dela persistance multiplicative des
nombres enbase 10 (est-elle auplus 11 ?),
les mathématiciens se sontintéressés aux
variantes du probleme, qu’ils ont parfois
résolues parce qu’elles se trouvaient sous
le lampadaire.

La premiére idée de variante consiste a
considérer d’autres bases de numération.

En base 2, le probleme est particulié-
rement facile. Un nombre écrit en base 2
ne comporte que des 1 et des 0. Sil com-
porteun 0, sa persistance multiplicative en
base 2 est 1 (et son point final est 0). S'il
n’en comporte pas, c'est qu’il n’est fait que
de 1, etdonc sa persistance multiplicative
enbase 2 est aussi égale a 1 (et son point
final est 1). Ainsi, il 'y a aucun mystére
en base 2: 0 et 1 ont la persistance 0, et
les autres entiers sont de persistance 1.

Enbase 3, c’est déja plusintéressant.
Unentiers’yécritavecdes0,des 1 etdes 2.
S’il comporte un 0, sa persistance est 1
et son point final 0. Sinon, les 1 nont pas
d’importance et le produit de ses chiffres
est une puissance de 2.

[l se trouve que toutes les puissances
de 2 écrites en base 3, a 'exception de 21
22,23, 2%t 215 semblent contenirun 0, ce
qui arréte la suite multiplicative.

Le test pour savoir si toute puissance
de 2 en base 3 comporte un 0 a été mené
jusqu'a 210900 et gucune autre exception
que les cing mentionnées n’a été décou-
verte. Cela ne constitue pas une preuve et
il semble malheureusement que la conjec-
ture «Toutes les puissances de 2 a partir
de 2'® comportent un 0 dans leur écriture
en base 3 > soit difficile.

Dommage, car si I'on admet cette
conjecture, le probléme de la persistance
en base 3 estrésolu:

(a] Si N comporte un 0, sa persistance
multiplicative en base 3 est 1.

(b] SiN ne comporte que des 1, sa persis-
tance multiplicative en base 3 est 1.
[c)SiN=21,22,23,2%0u2'5, le calcul donne
pourlapersistance p (lesindices désignent
la base de numération utilisée):
21:2,p:0;22:123%2,p:1;
23=223—> 11,~ 1,p=2;24=1213—>2,
p:1;215:2211222213—>10123—>0,p:2.
(d] SiN comporte uniquementdes 1 etdes 2
avecl,?2,3,40ul5foisle 2,onestramené
enune étape au cas (c]. La persistance est
alors 1,2, 3,2, 3selon le cas. Parexemple,
1121122, > 22, ~> 11, > 1

(e] Si N ne comporte que des 1 et des 2
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et que lenombre de 2n'estpas 1,2, 3,4
ou 15, alors (sous réserve de la conjecture
concernant les puissances de 2] la persis-
tance est 2, puisque N donne un nombre
comportantun 0, quidonne 0 a I'étape de
calcul suivante.

La persistance multiplicative maxi-
male en base 3 serait donc 3, et le plus
petit nombre ayant cette persistance
serait 26,, =2 x 3%+ 2 x 3 + 2 qui, en
base 3, donne la suite multiplicative
26=222,~22,~>11,~> 1

Des propriétés sont connues pour les
autres bases, mais aucune n’élucide la
question de la persistance maximale.

Les bases de numération a pas variable
conduisent a des cas ou le probléeme de la
persistance multiplicative est completement
résolu: enfin, un bon lampadaire !

Enbase 10, la suite de chiffres 322201
représente le nombre:
3x10°+2x10*+2x10%+2x102+0x 10+1.
DanslabaseapasvariableB=(b,,b,,...b,,..),
322201 représente I'entier:
3xbgxb,xbyxb,xb +2xb,xbyxb,xb,
+2><b3xb2><b1+2><b2><b1+0><b1+1.

Sichaqueb,estsupérieurouégala2, tout
entieraaumoins une écriture en base B. Si,
de plus, onimpose au chiffre placé eni-eme
position a partir de la droite d’étre strictement
inférieuré\bl.,l’écriture enbaseBd'unentier
estunique. Onimpose donc cette condition
aux chiffres d’'un nombre écrit en base B.

Les bases a pas variable sont la géné-
ralisation naturelle de la notion de base de
numération a pas constant. Elles permettent
en particulier de rendre compte simple-
ment des systémes de mesure inégaux:
1 écu=3livres; 1livre=20sous; 1 sou=
12 deniers.

La base de numération «factorielle »
est particuliérement prisée des mathéma-
ticiens; elle consiste a prendre b, =i + 1.
Ainsi, en base factorielle, le nombre s’écri-
vant 322201, (lindice F signifie qu'il s'agit
de I'écriture en base factorielle] vaut:
3xb!+2x51+2x41+2x31+0x2!1+1=
3x720+2x120+2x24+2x6+0x2+1=
2461,
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Bien évidemment, la notion de persis-
tance a un sens en base factorielle: pour
passer d’'un entier N au suivant dans la
suite multiplicative, on fait le produit des
chiffres de son écriture en base factorielle,
eton écritle résultaten base factorielle. La
conjecture généralisée de la persistance
en base factorielle est bien évidemment
quilexiste une persistance maximalepg .

M. Diamond et Daniel Reidpath ont
montré que cette conjecture en base fac-
torielle est fausse. Leur méthode vaut aussi
pour la « persistance a la Erdés » (on ne
multiplie que les chiffres non nuls), qui,
en base factorielle, est elle aussi résolue
par la négative.

Voici le raisonnement de M. Diamond
et D. Reidpath. Enbase 10, les chiffres uti-
lisablessontO0, 1,...,,9. En base factorielle,
les chiffres utilisables pour le n-ieme chiffre
a partir de la droite sont les nombres de 0
an (le chiffre le plus a droite est un 0 ou
un 1,acotéc’estun0,un 1ouun 2, etc.).

De cetteremarque, il s’ensuit que tout
nombre N aunantécédentM (un nombre M
dont le produit des chiffres de I'écriture
en base factorielle est N) ne comportant
aucun0.Cestlenombre M=N11..1_avec
(N—1]) fois le 1, qui est bien une écriture
correcte d'un nombre dans la base facto-
rielle, puisque son N-iéme chiffre a partir
de la droite est compris entre 0 et N. Si
tout nombre a un antécédent, il ne peut
y avoir de maximum a la persistance en
base factorielle: onpartde A, =11.=3
(dontla persistance est 1), on considére son
antécédentAZ:311F,puis|’antécédentA3
de A2, etc. Par construction, le nombre AN
posséde la persistance N. Il n'y a pas de
persistance maximale.

En fait, la méthode décrite fonctionne
pourtoutes les bases a pas variable oules
pasb,nesontpasbornés. Celasuggere une
nouvelle et derniére conjecture (plus difficile
que toutes les autres !) que je propose ici
pour la premiére fois:

— Pour toute base a pas variable dont
les b; sont bornés par une constante, la
persistance multiplicative (simple ou ala
Erdés) est elle aussi bornée.

[lest peu probable que nous soyons la
sous un lampadaire ! ]
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Armures a toute épreuve

Les armures qui protégent les héros de science-fiction sont inspirées des carapaces
et autres protections dont sont équipées diverses espéces, tant animales que végétales.

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ

esarmures de la science-fiction

sont nombreuses et rivalisent

d'ingéniosité; del'armure d’lron

Man alacombinaison pare-balles
de Batman, en passant par les carapaces
d'insectoides géants, elles sont souvent
inspirées de structures naturelles ou des
derniéres innovations techniques. A quoi
servent-elles ? Protegent-elles parfaitement
ceux qui les portent ?

La fonction premiere d’une armure ou
d’une carapace est de protéger contre les
coups portés parun éventuel agresseur. Que
cesoitunearmure ou un gilet pare-balles, ils
serventadissiperl'essentiel de 'énergie d’'un
choc dd a une épée ou une balle, de sorte
quelimpact ne cause pas de graves dégats.
Cela implique bien sar des contraintes de
composition et de poids: 'armure métallique
d’'Iron Man, par exemple, arréte les balles,
mais doit, par conséquent, étre épaisse.

Sachantqu'uneballetiréeabonnedistance
peuts’enfoncerde plusieurs centimétres dans
le métal, protéger ne serait-ce que le torse
de Tony Stark, son porteur, nécessiterait de
porter une plaque métallique pesant plus
de 100kilogrammes ! On comprend mieux
pourquoi Iron Man a une armure motorisée.
Notons que cette armure n'est pas constituée
que de fer,contrairementa ce que suggere le
nom du superhéros, mais quelle est faite d’'un
alliage métallique dontseul Stark ale secret.
Son prototype fut confectionné en secret, au
fondd'une prisonetapartirde métauxrecyclés.

Le concepteurdlron Man s’est-ilinspiré
d'une espéce naturelle ? Ce recyclage d’ar-
mure évoque le bernard-I'hermite, crustacé
quis’abrite dans des coquilles de mollusques
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1. LA CARAPACE D’IRON MAN est constituée
de plaques d'un alliage dont seul le héros a le
secret. C’est une armure articulée et méme
motorisée étant donné son poids !

SND Production

abandonnées par leurs précédents loca-
taires. Dans le monde vivant, les carapaces,
armures et autres coquilles sont variées.
Sélectionnées parles mécanismes de 'évo-
lution, elles protegentleurs occupants contre
les dents, griffes ou pinces des éventuels
prédateurs. Si elle recouvre tout le corps,
I'armure estsouventarticulée pourassurer
une certaine mobilité. Mais les articulations
deviennentrapidementdes points faibles:
c'estcequelesfourmisattaquentenpremier
lorsqu’uninsecte plus gros s’aventure trop
pres de la fourmiliere.

Les arthropodes (insectes, mais aussi crus-
tacés, araignées, scorpions, etc.) portentune
carapace quiabeaucoup inspiré la science-
fictionau cinéma, de Starship Troopers a Dis-
trict 9. Elle est composée de chitine, dont il
faut souligner que c’est le polymere le plus
produitdanslemondevivantapréslacellulose.
Cette carapace, dérivée dusquelette externe,
ou exosquelette, est constituée de plaques
articulées, stratégie de défense passive quise
retrouve aussi chez de nombreux vertébrés,
des « poissons » cuirassés du Paléozoique
(les placodermes] aux tatous ou pangolins
actuels, enpassant parles dinosaures stégo-
saures ou ankylosaures, par exemple.
Chez cesanimaux, les plaques osseuses
(qualifiées d'ostéodermes) se forment dans
le derme et sont composées de carbonate
de calcium et de kératine. Mais comme le
montrent certaines tortues, toutes les cara-
paces nesont pasforcémentarticulées:elles
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