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Une infinité de pavages pentagonaux optimaux

i I'on veut paver le plan par des
S polygones d'aire unité et de pé-
rimetre aussi petit que possible, la
solution est le pavage par des hexa-
gonesréguliers,comme les alvéoles
d'uneruche. Cette optimalité du pé-

rimétre a été démontrée en 1999
par Thomas Hales.

Si I'on impose au pavé recher-
ché d'étre pentagonal, alors la so-
lution est double. Le pavé optimal
est soit une variante du pentagone

du Caire, soitle pentagone en forme
de petite maison décrit dans I'ar-
ticle. Le plus étonnant est que ces
deux pentagones optimaux se com-
binent d'une infinité de facons dif-
férentes, conduisant a des pavages

pentagonauxoptimauxd'uneremar-
quable variété.

Voici quatre de ces compositions
optimales découvertes il y a trois
ans par Ping Ngai Chung, du MIT,
et ses collégues.

abeilles auraientddirésoudre cette question
si les hexagones leur étaient interdits !).

Laréponseaété publiéeen2012 parune
équipe de mathématiciens réunis autour de
Ping Ngai Chung, duMIT.llyaune surprise:
il existe plusieurs solutions optimales, alors
gu’on n’en attendait qu’une seule.

Sifonimposeatous les pavés du pavage
d’avoirlaméme forme, ily a deux solutions
[voir la figure 6] : une variante du pavage
pentagonal du Caire et une variante du
pavage pentagonal prismatique (cas par-
ticulier de la classe 1).

Le périmétre, pour une aire unité, de
chacun de ces deux pavés est égal a:
2V/(2+V/3) = 3,86. Clest mieux que le
périmétre d’un carré d’aire unité, quiest 4,
mais c’est bien sdrun peumoins bienquele
périmétre d’'un hexagone régulier d’aire unité,
quiest 3,81 (et qui,d’aprés le théoréme de
Hales, ne peut pas étre battu].

Précisons que pour que les pavés pen-
tagonaux soient optimausx, il faut prendre
leslongueurs des cotés des pentagones de
maniére a ce que ces derniers contiennent
un cercle inscrit. Cela signifie en pratique
qu’il faut introduire trois constantes pour
décrire ces pentagones. Lavariante optimale
du pentagone du Caire a un petit coté de
longueura, ses quatre autres cotés étant de
longueurb. Lavariante optimale du pavage
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prismatique est telle que la longueur des
cotés formant le toit est a, celle des murs
estbetcelledelabaseestc, ettoutcelaavec:
a=(2/3)V(6-3V3)=0,5977...,
b=(3+V3)(V(2-V3))/3=0,8165..,
c=2V(2-V/3)=1,0353....

Cequialeplussurprisles chercheursest
que ces deux pavés optimaux se combinent
etdonnent d’autres pavages optimaux utili-
santcette fois les deuxformes pentagonales
optimales dans des proportions variables.
Lavariété des combinaisons est étonnante.

Concernant ce beaurésultat, signalons
que la démonstration proposée suppose
que les pavés sontconvexes. Toutle monde
est persuadé qu’'un pavé pentagonal non
convexe ne peut pas faire mieux que les
deux pavés trouvés (et leurs associations),
mais cela n’est pas démontré.

Les recherches sur les pavages sont
pleines de pieges. Qu'ilait falluattendre 1999
pourque 'ondémontre la sagesseinstinctive
desabeilles, qu'onait pu se tromper sisouvent
surlénumération des classes de pentagones
convexes (dont on n’a pas démontré quelle
était compléte], qu'on ne puisse énumérer
les pavages pentagonaux non convexes, ou
non isoédriques, voila de quoi encourager
humilité des mathématiciens, qu'ils soient
amateurs patients, programmeurs experts
ou théoriciens acharnés. [ ]
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Menaces invisibles

Les bactéries et les virus sont des micro-organismes invisibles a I'eeil nu, mais dont
les conséquences sont parfois dramatiques. Rien de tel pour stimuler les imaginations !

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ

uand lascience-fictionmeten
scene'extinction de l'espéce
humaine, elle n’invoque pas
uniquementle débarquement
d’'une armada extraterrestre,
mais aussil'invasion par des tueurs micros-
copiques, bactéries ouvirus. Ainsi, leroman
World WarZ de Max Brooks (2006 ), récem-
mentadapté au cinéma, meten scéneun
mystérieux virus transformant les humains
enzombies. Dans notre monde, ces tueurs
existentréellementetleurtaille nelimiteen
rien leur capacité de destruction massive.
Le terme « bactérie » apparait dans
la littérature en 1828 avec le microbio-
logiste allemand Christian Ehrenberg. Ce
dernier levaitle voile surun régne dontla
masse estsupérieure a celle de toutes les
autres espéces vivantes! Les bactéries
sontles premiéres formes de vie apparues
surTerre et sont présentes partout: dans
I'eau, I'air, le sol ou la glace. L'organisme
humain héberge méme dix fois plus de
bactéries que de cellules: il y en aurait
sans doute quelques milliers d’espéces,
et elles pésent environ un kilogramme
chez un adulte! Omniprésentes, elles
sont aussi tres résistantes: beaucoup
sont extrémophiles, capables de résistera
des conditions extrémes de température,
pression, salinité ou acidité.
Deinococcus radiodurans, parexemple,
résisteaudessechement,auxrayonnements
ultraviolets etionisants,auvide ouencore a
I'acide, et ce grace a sa structure cellulaire
particuliere eta son systeme tres efficace
de réparation de I'ADN. Elle supporte aussi
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WAR

1. DANS LE FILM WORLD WAR Z, un virus
rend violentes les personnes qu'’il contamine.
Les victimes de cette pandémie deviennent
des tueurs. Jusqu'au moment ol Brad Pitt
décide de s’attaquer a la cause du mal...

des doses de radioactivité 5 000 fois supé-
rieures acelles quituentune cellule humaine.

Pourquoi s'intéresser aux bactéries ?
Parce que certaines d’entre elles sont tres
dangereuses pour 'lhomme, comme l'ont
montré pour la premiere fois Louis Pas-
teur et Robert Koch dés la seconde moitié
duXix® siécle. Certaines bactéries sont res-
ponsables de graves maladies infectieuses, et
avantlinvention des antiseptiques, désinfec-
tants etantibiotiques, les bactéries faisaient
des ravages. D'ailleurs, bien avant que leur
nature réelle soit connue, elles furent utilisées
comme arme de destruction massive: lors
du siege de Caffa — aujourd’hui Féodosie,
cité ukrainienne au Nord de lamerNoire—en
1346, 'armée tatare, alors atteinte d'une
grave épidémie, catapulta les cadavres
de ses soldats derriére les murs de la cité
assiégée. Etaveceux Yersiniapestis, minus-
cule bacille (bactérie en forme de batonnet)
responsable de la peste noire. Le bacille tua
pres de la moitié de 'Europe — 25 millions
de personnes—entre 1347 et 1352.

Dans le Retour du Roi, troisieme tome
du Seigneur des Anneaux de J. R. R. Tol-
kien (1955), les Orques emploient la
méme technique en bombardant Minas
Tirith de divers projectiles, dont les tétes
de leurs victimes décapitées par leurs
lames empoisonnées, alliant ainsi guerre
bactériologique et psychologique. Héritée
de la guerre froide, cette attirance mélée
de crainte pour les bactéries est d’autant
plus marquée que ces micro-organismes
peuvent vite échapper a tout contréle ou
tomber entre de mauvaises mains.
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2. LATAILLE des‘organisimes L 72
microscopiques n’est p‘“a's Uy,
toujours un atout pour gagner.

Le plus petit peutlEmperter..
Cest le cas de ces nanovirds ™
(en jaune orangé sur

cette vue d’artiste).

Mais les virus sont encore, plus que
les bactéries, les héros d’un genre a part
entiére, la science-fiction « horrifique » ou
«apocalyptique »:dans L’Armée des douze
singes (Terry Gilliam, 1995), les survivants
d’une terrible pandémie envoientdes prison-
niers dansleurpassé pourtenterde trouver
l'antidote. En 1978, Stephen King met en
scénedansLe Fléau unvirus échappé d'une
base derecherches del'armée américaine
et qui répand la mort.

Généralement plus petit qu'une bactérie,
unvirus estune entité dépourvue de noyau
dontla capacité de reproduction et d’évolution
estfoudroyante. Mais, contrairement a une
bactérie, un virus ne peut se reproduire de
fagonautonome. llpénétre dans savictime et
détourne samachinerie biologique a son profit
ets’'ymultiplie. De surcroit, les virus peuvent
resterdans un étatde latence, durantlequel
ils sontinoffensifs, se transmettre parl'inter-
médiaire des fluides vitaux — sang, salive
ousperme —, se propager et se « réveiller »
brusquement. Ces scénarios intéressent les
auteurs de science-fiction, parexemple dans
Alerte ! (W.Petersen, 1995) — ou le virus mis
en cause rappelle étrangement Ebola —ou
Contagion (S.Soderbergh, 2011] quitraite
surtout de la panique mondiale se propa-
geant plus vite que le virus !

La fiction se nourrit de la réalité, mais
certains faits divers dépassentlafiction. Ainsi,
durantl'été 1999, un New-Yorkais rentre de
voyage,ignorantqu'ila été piqué parun mous-
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tique porteur d’'un virus trés dangereux, le
virus du Nil occidental. Aprés avoir gagné le
Queens, la souche partira, pourla premiére
fois de son histoire, a 'assaut de 'Occident.
Dans 80 pour cent des cas, le virus du Nil
s'installeincognito dansl'organisme, créant
uneinfection diteasymptomatique. Dansles
20 pourcentquirestent, les sujets souffrent
de diversesinfections, d'une pseudogrippe
jusqu'alaliquéfactionde l'encéphale... Quant
auxsujetsinfectés dansle film 28jours plus
tard, ils se transforment quasi instantané-
ment en zombies hyperactifs.

Aujourd’hui, virus et science-fiction nous
rappellentqu’Homo sapiens est avant tout
Homo vulnerabilis, et que des virus appa-
raissent tous les jours, les plus connus
étantleVIH, responsable dusida et apparu
a la fin des années 1970, et H5N1, virus
de la grippe aviaire, a 'honneur en 2004,
car on craignait une pandémie. Enfin, les
virus ne connaissent aucune frontiére: la
grippe de 1918, dite grippe espagnole, a été
déclenchée parune souche particulierement
virulente et contagieuse quis’estrépandue
dansle monde entier. Cette pandémie a fait
aumoins 30 millions de morts selon lInstitut
Pasteur; ce futla plus mortelle de 'histoire
enun laps de temps si court.

Quels sont les liens évolutifs entre
’homme et ces micro-organismes patho-

genes ? Certains biologistes se demandent
sinotre espéce (et bien d’autres) ne serait
pasapparue au cours de'évolution... unique-
ment pour servir de support aux bactéries
etauxvirus ! Uneidée quise rapproche de
celle du film Phénoménes (M. Night Shya-
malan, 2008) ou, pour se défendre contre
les humains, les plantes développent un
virus quiles pousse a se suicideren masse.

Ce concept de planéte vivante capable
d’autoréguler ses habitants estissudel'hypo-
thése Gaia, quele Britannique James Lovelock
proposa en 1974. Il suggérait que la Terre
est une sorte de superorganisme au sein
duquel nous habiterions — un peu comme
les bactéries et nous. Cela n’est pas sans
rappeler Matrix, quand 'agent Smith dit a
Morpheus retenu prisonnier: « Les humains
s'installent pour se multiplierjusqu’a épuiser
les ressources naturelles de 'endroit ou ils
vivent et leur seul espoir de survie, c’estde
se déplacer jusqu’a un autre endroit. lly a
d’autresorganismessurlaTerre quiontadopté
la méme méthode, savez-vous lesquels ?
Les virus. Les humains sont une maladie
contagieuse, le cancerde laplanéte, ils sont
la peste, et nous sommes le remede. » W

J.-S. STEYER est paléontologue au CNRS-MNHN,
a Paris. R. LEHOUCQ est astrophysicien
au C€A, a Saclay.

Retrouvez les urticles de J.-S. Steyer et R. Lehoucy sur
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Le crochet, le corail et la géométrie

La forme du corail est 'une des manifestations de la géométrie hyperbolique.
L’un des seuls moyens de représenter concrétement les espaces
correspondant a cette géométrie est une activité surannée: le crochet.

Loic MANGIN

e crochetamauvaise réputation:

cetavatarde ladentelle ne serait

pratiqué que pardes femmes, plu-

totagées, réunies dans des clubs.
Cetteimage désuete est fausse, au moins
en partie. Depuis quelques années, I'art du
crochet est redevenu a la mode et 'on ne
compte plus les blogs dédiés. Mieux, de
lascience se cache dans ces ouvrages en
mailles quiornent les fauteuils et le dessus
des téléviseurs.

Cet aspect a été exploré en 2005 par
Margaret et Christine Wertheim, fondatrices
de l'nstitute for Figuring (IFF), a Los Angeles.
Cetteinstitution promeut I'esthétique et
les dimensions poétiques de la science
et des mathématiques sans recourir a
la manipulation de concepts abstraits.

Leurpremier projet,nommé Crochet
coral reef, fut la confection en crochet
d'unrécif corallien! L'idée semble sau-
grenue, elle est pourtant pertinente. Voyons
pourquoi. Dansle monde vivant, beaucoup de
formes sont crénelées, dentelées, frisées...
Citons les algues, les feuilles de laitue, les
limaces de mer... etles coraux. Ces surfaces
relevent de la géométrie hyperbolique, 'un
des trois types de géométries qui existent.

Unefacondelesdécrire estfondéesurle
postulat des paralleles. Selon Euclide, parun
point extérieuraune droite donnée ne passe
qu'une paralléle a cette droite. Pendant quelque
2000 ans, on a tenu ce postulat pourincon-
tournable. Pourtant, au XIX¢ siecle, des mathé-
maticiens (Riemann, Lobatchevski...) s'ensont
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affranchis. Dans la géométrie sphérique, le
nombre de paralléles aune droite donnée est
nul;danslagéométrie hyperbolique, ilestinfini.

Ainsi, depuis des millions d’années, des
organismes exhibent, souvent avec moult
couleurs, des concepts découverts il y a
moins de 200 ans! Cependant, alors que
les géométries euclidienne et sphérique
sont facilement modélisables par un objet
physique, respectivementun plan etla sur-
face d'unballon, lagéométrie hyperboliquea
longtemps résisté aux tentatives. L'idée est
de représenter graphiquement et de fagon
cohérente une géométrie et ses propriétés.

Depuis des millions d’années,

des organismes vivants exposent

en couleurs des concepts

découverts il y a moins de 200 ans.

Pourla géométrie hyperbolique, la difficulté
est telle que beaucoup en ont conclu que
cette représentation était impossible.
Plusieursmodéles ont certes été proposés,
parexemple celuide Klein-Beltramietle disque
de Poincaré (plusieurs ceuvres d’Escher sont
fondées sur cette représentation), mais ils
restaient trop conceptuels. Le mathématicien
WilliamThurstonavaitcréé unmodéle enpapier,
mais il était trés fragile. Puis, en 1997, Daina
Taimina, mathématiciennealUniversité Cornell,
montra que le crochet pouvait relever le défi.
Defait, le principe du crochet, selonlequel
on augmente progressivement le nombre

de mailles des rangs, coincide avec une
propriété de la géométrie hyperbolique:la
circonférence d'un cercleaugmente de fagon
linéaire avec le rayon surun plan euclidien,
mais de fagon exponentielle surun plan hy-
perbolique. Ainsi, la géométrie hyperbolique,
dontle corail est une des représentations,
peut étre confectionnée au crochet!

Plus encore, selon la régle suivie, on ob-
tient des modéles différents. Par exemple,
on augmente d'une maille a chaque rang
dans la figure b et tous les trois rangs dans
lafigure c. Lafigure d montre des droites (en
jaune] cousues sur un plan hyperbolique.

Le projet de I'lFF a commencé par
une petite annonce pour recruter des
«crocheteurs ». |l a pris de 'ampleur
etrassemble aujourd’hui des milliers
de participants de par le monde. Le
musée Andy Warhol, de Pittsburg, en
Pennsylvanie, fut parmiles premiers
intéressés parle projet : l'institution exposa
un premier récif corallien en laine (voir la
figure a] dans le cadre de son exposition
consacrée au réchauffement climatique.

Puis ce fut Chicago, ou une galerie de
300 meétres carrés fut remplie, ensuite
New York, Londres... Aujourd’hui, le ré-
sultat de cette ceuvre participative est
visible 8 Denver et 3 Copenhague.Achaque
fois,une antenne locale de I'lFF est créée
afin de fédérer les bonnes volontés de
larégion. Le Crochet coral reef est sans
doute devenul'un des plus grands projets
associant l'art et la science. u
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