le signal noir immobile en position 3; elle
donne naissance, d'aprées la régle 2,a un
signal noir et un signal jaune. Etc.

La définition des signaux, leurs posi-
tions initiales et les régles d’interaction
déterminent parfaitement ce quise passe
au-dela delinstant 0. Les mondes que I'on
fabrique al'aide de ce type de modéles sont
déterministes: tout est donné au départ,
aucun hasard n’intervient. Pour obtenir de
ces mondes qu’ils calculent, il faudra donc
soigneusement choisir les signaux, leurs
regles et les positions initiales.

Dans notre exemple, le calcul produit
une évolutionassez simple a analyser. Les
signaux noir sont fixes et se perpétuent
indéfiniment. Les signaux initiaux bleu,
vert et jaune se transforment en signaux
d’autres couleurs qui sont réfléchis surles
signauxnoir et reviennent simultanément
aleurpoint de départ en six étapes. Au bout
de sixunités de temps, l'univers se retrouve
donc dans son état initial: il est cyclique.
Cetunivers rejoue indéfinimentles mémes
événements. C'estun peu décevant, mais
ce n'est qu’un début.

Danslesautres schémas représentant
des univers de signaux (voir 'encadré 1],
nous n'indiquerons pas toujours laliste des
signaux, nileurs vitesses et regles d'inte-
raction, car en regardant les dessins, on
reconstitue sans mal ces données. Bien s(r,
pour qu'un dessin représente une évolution
possible dansun monde de signaux, il faut
que lesmémesregles exactementy soient
appliquées d’'un endroital'autre du dessin.

Lafigurebillustre un phénomene trésimpor-
tant pour la suite: la possibilité d’obtenir
des points d’accumulation de collisions. Les
quatre signauxde ce monde jouentune sorte
de ping-pongde plus en plus rapide. Le signal
noiretle signal bleu se rapprochent. Dans
I'espace créé entre eux, le signal violet qui
devient jaune puis a nouveau violet, puis
anouveaujaune, etc., interagitde plus en
plus rapidement avec les signaux noir et
bleu.Une infinité de collisions entre signaux
se produisentavantuninstant particulier
qu’on dénomme point d’accumulation, et
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quicorrespond exactement au temps que
le signal noirmet arejoindre le signal bleu.
Que se passe-t-ilen ce pointlimite ? Aucune
des regles du jeu ne l'indique. Il faut donc
compléter ces regles pour traiter de tels
cas. Le plus simple est de convenir que
tous les signaux disparaissent, comme
s'ils tombaient dans un trou noir.

Le schéma c montre que, méme avec
cette convention, on ne peut éviter qu'appa-
raissent des situations oU une infinité de
signauxsont créés enuntemps fini. Notons
cependant que sil'on choisit d'affecterune
masse a chaque particule et qu’onimpose
que chaquerégle préserve lamasse totale,
alors cetype de phénomenes devientimpos-
sible: partant d’un nombre fini de particules
ayantchacune une masse finie, on ne peut
aboutir a une infinité de particules.

Le schéma d montre une situation
extraordinaire ou non seulementun point
d’accumulation est créé, mais ou c’est
tout un segment qui se remplit de points
d’accumulation. Le schéma e est encore
plus troublant: 'ensemble des points
d’accumulation est I'ensemble triadique
de Cantor (mentionné dans larticle du
mois de février 2014) qui est la premiere
fractale, imaginée il y a bient6t 150 ans.

On doit conclure de ces exemples que
les mondes de signaux de J. Durand-Lose
ne sont pastoutafaitréalistes. Les définira
partirde'ensemble des nombresréels utilisé
sans précaution etassimilerles signauxa
des points mobiles sans épaisseur a pour
conséquence que l'infiniment petit (dontla
physique naccepte pas vraiment'existence)
semanifeste et produit d'étranges situations
quisemblentimpossibles dans notre univers.
L'infiniment petit produit des points d’accu-
mulation, des signaux en nombre infini et
méme les fractales deviennentréelles. Dans
notre monde, les fractales n’existent que
comme limite jamais atteinte, on en trouve
eton en produit sous forme approximative.
Ici, dans le monde des signaux, elles sont
pleinement possibles, avecl'infinie finesse
de leurs détails.

Méme sile physicien se méfie, le mathé-
maticien na pas peur de ces mondes idéaux;
au contraire, il les trouve intéressants. La
question «Que peut-on calculer dans un

monde de signaux ? » y devient délicate
et... passionnante. Elle se décompose en
trois questions que nous allons aborder
successivement.

—Est-ce que tout calcul faisable dansun
monde discret classique est faisable dans
un monde de signaux a une dimension ?

—Les points d'accumulation rendent-ils
réalisables des calculsimpossibles dansun
monde discret classique ? Sioui, lesquels ?

—Certains calculs que le monde discret
classique ne permet pas de mener rapide-
ment peuvent-ils I'étre ici ? Qu’en est-il en
particulier des problémes NP-complets ?

Montrons d’abord comment les signaux
peuvent effectuer des soustractions et du
calcul modulaire.

La figure de gauche de I'encadré 2 repré-
sente un monde dans lequel se fait une
soustraction. Pourréaliser la soustraction
a—b, on place trois particules immobiles
a distances 0, a et b de l'origine (on les
nomme w,w_,w, ]. Onlance alors du point
d’'abscisse — 1 une particule de vitesse 1
nommeée «init>. Aprés cinq collisions de
particules, une particule w_immobile est
créée; elle donne le résultat de la sous-
traction, car elle est située exactement a
une distance a — b de l'origine. Durant le
calcul, les particules w_etw, quiportaient
les donnéesinitiales du calcul ont été anni-
hilées, mais il serait facile de changer un
peulesrégles pourpréserverces données.
Vérifier que la particule w_est bien placée
aune distance de I'origine exige un petit
raisonnement géométrique...que NoUS vous
laissons le plaisir de détailler.

On remarquera que lalgorithme de
calcul géométrique proposé —il s’agit bien
de cela—fonctionne avec n'importe quelles
données,ycompris avec des donnéesirra-
tionnelles comme 7T ou g, et calcule donc
sans la moindre erreur 7 — e, si 'on sup-
pose correctement placées au départ les
particules associées awetae. Le monde
des signaux sait faire des soustractions
parfaites entre nombres réels quelconques,
ce qu'évidemmentaucun mécanisme phy-
sique de notre monde ne sait réaliser, du
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2. Effectuer une soustraction et un calcul modulaire

our réaliser des calculs avec des
Psignaux, onplaceal’instant0des
signaux en des positions représen-
tantles nombres surlesquels on veut
opérer. Ici (figure de gauche), pour
faire la soustraction a— b, on place

unsignal en position aetunautreen
position b. Le systeme décrit dans la
figure réalise en quelques collisions
de signaux le calcul de la soustrac-
tion. Lerésultatestinscritdans I'uni-
vers unidimensionnel en considérant

s'ils sont irrationnels comme 1 ou

la distance qui sépare les deux si- | V/5, et produit le résultat sans la
gnaux qui restent a I'issue des inte- | moindre erreur.
ractions. L'algorithme géométrique

La figure de droite montre I'al-

desoustraction fonctionne avecdes | gorithme géométrique de calcul du
nombres réels quelconques, méme | reste de la division de apar b(calcul
de amodulo b).

a-b
wr
init, zig, ZIG | 1 <70 init, zig, ZIG
we,w,w,w [ 0 w ,\\§° Wo, W, W, W,
zag, ZAG -1 o zag, ZAG =il
init, w, —~ zag, w, 716 init,w, — zag, w, 716 &70
w,, zag —= W, zZig $ Wy, 2ag — W, zig
zig,w, — ZIG w, zig,w, — zag, w,, ZIG
ZIG, w, — ZAG Z1G, w, — ZAG
w, ZAG —~ ZAG,w, w, w, ZAG — 7AG
ZIG, ZAG — w, zig, w,, IANG —~ 7AG
zig, ZAG — w, 121G, IAG — 7AG
zig, w,, ING — w, w, zig, ZIAG — w w,
W, ZAG — w
a

fait du mouvement brownien et plus géné-
ralement du fait que, pour un physicien,
aucune constante ou valeur physique n’est
vraimentassimilable a un nombre réelavec
son infinité de décimales: les physiciens
utilisent les nombres réels, mais ils n'y
croient pas vraiment !

Lafigure de droite de 'encadré 2 montre
le déroulement du calcul de « 11 mod 3 »
(le reste de la division euclidienne de 11
par3).En poursuivant I'étude de ces calculs
avec signaux, on découvre progressivement
que tout ce qu'un programme d’ordinateur
(discret] calcule, une configuration conve-
nable de signaux e fait aussi. Puisqu'il existe
des méthodes permettant d’énumérerles
nombres premiers, il existe une fagon de
définir des signaux calculant les nombres
premiers, par exemple en créant des parti-
culesimmobiles placées progressivement
en position 2, 3, 5, 7, 11, 13, etc. On dit
du modele de calcul par signaux qu'il est
«computationnellement universel ».
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Bien quetout se déroule dansununivers
a une seule dimension, et que les seuls
objets de ce monde soient des signaux,
tout calcul réalisable par un ordinateur
habituel (qui calcule avec des entiers et
effectue des opérations entre quantités
discretes), peut-étre mené. Pour effectuer
les calculs, on n’a d’ailleurs jamais besoin
d’exploiterles points d'accumulation. Il suffit
de ne considérer que des signaux ayant
des nombres entiers pour vitesse, placés
a l'instant initial en des positions a coor-
données entieres et interagissant a des
instants qui seront des nombres entiers.
Le monde des signaux réduit a la droite
des nombres entiers et fonctionnant en
temps discret possede le méme pouvoir
de calcul que nos ordinateurs (pourtant
situés dans un espace de dimension 3].

Cesrésultats sont bien sdrimportants
pourlathéorie de lacalculabilité et montrent
une fois de plus que le pouvoir de calcul
discret maximal estatteint par des disposi-

tifs extrémement simples. Non seulement
les machines de Turing (des calculateurs
discrets ne disposant que d’'une mémoire
finie etd’'un ruban annexe de mémoire] ont
ce pouvoir maximum de calcul, mais les
signauxdes mondesde J. Durand-Loseaussi.

Cela étant établi, laquestioninitiale devient:
I'exploitation des points d’accumulation
donne-t-elle plus de puissance de calcul aux
mondes des signaux ? Ou encore: existe-t-il
des calculs (que nous qualifierons d'infini-
taires] que 'on réussit a effectuer avec des
signaux et des points d’accumulation et qui
sontimpossibles aune machine de Turing
ouaunordinateurau sens habituel, c’est-
a-dire finiet composé d’éléments discrets ?

Alan Turingadémontréen 1936 quele
probleme de 'arrét est algorithmiquement
indécidable il nexiste pas d'algorithme (pour
un ordinateur habituel discret) ayant pour
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3. Calculer le PGCD

e principe de I'algorithme géométrique

de calcul du plus grand commun diviseur
de deux nombres (PGCD), qui est une va-
riante de |'algorithme d’Euclide, est le sui-
vant. On part des deux nombres auxquels
on s'intéresse, par exemple 8 et 3. On sous-
trait 3 a 8 autant de fois que c’est possible:
8-3=5,5-3=2; puis on soustrait 2 a 3
autant de fois que c'est possible:3-2=1;
puis on soustrait 1 a2 autant de fois que c'est
possible:2—1=1,1-1=0. Le dernier ré-
sultat non nul obtenu est le PGCD. Dans ce
cas, c'est le nombre 1, ce qui signifie que 8
et 3 sont premiers entre eux.

Si, au lieu de deux nombres dont le rap-
port est rationnel, on place au départ deux
nombres dont le rapport est irrationnel, I'al-
gorithme géométrique de calcul du PGCD crée
unpointd‘accumulation.C'estlafagon laplus
économique d’en créer un.

zig, Z1G 1
w,w,w, | 0
zag, ZAG | -1

zig,w, — zag, w,, ZIG
Wy, Zag — w,, zig

w,, 216, — 7AG

W, ZA6 —- ZAGwW,

0 zig, ZAG —~ zag, w,
ZIG,ZAG —~ 7ZAG
zig,wb, IAG — 7ZAG,w
Wy, ZAG — w

P6CD(a,b)

0
0
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données un programme Petindiquant sans
jamais se trompersi P vas’arréter ou tour-
ner indéfiniment. Une multitude d’autres
problémes sont algorithmiquement indéci-
dables. La solution du dixieme probléme de
Hilbert, obtenue en 1970 par Yuri Matias-
sevitch, donne un exemple de probléme
algorithmiquement indécidable plus naturel
que 'arrét d’'un programme. Savoir si une
équation polynomiale a coefficients entiers
(parexemple x? + 5y% = 129) posséde des
solutions en nombres entiers (pour notre
exemple, laréponse estouicarx=2,y=5
convient] estun probléme algorithmique-
ment indécidable.

La question énoncée a propos des
calculsinfinitaires se reformule en: l'arrét
des programmes classiques est-il déci-
dable dans le monde des signaux ? Peut-
on trouver des algorithmes pour signaux
qui résolvent le probléme des équations
polynomiales ?

Laréponse atoutes ces questions est 0UI'!
L'utilisation des points d’accumulations,
permise parle monde de signaux, rend déci-
dable ce quine I'est pas dans les mondes
discrets. Bien sUr, le sens de tels résultats
doit étre analysé avec prudence. Certes, si
on pouvait créeravec une parfaite précision
des systémes de signaux (soit avec des
particules, soitavec d’autres éléments phy-
siques] et que ces signaux calculaient sans
commettre lamoindre erreur, on disposerait
d’outils dont le pouvoir dépasserait tout ce
que les ordinateurs classiques réalisent:
certaines indécidabilités seraient levées.

Cependant, cela ne semble guére
envisageable. D’'une part, la précision de
toute mesure estlimitée dans notre espace
physique. D’autre part, il estimpossible de
mettre en place des configurationsinitiales
parfaites de signaux (sans la moindre
approximation pour les positions et les
vitesses), perfection nécessaire pour mener
des calculs avec points d’accumulation. Les
résultats obtenus concernant les calculs
avec points d'accumulation n'ont donc qu'un
intérét théorique.

Notons toutefois que plusieurs études,
menées en particulier parIstvan Németi et
Gergely Székely, de lInstitut mathématique
de ’Académie hongroise des sciences, pro-
posentdes modeles physiques de calcul ou
dessortesde points d'accumulation sont phy-
siquement réalisés et utilisés. Ces modeéles
exploitent soit des trous noirs véritables,
soitdes courbes fermées de l'espace-temps
relativiste. Le concept d’espace-temps de
Malament-Hogarthaméme été introduit pour
désigner ces situations ol un pointde 'es-
pace-temps posséde un passé causal infini
etpeutdoncrecevoiruneinformationsurle
déroulementd'un calculinfinipassé, comme
c’estle cas pourles points d’accumulation
des mondes de signaux. Si nous pouvions
contrélerou fabriquerdes trous noirs ou des
courbes fermées de 'espace-temps, nous
|éverions les limitations imposées par les
ordinateurs discrets.

Indiquons encore un autre type de
résultats obtenu parles chercheurs explo-
rant le monde des signaux. Tout nombre
réel algébrique (par exemple V2] et de
nombreuses constantes mathématiques
usuelles (1T, e,log 2, etc.) sont calculables
dansle monde des signaux par des disposi-
tifs od, initialement, toutes les particules ont
des positions et des vitesses rationnelles
(c’est-a-dire exprimables comme rapport de
deuxentiers). Dans le monde des signaux,
grace aux points d’accumulation, on peut
connaitre parfaitement des nombres qui
ne sontpas rationnels, etune fois qu'onles
connait, on peut bien sdrcalculeravec eux.

L'étude desnombres qu’on peut connaitre
avecles calculs de signauxa conduiten 2009
aleurcaractérisation. Sontaccessibles dans
le monde des signaux tous les nombres réels
pouvant s’écrire comme une différence de
deuxnombres récursivement énumérables
(quisontles nombres obtenus comme limite
croissante d'une suite de nombres rationnels
calculable paralgorithme).

Le nombre estrécursivement énumé-
rable, donc calculable dans un monde de
signaux ou toutes les données initiales sont
des nombresrationnels (grace, parexemple,
alasériem=4/1-4/3+4/5-4/7 +4/9
—...). Certains nombres réels ne sont pas
calculables parsignaux. Eneffet,lesnombres
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égaux a une différence de deux nombres
récursivement énumérables forment un
ensembleinfinidénombrable, alors que les
nombresréels constituentunensembleinfini
non dénombrable (donc plus «grand »).
Onréalise de magnifiques et surprenants
calculs dans le monde des signaux, mais
certaines limitations persistent.
Remarquons que le nombre () de Chaitin,
dontla connaissance donnerait la solution
delamajorité des grands problémes mathé-
matiques, telle la conjecture de Goldbach,
estun nombre récursivement énumérable,
donc calculable par signaux rationnels.

Acoté du probléme de ce qui est faisable en
principe par le calcul (décidabilité, indéci-
dabilité, etc.) un autre probléme préoccupe
les théoriciens de l'informatique: quels
sontles calculs réalisables rapidement et
quels sont ceux qui, du fait méme de leur
nature, demandent un temps impossible
a envisager en pratique, et qu'on nomme
«intrinseéquement difficiles ».

Les probléemes NP-complets sont la
plus importante catégorie de probléemes
de calcul considérés comme intrinseque-
ment difficiles. Par exemple, déterminersi
un graphe est coloriable avec trois couleurs,
sans que deux nceuds reliés soient de la
méme couleur, estun probleme NP-complet.

Onn’a pas démontré que les résoudre
entemps polynomial étaitimpossible, mais
celasemble trés probable et en attendant
quonréussisse a le prouver (c’estla grande
conjecture del'informatique théorique, notée
P # NPJ, on admet que les problémes NP-
complets sontintrinséquement difficiles.

Est-ce qu’un calcul avec des signaux
peut résoudre rapidement un probléme
NP-complet ? La réponse est oui. Denys
Duchier, J. Durand-Lose et Maxime Senot
ont réussi, sans utiliser de points d’accu-
mulation (cela aurait été trop facile), a
concevoirunalgorithme géométrique pour
signaux qui résout en temps constant et
espace constantun probléme NP-complet.
Comme les problémes NP-complets sont
tous d’'une difficulté équivalente, ce sont
enfaittous les problemes NP-complets que
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le modele des signaux permet de résoudre
efficacement.

L'encadré 3représentele calcul duPGCD
dedeuxnombres, effectué géométriquement
avec seulement trois types de signaux. Cette
figure estI'élément clef pourla solution du
probleme du nombre de signaux minimum
nécessaire aux calculs.

Notons d’'abord qu'avec 15 types de
signaux différents n’utilisant que quatre
vitesses différentes, on peut calculer tout
ce qui est calculable par machine usuelle
discréte. Onn'adonc pas besoin en général
d'un trés grand nombre de vitesses diffé-
rentes pour travailler. La question se pose
cependant de savoir combien de signaux
sontnécessaires pour mener des calculs.
Ce probleme arécemment été traité. Voici
ce qu’on a trouvé et démontré.

— Avec des signaux n’utilisant qu'une
vitesse, ou deux vitesses, il estimpossible
d’'obtenir des points d'accumulation.

—Avec quatre vitesses différentes bien
choisies, des points d’'accumulation sont
calculables, etonréussiraméme a calculer
tout ce quiest calculable avec les machines
habituelles discretes.

—Avectrois vitesses différentes, aucun
point d’accumulation ne peut étre obtenu
par calcul de signaux siles rapports entre
vitesses ou entre distances initiales de
signaux sont tous des nombres rationnels.

—Enrevanche, avec trois vitesses diffé-
rentes, il existe des situations ol un point
d’accumulation est construit en exploitant
lirrationalité du rapport de deux des vitesses,
etdes situations ol un point d’accumulation
estconstruit en exploitantl'irrationalité de
deux des distances initiales entre signaux
de départ.

—En2013,J.Durand-Lose amontré que
tout calcul classique était faisable avec une
machine a 25 types de signaux n'utilisant
que trois vitesses différentes.

Onle voit, cette compréhension fine du
monde idéalisé des signaux, outre I'intérét
mathématique pourl'informatique théorique,
nous prépare pour le futur... quand nous
saurons créer des points d’accumulation
dans notre espace-temps, siles physiciens
nous confirment que c’est possible. Mer-
veilles du réve mathématique ! |

= L’AUTEUR

J.-P. DELAHAYE

est professeur

a I'Université

de Lille

et chercheur

au Laboratoire
d’informatique fondamentale
de Lille (LIFL).

= BIBLIOGRAPHIE

J. Durand-Lose, Irrationality is
needed to compute with signal
machines with only three
speeds, dans The Nature

of Computation, Springer

(LNCS 7921), pp. 108-119,2013.

H. Andréka et al., Closed timelike
curves in relativistic computation,
Parallel Processing Letters,

vol. 22(3), 1240010, 2012.

D. Duchier et al., Computing

in the fractal cloud : Modular
generic solvers for SAT and
0-SAT variants, dans Theory
and Applications of Models

of Computation, Springer

(LNCS 7287), pp. 435-447, 2012.

B.S. Cooperetal. (ed.), How
the World Computes, Turing
Centenary Conf. and 8" Conf.
on Computability in Europe,

CiE 2012, Cambridge, UK,

June 18-23, Proceedings, 2012.

J. Durand-Lose, Abstract
geometrical computation 1:
Embedding black hole
computations with rational
numbers, Fund. Inf., vol. 74(4),
pp.491-510, 2006.

|. Nemeti et G. David, Relativistic
computers and the Turing barrier,
Appl. Math. Comput.,vol. 178(1),
pp. 118-142,2006.

Pourla Science - n°437 - Mars 2014



B POURLA

La librairie SCIENCE

Le savoir scientifique au fil des pages

Un psy au cinéma

Serge Tisseron Réf. 84245127
Le cinéma fascine. Il surprend,

il amuse, il nous permet de nous
Un psy évader, il émeut. Chacun a son

avis sur les fims qu’il voit.

Mais si le cinéma nous parlait
d’abord de nous ? De ce que
nous sommes, de nos peurs
avouées ou non, de nos
bassesses et de nos grandeurs ?
[l s’agirait moins alors de

le comprendre que de nous
comprendre a travers lui,

individuellement, mais aussi collectivement.

Editions Belin 2013
280 pages — 25 euros — ISBN 978-2-84245-127-1

au cinéma

Les sens trompés
Des anomalies du cerveau
aux comportements étranges
Patrick Verstichel

Réf. 84245111

Cet ouvrage est un recueil
des articles que le
neurologue Patrick
Verstichel a publiés dans
le magazine Cerveau &
Psycho. L’auteur, médecin
clinicien, nous propose des
«enquétes médicales »
sur des cas cliniques
parfois difficiles a élucider !

Editions Belin-Pour la Science 2013
160 pages — 25 euros
ISBN 978-2-8424-5111-0

Les SENS trompés

Des anamalies du cerveau
aux comportements étranges

Le cerveau mélomane

Emmanuel Bigand (dir.)

Réf. 84245118

La musique touche tout
un chacun et suscite

de multiples émotions.
Elle ne laisse personne
indifférent. Ce que I'on sait
moins, c’est |a puissance
de la musique. Puissance
sur les capacités cognitives
etintellectuelles de ceux
qui en écoutent souvent
ou qui la pratiquent;

Le cerveau
mélomane

St 1y rection de.

mais aussi puissance

thérapeutique chez certains sujets.

Editions Belin 2013
200 pages — 21 euros —ISBN 978-2-84245-118-9

Maux d’artistes

Ce que cachent les ceuvres

Sebastian Dieguez
V.

Réf. 84245101

Existe-t-il des liens cachés
entre une ceuvre d’'art —une
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Ce que cachent les euvres
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une composition musicale

ou une ceuvre littéraire —

et une maladie de l'esprit que
présentait son auteur ?
Examinant divers chefs-
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Dieguez analyse plus d’une
vingtaine d'ceuvres de

Dostoievski, Monet, De Chirico, Proust, Van Gogh, etc.
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