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rapportées des campagnes napoléoniennes,
et les nombreux présents que lui font les
savants de retour d’expédition. Peu a peu,
sous la supervision des botanistes Etienne
Ventenat, puis Aimé Bonpland, lejardindela
Malmaison devientincontournable pourles
botanistes d’Europe. En 1810, au sommet
des guerres napoléoniennes, un arrange-
ment spécial des amirautés britannique
et frangaise autorise 'horticulteur anglais
John Kennedy a franchir le blocus anglais
des ports francais pourenvoyer a Joséphine
diverses plantes, dont le rosier thé chinois
Hume’s Blush Tea-Scented China.

En 1814, Bonpland, qui répertorie les
plantes cultivées dans les jardins de José-
phine, se rend a Londres pour y comparer
lesrelevés du peintre de Joséphine, Pierre-
Joseph Redouté, aux dessins de la Compa-
gnie des Indes. Il y retrouve la plupart des

s travaux historiq
s de travail pour la rec

plantes chinoises cultivées ala Malmaison
etaNavarre. La précision est telle qu'il per-
coitméme de subtiles différences entre les
plantes d'origine et celles cultivées en France
depuis plusieurs années, telle la pivoine
moutan, arrivée en 1803 a la Malmaison.
Letravail des botanistes, des collection-
neursetdesinnombrablesartistesanonymes
de Chine et d’Inde qui ont peint les plantes
recensées acontribué a établirde précieuses
archives sur les plantes sauvages et culti-
vées de ces pays. La précision du détail et
lafusion des styles artistiques orientaux et
occidentauxconférentacesimagesunintérét
historique etarchéologique remarquable. De
telles collections nous rappellent l'origine de
plantes désormais courantes partout dans
le monde. Elles nous offrent aussiun plaisir
intense: contempler'art botanique dans sa
plus belle expression. ]
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LOGIQUE & CALCUL

Indécidables utiles et inutiles

Les affirmations sur la complexité sont souvent indécidables.
D’oui 'idée d’en utiliser comme axiomes pour limiter la désagréable incomplétude
de toute théorie mathématique, découverte par Kurt Gédel il y a 80 ans.

Jean-Paul DELAHAYE

e qui est simple peut se dire en
peu de mots et donc ce qui est
complexeendemandebeaucoup.
Le hasard ne pouvant passeré-
sumer, il est incompressible et fournit les
objetsles plus complexes. Cesidées élémen-
taires servent de fondement a la « théorie
algorithmique de linformation > ou théorie de
la «<complexité de Kolmogorov ». Crééeilya
50ans parle mathématicien russe AndreiKol-
mogorov et quelques autres théoriciens, son
importance se confirme d’année enannée:
onlutilise en physique pour définirl'entropie,
enbiologie pour concevoir des algorithmes
de comparaison de séquences, en psycho-
logie pour mesurerla capacité des humains
areconnaitre et simuler le hasard, etc.
Enlogique mathématique et en philoso-
phie des sciences, les multiples facettes de
cette théorie définissent ce qu’est une suite
infinie aléatoire ou une théorie complexe
(voir la rubrique du numéro de mai 2013 :
«Qu’est-ce qu'un objet complexe ?>].Nous
verrons ici que des axiomes portant surle
hasard et la complexité enrichissent une
théorie mathématique etaugmentent son
pouvoirde démonstration. Cing mathémati-
ciens d'origines variées, Laurent Bienvenu
et Antoine Taveneaux, de 'Université Paris 7,
Andrei Romashchenko et Alexander Shen,
aujourd’huia lUniversité de Montpellier, et
Stijn Vemeeren, de I'Université de Leeds
en Grande-Bretagne, ont dans un article
récent faitavancernotre compréhension du
hasard etduréle logique de lacomplexité.
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a complexité de
L Kolmogorov d’une

suite finie sde 0 et
de 1 est la taille du plus court
programme écrit dans un
langage assez puissant qui
produit s. On la note K(s).
Une suite d'un millionde 0 a
une faible complexité de
Kolmogoroy, car il existe des
programmes courts qui I'en-
gendrent (par exemple:
«Pouride1a 1000000,
print ‘0’»). C'est vrai aussi de
la suite composée d'un
million de chiffres de 7 ou
de e, car, grace aux
nombreuses séries qui
donnent 1 ou e, on sait
écrire des programmes
courts qui calculent un
million de chiffres de 7 ou
de e. Il existe un programme
de moins de 200 caractéres

b

Andrei Kolmogorov

(J. Gibbons, Amer: Math.
Monthly, vol. 113, pp. 318-328,
2006) qui réussit I'exploit de
calculer indéfiniment des
chiffres de . Bien sUr il les
calcule de plus en plus
lentement, mais il ne s'ar-
réte que lorsque toute la
mémoire de la machine a
été utilisée. Il ne s'arréterait
pas si l'on ajoutait progressi-
vement de la mémoire a la
machine.

Il est assez facile de
montrer qu'il existe des
suites s de complexité K(s)
aussi grande qu'on le
souhaite ; mais Gregory
Chaitin a établi que si I'on se
donne une théorie formali-
sée T, elle ne peut démon-
trer qu'un nombre fini de
théorémes de la forme
«K(s) = n» ou «K(s) > n».

W ¥
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Gregory Chaitin

Giuseppe Peano

1. La complexité ne peut étre calculée

Cela signifie que, sauf pour
un nombre fini de suites s, la
théorie T ignore tout de la
complexité des: la
complexité est, sauf rares
exceptions, indécidable. La
situation est presque para-
doxale: une théorie T (par
exemple l'arithmétique de
Peano, formalisation la plus
naturelle des modes de
raisonnements en arithmé-
tique) prouve qu'il existe des
suites de grande complexité,
mais n'en connait aucune.
Cette forme particuliére de
I'incomplétude est remar-
quable, car contrairement
aux formules dont Kurt
Godel a démontré I'indéci-
dabilité, les formules
concernant la complexité de
Kolmogorov sont immédia-
tement compréhensibles.

* Kurt Godel
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Avant d’expliquer le détail de leurs
travaux rappelons que la complexité d’'un
objet numérique (une suite finie s de 0 et
de 1) est, d'aprés Kolmogorov, la taille du
plus court programme d’ordinateur qui
engendre s. On note cette taille K(s) (elle
dépend peu dulangage de programmation
choisi). Une suite finie s de longueur n est
considérée comme aléatoire si elle a une
complexité de Kolmogorov proche de sa
taille (par exemple supérieure an —c pour
une constante c fixée). Une suite infinie s
de 0 et de 1 est considérée aléatoire (on
dit aléatoire au sens de Martin-Lof car ce
mathématicien est a l'origine de la notion)
si c’est le cas de tous les débuts de s: la
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suite (s, S,, ..., S, ...) est aléatoire si et
seulement s'il existe un nombre ¢ tel que
K(sg S4s--S,) >N —c pour tout entier n.

Grace aux célébres résultats d'incomplétude
de Kurt Godel, nous savons depuis mainte-
nantplus de 80 ans qu’une théorie mathé-
matique formalisée (par exemple la théorie
des ensembles) comporte inévitablement
des trous: pour toute théorie formalisée T,
il existe des énoncés E qualifiés d'indéci-
dables, dont la théorie Tn’est capable nide
démontrer qu'ils sont vrais, nide démontrer

2. Réduire I'incomplétude en ajoutant des axiomes

a complexité de

Kolmogorov, la

taille K(s) du plus
court programme donnant
une suite s, est rarement
petite. Les programmes
sont des suites de O et de 1.
Chaque programme
produit une suite binaire s
et certains programmes
n’en produisent pas, car ils
ne s'arrétent jamais.

Le nombre de
programmes de taille 99 est
au plus 27°(il y a 2% suites
différentes de O et de 1). Le
nombre de suites s produites
par les programmes de
taille 99 est donc inférieur
ou égal 32%. Le méme
raisonnement montre que
les programmes de taille 1,2,
<., 99 produisent au plus
2"+ 22 4+ 284 244 . + 2%

suites binaires différentes. La
somme de cette série
géométrique est égale a
2190 - 1. On en déduit que le
nombre de suites s, de
longueur 110 par exemple,
produites par un
programme de longueur
inférieur a 100 est au plus
2'%, Cela signifie aussi que
le nombre (21°) de suites de
longueur 110 ayant une
complexité K < 100 est infé-
rieur & 2%, La proportion de
suites de longueur 10 ayant
une complexité K < 100 est
inférieure & 2100/210 = 1/210
=1/1024 : moins d’une suite
sur mille de longueur 110 a
une complexité K < 100. Plus
généralement, la proportion
de suites de longueur n
ayant une complexité
K'<n-mestau plus 1/2™.

Comme il est facile
d’écrire un programme de
longueur proche de n qui
produit une suite s de
longueur n donnée (on
prend le programme
«PRINT s»), la complexité
de Kolmogorov d’'une suite
de longueur n est, sauf rares
exceptions, trés proche de n.

Un axiome stipulant
qu'une suite s de longueur n
tirée au hasard a une
complexité K>n - m est trés
probablement vrai, en
méme temps qu'il est indé-
cidable, car des qu'une suite
est longue on ne sait déter-
miner sa complexité de

Kolmogorov (voir l'encadré 1).

Cette facon d'ajouter
comme axiomes des indé-
cidables a une théorie T
vient d’étre étudiée.

Laurent Bienvenu
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qu'ils sont faux. Parmi ces «indécidables »
surlesquels une théorie Testincapable de
se prononcer, figure 'affirmation que dans
lathéorieT, il n’existe pas de théoréeme qui
énonce le contraire d’'un autre. On désigne
cette propriété parla « consistance » deT.
Uneidée vientalors naturellement al'esprit:
pourquoi ne pas ajouter aux axiomes de T
Paffirmation de sa consistance, cons(T) ?
On obtientainsiune théorie plus puissante
que Tdont on a réduit 'incomplétude.

La théorie de la démonstration — un
domaine de la logique mathématique —
a étudié ce procédé de complétion qu’on
applique éventuellement plusieurs fois:
on ajoute l'affirmation de la consistance
de T, ce qui donne une nouvelle théorie T’
on recommence avec T, et ainsi de suite.

Des 1939, Alan Turing a étudié ce theme
qui était le sujet de sa thése de doctorat
a Princeton. Les résultats obtenus sont
difficiles, carliés alathéorie des ordinaux
(les nombres transfinis). lls ont été com-
plétés depuis, en particulier par Solomon
Feferman, un éléeve de Godel.

Ce domaine est malgré tout un peu
décevant, car les énoncés qui affirment
des propriétés de consistance sont peu
pratiques pour démontrer des théoremes
mathématiques, ce quia pour conséquence
quilfauten ajouter beaucoup (enfaitjusqu’a
Iinfini, puis recommencer encore et encore
en utilisant la théorie des ordinaux) pour
que cette méthode de complétion produise
des conséquencesintéressantes. Enrésu-
mé, en procédant par I'ajout d’axiomes de
consistance, on compléete bien les théories
mathématiques, maisles théories obtenues
ne sont pas trés commodes pour ce quiinté-
resse les mathématiciens et les résultats
obtenus délicats ainterpréter. Il fallait donc
imaginerd'autres méthodes de complétion.

Le mathématicien américain Gregory
Chaitin, qui formula en méme temps et
indépendamment de Kolmogorov la théorie
algorithmique de l'information, a suggéré
une voie alternative a celle des axiomes de
consistance. lla en effet démontré que les
affirmations concernant la complexité de
Kolmogorov des suites finies (et donc leur
nature aléatoire ounon) sont souvent des
indécidables de Gddel. Il a en fait établi le
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remarquable et étonnant théoreme suivant:
une théorie consistante donnée T ne peut
démontrer qu'un nombre fini d'affirmations
dutype «K(s)=n>»oudutype «K(s] >n».
Ainsi, au-dela d’'un certain n, (qui dépend
delathéorie T}, tous les énoncés affirmant
une complexité supérieure a n, sont des
indécidables de la théorie T.

Toute théorie formalisée estdonc gravement
aveugle a la complexité, puisqu’elle ne sait
pratiquementrien démontrerdelacomplexité
dessuitesfinies de O et de 1. Cela suggeére,
toujours pour éviterlesindécidables, d'ajou-
terdes axiomes de laforme «K(s)=n»ou
«K(s] > n> pour des suites finies s et des
entiersn choisis. Etudierla force axiomatique
de lacomplexité et du hasard consiste donc
aposerles questions «Est-ce que l'ajout de
telsindécidablesadeseffetsintéressants ? »
et«Comment faire celaaumieux ? ». C’est
exactementle sujetdelarticle des chercheurs
réunis autour de L. Bienvenu.

Insistons sur le fait que ces travaux,
aussiabstraits qu'ils paraissent, renforcent
notre compréhension philosophique et
mathématique sur un sujet fondamental.
Ondoitdéja beaucoup alathéorie algorith-
mique de linformation dans les progres faits
récemment concernant le hasard, car ce
qu’elle montre va au-dela de la théorie des
probabilités en établissant, ce qui étaitloin
d’étre évident, que les concepts de calculs,
d’algorithmes et de programmes sont pro-
fondément liés a cette notion.

Lesrésultats obtenus par L. Bienvenu
etses collegues nous éclairent sur quatre
points principaux.

1) Ajouter sans méthode des axiomes
affirmant des propriétés presque certaines
surlacomplexité ne conduit pas a prouver
des théorémes nouveauxlimitant 'incom-
plétude gddélienne, mais en revanche
permet de raccourcirles démonstrations.

2] Ajouter comme axiomes des formules
indiquant la complexité de séquences
assez nombreuses du type «K[s) =n>ou
«K(s)>n>»supprime lesindécidables de la
forme « pourtoutx: P(x] » (voir 'encadré 3
pour l'importance de telles formules). Cela
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constitue unrenforcement considérable du
pouvoirdémonstratif de lathéorie. L'affirma-
tion «Tout nombre pair supérieur a 2 est
somme de deuxnombres premiers » (conjec-
ture de Goldbach) estde laforme « Pourtoutx:
P(x])>; elle ne peut étre indécidable dans
une théorie complétée systématiquement
par des axiomes concernant la complexité.

3] Tous lesaxiomes dutype «K[s)=n »
n'ont pas la méme force. Certains, assez
rares, sont extrémement puissants et
rendentinutiles la plupart des autres.

4] Ajouter comme axiome qu'une sé-
quence infinie s de O et de 1 est aléatoire
au sens de Martin-Lof renforce la théorie,
mais ne le faitjamais autant que laméthode
précédente.

Parmi les 2" suites de 0 et de 1 de
longueur n (par exemple n = 100000), on
démontre quauplusunesur 1024 (=2%)a
une complexité de Kolmogorov inférieure a
n—10(ici99990).lIn'yena,auplus,qu’une
surunmillion (1048576 =220 précisément)
ayant une complexité inférieure a n — 20
(donc 99980 pournotre exemple]. L'énoncé
général est: «Auplus une suite delongueurn
sur2™aune complexitéinférieurean—m»;
autrement dit, les suites peu complexes sont
extrémement rares (voir 'encadré 2].

SiTon choisitm =100, que l'on tire uni-
formémentune séquencesde 100000 sym-
boles 0 ou 1 (par exemple a I'aide d’une
piece de monnaie) et que l'on ajoute 'axiome
«K(s) >99900> aunethéorieT,alors sauf
malchance extraordinaire (risque de 1/2199),
onajoute unindécidable vraialathéorieTa
laquelle ons’intéresse. Cela en accroit donc
aumoins un peu le pouvoir démonstratif: la
théorie maintenant sait que K(s) >99900.

Ondispose ainsid'une méthode de com-
plétion qui, saufau plus une fois sur21° (ce
qu’on peut considérer comme totalement
négligeable) améliore une théorie Ten sup-
primantaumoins unindécidable.La question
est maintenant: avoir pris ce risque est-il
utile, c’est-a-dire conduit-il a une théorie T
(comportantunaxiome de plus) quidémontre
desthéorémes nouveauxintéressants, que
Tétaitincapable de démontreravantl'ajout ?

Laréponse est négative pourl'essentiel.
Celarésulte delaproposition suivante démon-
trée parle groupe des cing chercheurs:sifon

ajoute unou plusieurs axiomes du type envi-
sagéenleschoisissantauhasard (parexemple
entiranta pile ouface les suitess concernées)
et en prenant un risque total inférieur a un
seuil fixé € (par exemple 1/21%9), et si 'on
ne considere que les théorémes quidansce
processus probabiliste de démonstration sont
obtenusavec une probabilité supérieure 3,
alorslesthéorémes qu'on découvre peuvent
I'étre sans ajout d’axiomes, autrement dit,
pouvaientdéjal'étre danslathéorie initiale.

Ajouter des informations presque certaines
concernant la complexité n'est donc pas
vraiment utile pour limiter lincomplétude.
Enrevanche,un second résultat surces pro-
cessus de démonstration avec ajout aléatoire
d’axiomes presque certains établitqu'onen
tireun gainsurlataille des démonstrations:
onn’apasvraiment plus de théoréemes, mais
lesthéorémes de Tsont maintenant obtenus
par des démonstrations plus courtes.

La situation est analogue a celle déja
rencontrée en arithmétique a propos des
tests de primalité probabilistes. Alors
que démontrer sans accepter de prendre
le moindre risque qu'un entier long (de
10000 chiffres par exemple) estun nombre
premier exige toujours unlong calcul, on sait
le faire rapidement sil'on accepte unrisque
d’erreur, méme infinitésimal (parexemple
inférieura 1/2190). Ces tests probabilistes de
primalité découverts danslesannées 1980
sontd’'une grande utilité en cryptographie.

Mis a part des gains sur la taille des
démonstrations, ajouter des axiomes du
type «K(s)=n»ou«K(s)>n>lorsquesest
aléatoire n’est pas le bon moyen d’accroitre
le pouvoir de démonstration d’'une théorie
formalisée T.Qu'en est-il de 'ajout d’axiomes
fournissant des informations précises sur
la complexité, y compris concernant des
suites finies s peu complexes ?

Cettefois, les résultats vont étre positifs
et trés instructifs.

Le premierrésultat dans cette direction
indique ce que donne I'ajout, a une théorie T,
de tous les axiomes concernant lacomplexité
des suites finies : pour chaque suite finie s,
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3. La classification des formules

n logique, on s'intéresse a

la forme logique des affir-

mations mathématiques,
ce qui conduit a une classifica-
tion des formules. Chacun
percoit qu’en parcourant la liste
suivante de formules, ol
chaque élément de la liste est
comme un échelon, la difficulté
de compréhension des affirma-
tions mathématiques
augmente.

Enoncé A:2 +11=13.

Enoncé B: Le carré de tout
entier pair est aussi pair.

Enoncé C: Pour tout entier n
donné, il existe un nombre entier
P > n qui est un nombre premier
(autrement dit, il y a une infinité
de nombres premiers).

Enoncé D: Pour tout entier k,
il existe un entier n tel que pour
tout entier m > n, on ait:

0 <2"m -1 < 1/k (autrement dit,
la suite 2™ tend vers 1 quand m
tend vers l'infini)

Enoncé E: Il existe un entier b
et pour tout entier k, il existe un
entier n tel que pour tout entier
m>n:b-1/k<fim)<b+1/k
(autrement dit, la suite f(m) a une
limite quand m tend vers l'infini
et cette limite est un entier).

D’un énoncé au suivant, les
formules contiennent de plus
en plus de quantificateurs («il
existe», « pour tout») et c'est
ce qui rend leur compréhension
plus difficile. [l y en a d’abord O,
puis 1, puis 2, puis 3, puis 4.
Cette augmentation de diffi-
culté est utilisée pour définir la
hiérarchie arithmétique des
formules.

Le premier niveau, noté A,
ne contient que les affirmations
arithmétiques immédiates a
Vvérifier (méme si parfois cela
demande de la patience).
D'autres exemples de
formules A, sont « 1048576 est

une puissance de 2», «lln'y a
pas de nombres premiers entre
5490 et 5500 ». Pour chacune
de ces affirmations, on peut
entreprendre un calcul dont on
sait évaluer la taille par avance
et qui, achevé, indiquera si |'af-
firmation est vraie ou non.
Toutes les formules de A,
vraies sont démontrables dans
le systéme formel de I'arithmé-
tique de Peano. En particulier,
c'est |e cas de toutes les affirma-
tions vraies du type «n est un
nombre premier». De méme, si
une formule de A est fausse
(par exemple «121 est un
nombre premier ), I'arithmé-

T W

tique de Peano sait démontrer
sa négation. Aucune des
formules de A n'est donc indé-
cidable dans I'arithmétique de
Peano (ou dans une théorie plus
forte comme la théorie des
ensembles).

Au-dessusde A, ilyala
classe trés importante des
formules I1,. Ce sont les
formules de la forme « Pour
tout entier n, F(n) », ol F(n) est
une formule A Au-dessus
encore, il y a les formules I1,, de
la forme « Pour tout entier n, il
existe un entier m tel que
F(n, m)» ol F(n, m) est une
formule de A, Il y a ensuite les

«Echelle du paradis », selon la conception du moine Jean
Climax (VI® siécle] : la vie monastique s’échelonne comme sur
les 30 barreaux d’'une échelle. Les formules mathématiques
s’échelonnent, elles, sur une infinité de degrés.

formules I1; de la forme « Pour
tout entier n, il existe un

entier m tel que, pour tout
entier k, F(n, m, k)» ol F(n, m, k)
est une formule de A, etc.

La formule « Pour tout
entier n, n est multiple d'un
nombre premier » est IL, car si
n est connu, la formule «n est
multiple d’'un nombre premier >
est A,. Clest une formule
démontrable dans 'arithmé-
tique de Peano.

Parmi les formules IL,
certaines sont des indécidables.
La formule exprimant que le
systéme formel de I'arithmé-
tique de Peano est consistant
(c’est-a-dire non contradictoire)
est IT,, car elle signifie « Pour
tout entier n, les démonstra-
tions dans I'arithmétique de
Peano de longueur au plus n ne
conduisent jamais a démontrer
que 0="1».

De nombreux énoncés sur
lesquelles les mathématiciens
s'interrogent sont équivalents a
des formulesII,. Clest le cas de
la conjecture de Goldbach (tout
nombre pair > 2 est somme de
deux nombres premiers), mais
aussi de la conjecture de
Riemann (une fois correctement
traduite). La formule arithmé-
tique qui exprime le théoréme
des quatre couleurs (toute carte
peut étre coloriée avec quatre
couleurs sans que deux pays
voisins portent la méme
couleur) est aussi une
formule IT..

Les énoncés du type
«K(s) = n> (s et n fixés) sont des
formules I1,. En effet, une telle
affirmation indique qu’aucun
programme de longueur infé-
rieure & n ne donne s. A cause
des programmes ne s'arrétant
pas, cet énonceé est du type
«pour tout n, F(n)>.
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onajoute I'axiome «K(s)=n> quidonne sa
complexité. Lanouvelle théorie T'a le pouvoir
de démontrertous les énoncés de laforme
«Pour tout x: F(x)» ou F est une formule
testable parprogramme (parexemple, «xest
unmultiple de 7 »). Les énoncés de ce type
constituent ce qu'on nomme la classe de
formules I1,, et on montre que la plupart
des questions non résolues en mathéma-
tiques sont équivalentes ades énoncés de
laclasse I1,.

Cestle cas delaconjecture de Goldbach
(«Toutnombre pairsupérieura 2 est somme
de deuxnombres premiers. »]; Cestaussile
cas de 'hypotheése de Riemann, quiconcerne
la répartition des nombres premiers.

Notons bien que I'idée d’ajouter comme
axiomes tous les énoncés de la forme
«K[s]) =n» est étudiée ici comme on étu-
die ce qui se passe quand deux particules
isoléesinteragissent. lInexiste aucun moyen
pratique d'isoler parfaitement deux parti-
cules, mais c’estintéressant quand méme
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de fairele calcul. Ici, iln’existe aucun moyen
pratique de connaitre lacomplexité de toutes
les suites finies, qui conduirait a ajouter
véritablement tous les axiomes envisagés.

Cependant, le résultat de cette expérience
de pensée nous apprend quelque chose de
profond sur l'indécidabilité: les trous que
comporte toute théorie T correspondent
(quand on se limite aux énoncés I1,] a un
manque d’information sur la complexité.
L'indécidabilité de Gddel provient donc de
ce qu'une théorie donnée T n'a jamais une
assezbonne connaissance de la complexité
etqu'ilestimpossible de mettre toute cette
connaissance dans des axiomes simples.
En deux mots: indécidabilité godélienne
provient de ignorance de la complexité.
L.Bienvenuetsescolléeguessesontaussi
interrogés surce que donneraitune informa-

tion partielle surla complexité, fournie parun
nombre limité d’axiomes. lls montrent que
pourqu’une théorie soit capable de démontrer
toutes les formules 11, detailleauplusn, il
suffitd’ajouterunaxiome unique de laforme
K(s) > n pour une suite finie s bien choisie
delongueurn.Les suites s utilisables pour
cetajout concentrent enelles l'information
nécessaire pour connaitre la complexité de
toutes les suites de longueur au plus n.
Quand on veut rendre décidables
toutes les formules Hy cette facon de
procéder est beaucoup plus économique
enaxiomes que la précédente (qui ajoutait
tous les «K[s) =n»). Les cinqchercheurs
en déduisent le beau théoréme suivant:
pourtout entiern, il existe unindécidable
dont la taille est approximativement n,
qui est une formule II, et qui, ajoutée
aux axiomes de I'arithmétique de Peano,
supprime tous les indécidables IT, detaille
inférieure an. En clair, pour boucher tous
les trous correspondant a des formules 11,

4. Le role des formules 11,

n théoréme central figure dans le

travail de Laurent Bienvenu, Andrei

Romashchenko, Alexander Shen,
Antoine Taveneaux et Stijn Vermeeren. Ce
théoreme indique non seulement que pour
une théorie T, connaitre la complexité de
toutes les séquences finies permet de
supprimer tous les indécidables I, et réci-
proguement; il indique aussi ce qui se passe
quand T ne connait que partiellement ce
type d'information.

Le théoréme utilise la notion de
complexité d'une formule (fondée sur la
méme idée que la définition de la
complexité de Kolmogorov) et il énonce
que les trois méthodes suivantes pour
compléter une théorie T sont équivalentes:

a) Ajouter aux axiomes toutes les formules
indiquant la complexité de séquences s qui
ont une complexité K(s) inférieure a n.

b) Ajouter aux axiomes toutes les
formules I1, vraies dont la complexité
(comme formule) est inférieure an;

c) Ajouter un seul axiome K(r,) > n pour
une séquence r, dont la construction est

précisée et qui est donc une séquence
concentrant toute I'information jusqu’au
niveau n qu'’il faut connaitre pour suppri-
mer les indécidables IT, de complexité
inférieure a n.

Un tel théoréme, contrairement aux résul-
tats envisageant d'ajouter une infinité
d’axiomes pour supprimer tous les indéci-
dables IT,, permet d'envisager réellement

Les indécidables de Godelsont
comme de8 trous nBirs
. dans les thédries: :

une complétion progressive de I'arithmé-
tique de Peano dans le but de supprimer
petit a petit les indécidables IT,.

Kurt Godel a défendu I'idée qu'il fallait
tenter de compléter les axiomes de nos théo-
ries pour en limiter 'incomplétude. Ce théo-
réme indique une voie possible et montre
qu'il existe des méthodes systématiques pour
ce faire (au moins pour les formules IL).
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de taille inférieure a n, un seul axiome
supplémentaire assez court suffit.

Les séquences finies s qui permettent
ces complétions efficaces sont-elles nom-
breuses ? La réponse a cette question a
été trouvée et, sans surprise, elle est
négative: pour compléter efficacement,
il faut bien choisir s et c’est difficile, car
les s quiconviennent sont en petit nombre.

Unautre théoréme intéressant généralise
le théoréme de G. Chaitin mentionné plus
haut. Il affirme que, méme trés efficaces,
ces complétions par des axiomes bien
choisis n’ont qu’un effet fini, et qu'il faut
donc ajouter une infinité d’axiomes pour
faire disparaitre les indécidables I1,. Voici
I'énoncé: « Il existe une constante ¢ (qui
dépendseulementde lathéorie T) telle que,
pourtoutdfixé, lensemble des axiomes vrais
de la forme K(s) > d ne peut pas prouver
des propriétés de la forme K(s) >c +d.»
Autrement dit,la connaissance requise
poursavoirquelles suites ontune complexité
supérieure adne permetpasde savoirquelles
suites ontune complexité supérieureac+d-:
une connaissance «locale » jusqu’a d de
la complexité n’est jamais en mesure d’en
fournirune connaissance dépassantc +d.
La conclusion de cet ensemble de
résultats, dont nous n'avons reproduit ici
qu’une petite partie, est que, d'une part,
I'information sur la complexité des suites
finies est bien au cceur de l'indécidabilité
(au moins pour les formules I1,], et que,
d'autre part, la force axiomatique d'informa-
tion surla complexité est puissante et est
susceptible d'une certaine concentration.
La définition des suites infinies aléa-
toires rappelée audébutsuggére uneidée:
trouver une suite infinie aléatoire (au sens
de Martin-L6f) unique s et ajouter 3 T les
axiomes indiquant que cette suite parti-
culiére est aléatoire. Cet ajout limité cor-
respondant a une affirmation portant sur
une unique suite infinie peut-il dire tout
ce qui est nécessaire pour que toutes les
formules I1, deviennent décidables ?
Laréponse est négative. Cet objectif
ne peut étre atteint; aucune suite infinie
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aléatoire ne le permet. Cela résulte d’'un
théoréeme des cinqg chercheurs:I'ensemble
d’axiomes affirmant qu’une suite est aléa-
toire au sens de Martin-L&f n’est jamais
suffisant pour supprimer tous les indé-
cidables I1,.

Unemultitude d'autres résultats affinant
notre compréhension delaforce axiomatique
du hasard sont présentés et démontrés.
Précisons qu’a coté de ces résultats de limi-
tation, des résultats expérimentaux d’une
équipe réunie autour de Fernando Soler-
Toscano, a laquelle je participe, montrent
qu’a condition d’accepter d’effectuer des
calculs massifs, une certaine connais-
sance approchée robuste de la complexité
de Kolmogorov est possible et que cette
connaissance quis’applique y compris aux
séquences courtes est utile aujourd’hui et
sert d’étalon pour mener des expériences
en psychologie (voir la bibliographie).

Une méthode automatique d’ajouts
progressifs d’axiomes utiles (pour rendre
décidablesles formulesindécidables deHl]
pourraits’en déduire pour celui qui dispose-
rait d'une capacité de calcul indéfiniment
croissante. En utilisantlatechnique de cette
équipe, on obtiendrait pour des suites finies
de plus en plus nombreuses des approxima-
tions de K(s] quis’amélioreraient et qu'on
ajouterait et modifieraitau fureta mesure
du déroulement du calcul.

Le phénoméne de lincomplétude découvert
etdémontré par Godel en 1930 est troublant
ettoute philosophie des mathématiques (et
méme des sciences) se doit d’en rendre
compte et d’en fournir la compréhension.
Lesliens établis entre cette incomplétude, la
complexitéetle hasard que plusieursrésultats
de G. Chaitin, Per Martin-Lof et Leonid Levin
avaientdéjafaitapparaitre deviennentmainte-
nanttres précis, grace auxthéoremes établis
par'équipe réunie autourde L. Bienvenu. On
saitdésormais que ce quimanque dansune
théorie formalisée, c’'estessentiellement de
linformation sur la complexité et le hasard,
et on commence a comprendre comment
on peut ajouter cette information de fagon
plus ou moins efficace. u
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Des vampires pas siimaginaires

Personnage incontournable de la culture fantastique, le vampire se comporte
tel un parasite se nourrissant du sang de ses victimes. Bien réels, les moustiques,
les tiques et certaines chauves-souris en font tout autant.

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ

racula, Nosferatu, Vlad I'em-

paleur, Lestat, Carmilla...ont

desnomsvariés, mais ne for-

mentqu’une seule etméme
entité gothique issue de lointains folklores
ou d’anciennes superstitions. Le vampire
(vampyre envieux frangais, upiren slave)
est un mort-vivant qui se nourrit du sang
des vivants et en tire sa force vitale.

Ces étres ont fait parler d’eux au
XVIII® siécle. La population croyait que
ces monstres rédaient parmiles hommes.
En 1751, le moine bénédictin Augustin Cal-
met a expliqué comment reconnaitre un
vampire dans son Traité surles apparitions.
Ily affirmait qu'un vampire ala peauviolacée
ou pale a cause de son penchant pour le
sang.Tantdt trés pileuxtantdt chauve, il peut
avoir des oreilles pointues. Dans une vision
plus moderne, le vampire arbore un aspect
gothique élégant pour mieux attirer ses
proies, en majorité de jeunes adolescents.
Mais la caractéristique commune demeure
des canines longues et pointues, utilisées
lors du «baiser». Notons cependant que,
chez le Nosferatu de Werner Herzog, inter-
prété par Klaus Kinski, ce sont les incisives
quisont hypertrophiées (comme chez les
rongeurs et les lapins !) et non les canines.

Danslesfilmsetleslivres, la survie du
vampire dépend des humains, alors que la
réciproque estfausse: le vampire répond
doncaladéfinitionduparasite. Lefaitqu'ilne
soitpas en permanence entrain de s'abreu-
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1. DANS LE FILM NOSFERATU (1979)
de Werner Herzog, Klaus Kinski joue

le réle du comte Dracula qui chasse la nuit,
alarecherche d'une victime pour se nourrir
de son sang.

© Gaumont/20th Century Fox

verau cou d'unhomme en faitun parasite
temporaire. |l existe bien sGrdes variantes
selon les histoires: certains vampires se
compliquent lavie en ne sélectionnant que
du sang de jeunes filles vierges (comme
c'estle cas duNosferatu de Werner Herzog),
tandis que d’autres ne sortent que la nuit.
Notons quele Dracula de Bram Stoker (1897)
arpente lesrues de Londres en plein jour.
Ces contraintes d’approvisionnement en
sang, méme si elles ajoutent du piment
auscénario, diminuent la probabilité d'une
rencontre entre le parasite et savictime et
réduisent d’autantles chances de survie du
vampire. Ellesillustrentle fait qu’un orga-
nisme hyperspécialisé est beaucoup plus
fragile qu’un individu généraliste.

Autre caractéristique, le vampire est un para-
site externe, ou ectoparasite, qui puise le
sangde I'extérieur. Ce n’est pasle cas des
micro-organismes quivivent dans le sang
deleurhoéte: ces endoparasites, tels quele
protozoaire Plasmodium ou le ver Oncho-
cerca, sontresponsables de graves mala-
dies — respectivement le paludisme et la
«cécité des rivieres ». lls sont véhiculés
par des moustiques ou autre suceurs de
sang externes.

Dansle monde réel, les hématophages
(littéralement « mangeurs de sang ») ne
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