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révelent comestibles. Quandilaborde enfin
surunatoll désert, il ne reste qu’un seul ceuf,
quifinit par éclore, donnant naissance aun
poussin d'/Aepyornis. Le jeune oiseau fournit
d’abord une agréable compagnie au naufragé,
qui le nourrit de poisson et prend soin de
lui. Au bout de deux ans, 'Aepyornis ayant
atteintune hauteurde plus de quatre métres,
la nourriture vient a manquer et l'oiseau se
tourne contre son protecteur. Devenuagres-
sif, il lui taillade le visage avec son bec et le
pourchasse, 'obligeant a se réfugier dans
le lagon ou dans des arbres.

Face a ce danger, Butcher finit par tuer
I'Aepyornis en le faisant tomber a l'aide
d’'une corde et en 'égorgeant. Il est enfin
recueilliparunyacht de passage et retourne
enAngleterre, ol il vend les énormes os de
son ex-protégé aun naturaliste. Ceux-cisont
décrits comme une nouvelle espéce, Aepyor-

travaux historiq

nis vastus —Wells se moquant ainsi genti-
ment de la propension des paléontologues
a utiliser des superlatifs, tels maximus ou
titan, pour désignerles espéces d’Aepyornis.

Avec la nouvelle de Wells, nous voici
presque revenusanotre point de départ. Tout
comme Sinbad le marin rencontre l'oiseau
Roc et ses ceufs sur des fles mythiques,
c’est sur un atoll imaginaire que Butcher
doit se défendre contre unAepyornis sorti
d’'un ceuf énorme. Il n’est pas certain que
I'Aepyornis soit réellement a l'origine de
lalégende du Roc, comme beaucoup l'ont
cru, et il sera sans nul doute difficile de
démontrer ou d’infirmer cette hypothese.
Il reste que ces oiseaux géants exercent
une sorte de fascination sur esprit humain,
quis’est exprimée sous forme de mythes,
Iégendes, contes ou récits de science-fiction
suivant le lieu et 'époque. ]
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[LILOGIQUE & CALCUL

Le probleme du sudoku

La donnée de 16 chiffres dans une grille de sudoku est insuffisante
pour que la solution du probléme soit unique. Pour le prouver, il a fallu énumérer
toutes les grilles, en usant d’'astuces afin de raccourcir les calculs.

Jean-Paul DELAHAYE

’est une illusion de croire que

la puissance des machines nous

dispense de réfléchir. Apropos

du probléme des données mini-
males au sudoku, nous allons voir que la
limite du faisable est vite atteinte, et que
pour la repousser, il faut de ingéniosité,
des mathématiques et quand méme beau-
coup de patience.

Rappelonslesregles du sudoku et fixons
quelques termes. Une «grille de sudoku
compléte>» est un tableau carré de
9 x 9 = 81 cases contenant chacune un
chiffre de 1a 9ettel que:

(a) chaque ligne et chaque colonne
contiennent chaque chiffre une fois exac-
tement;

(b) chaque sous-tableau 3 x 3 (résultat du
découpage de la grille en neuf carrés de
neuf cases) contient chaque chiffre une
fois exactement.

Une grille partielle estun « probleme de
sudoku correct > s'ilexiste une fagon unique
de compléter la grille en une grille de sudo-
ku complete, ce qui est le but du jeu.

Précisons qu’au sudoku, 'ordinateur
estgagnantsurl’humain:ilexiste un grand
nombre de programmes permettant a
l'ordinateur de battre de vitesse le meilleur
humain. Les bons programmes trouvent
la solution d’un probleme, aussi difficile
soit-il, en moins d’'un millieme de seconde.
On joue donc pour le plaisir de I'exercice.

Quand on cherche a formulerun énon-
cé, sil'onspécifie trop peu de cases, la grille
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J. F. Colonna

VISUALISATION D’UN SUDOKU
par Jean-Frangois Colonna. Chaque couleur
est associée a un chiffre.

partielle ne constitue pas un probléme
correct (c’'est évident sion ne retient qu'une
case), car plusieurs solutions seront pos-
sibles. Dans les journaux, les grilles pro-
posées comportent environ 25 cases
remplies. On sait cependant qu'il existe des
grilles correctes de sudoku ne comportant
que 17 données (voir'encadré ci-contre)].

Le probléme des données minimales
est: Juel est le plus petit nombre de don-
nées d’un probleme de sudoku correct ?

L’exemple a 17 données montre que
ce minimum est 17 ou moins. On a long-
temps cherché, sans succes, des problémes
corrects a 16 données; on a donc conjec-
turé que 17 est laréponse.

Au moins 16 ou 17 cases?

Le probléme est resté ouvert jusqu’a ce
que, en décembre 2011, la réponse soit
fournie par Gary McGuire, de I'Université
de Dublin, et son équipe. A la suite d’un
calcul étalé surune année et correspondant
a 800 années de calcul d'un processeur
unique, laconclusion fut qu'iln’existe aucune
grille correcte de sudoku a 16 données et
donc que le nombre minimal de données
d’un probléme correct de sudoku est 17.

[l s’agit d’'un théoreme mathématique,
etpuisque c'est la question mathématique
concernantle sudoku quiademandé le plus
d’effort, on l'appellera «Le théoreme du
sudoku ». Le travail qui a conduit a I'énon-
cerestune démonstration. Comme celase
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produitmaintenant de plus en plus souvent,
il s’agit d'une démonstration avec un ordi-
nateur (voir'encadré page 78 pour d'autres
exemples). Le détail des étapes du calcul
n’a pas été publi¢, car cela donnerait un
document d'unelongueurcolossale. L'article
rendantcompte de lapreuve n’estdonc que
la description de la méthode utilisée, com-
portant,entreautres, les énoncés etdémons-
trations des propositions purement mathé-
matiques utiles, mais pas assez d’éléments
pour que I'on puisse Vvérifier le théoréme
sans tout reprogrammer et recalculer.
Des versions préliminaires de I'article
étaient disponibles depuis unmoment, mais

Rendez-vous
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il n'a été publié dans sa forme définitive
que le 12 juin 2014, dans la revue Experi-
mental Mathematics. Malgré cette publi-
cation officielle, essentielle pour qu’un
résultat soit considéré comme sérieux, et
une vérification du calcul menée par une
autre équipe (en septembre 2013, certains
chercheurs, dont Joshua Cooper de I'Uni-
versité de Caroline du Sud, doutent du sta-
tutde cethéoréme dontla«démonstration >,
d’'un type particulier, exclut difficilement
le risque d’erreur. Nous y reviendrons.
Dans un premier temps, présentons
laméthode de preuve utilisée par G. McGuire
et les autres équipes qui ont abordé le

probléeme. Nous insisterons sur l'utilité
d’'une analyse mathématique préliminaire,
la collaboration d’autres équipes (ayant
mené d’autres calculs volumineux et trans-
mis des programmes a G. McGuire et son
équipe], larigueur méthodologique indis-
pensable, le délicat savoir-faire nécessaire
alaprogrammation et a la réalisation des
calculs et, enfin, I'incroyable quantité de
calculs effectués.

Existe-t-il une grille compléte G dont
on peut extraire 16 données qui, quand
onles compléte (enrespectant les régles
du sudoku), donnent nécessairement la
grille G?

Des grilles intéressantes

a grille a comporte 17 données et n'a qu’une seule

solution, b. Ce type de grille a posé la question: peut-on

faire plus économique et ne fixer que 16 données dans une

grille tout en préservant l'unicité de la solution?

Le calcul de Gary McGuire et
de son équipe montre que pour
avoir une solution unique, il faut
toujours spécifier au moins
17 cases. Mais parfois,

17 données ne suffisent pas. La
grille ¢ fournit un exemple ot

18 données sont nécessaires
(aucune sous-grille a 17 données
n'est correcte). Cette grille
permet aussi d'illustrer la puis-
sance de la méthode des sous-
ensembles inévitables au coeur
des programmes de G. McGuire.

Considérons les deux
colonnes verticales de trois
chiffres en jaune en haut a
gauche (1,4, 7) et au centre
(4,7,1).Si on les échange, on
obtient une nouvelle grille
compléete de sudoku. Cela
prouve que tout probléme
conduisant a cette grille doit
comporter une donnée parmi les
six cases concernées. |l en va de
méme pour les deux colonnes
jaunes en haut au centre (4,7, 1)
et a droite (7,1, 4), ainsi que pour

les colonnes (1,4,7), et (7,1,4) en
jaune en haut. Il en résulte que
parmi les neuf cases jaunes en
haut, deux doivent étre données
dans tout probléme ayant cette
grille comme solution unique.

Clest aussi vrai pour les autres
paquets de neuf cases (en bleu,
en rouge) de la zone du haut, de
la zone du milieu et de la zone du
bas. Cela fait en tout neuf paquets
de neuf cases, et pour chacun
deux données au moins a retenir.
Tout probléme conduisant a ¢
doit donc comporter au moins
18 données. Il n'y aura donc, dans
ce cas particulier, aucun énoncé
correct a 17 données.

Pour toute grille, un raison-

nement montre qu’un probléme

correct comporte au moins huit
données. S'il ne comporte que
sept données ou moins et doit
conduire a une grille G fixée, ces
données ne mentionnent pas
deux chiffres, par exemple le 8
et le 9, et donc les sept données
ne peuvent pas distinguer la
grille compléte visée G et la
méme grille G’ oli I'on a inter-
verti les 8 et les 9. Les sept
données ne constituent donc
pas un probleme correct.

De tels raisonnements
mathématiques ne permettent
pas aujourd’hui d'aller plus loin:
on ne sait méme pas prouver
sans machine que huit données
ne suffisent jamais a composer
un probléme correct.

b c
1 512 1 |16|8) 4 30512 |7 112|314 |5|6)7[8|9
7|8 4 | 5|26 813 |9(1 4 |5(67 (8|9 11]|2]3
6 9|13 (7)1 216 |8|4 718|911 [(2|314|5]6
9 4 69|38 1§72 (5|2 2 |1 3|4)5|6|718|]9]|1
5 1 8|2 (|4]5 711]13]|9 5|/6|718|9|1)2]|3]|4
7’ 5172 ]1}3 918|4|6 819|132 |3|4]5|6]|7
6 2 718|61]2 419(1]5 314|516 |7|819]|1]|2
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des 17 données du sudoku.

Les démonstrations de théo-
rémes dépendant de calculs
informatiques ont souvent été
jugées insatisfaisantes, car
d’une part, aucun humain seul
ne peut les contrdler, d’autre
part, les programmes et leurs
calculs sont susceptibles d'er-
reurs de toutes sortes. Pour
limiter ce risque d’erreurs, on a
développé une méthode de
«preuve formelle> par ordina-
teur, qui diminue considérable-
ment ce risque et qui permet
méme une meilleure garantie

strations par ordinateur

e recours a |'ordinateur pour démontrer des résultats

mathématiques est de plus en plus fréquent. Souvent,

l'ordinateur n’intervient qu’associé a des résultats purement
mathématiques démontrés a la main et qui posent les bases des
algorithmes confiés a la machine. C'est le cas pour le théoréme

tants de preuves », des logiciels
spécialisés que les mathémati-
ciens utilisent pour écrire pas a
pas toutes les étapes d’une
démonstration, sans en oublier
aucune (oubli qui est possible
quand la preuve est menée par
un humain en utilisant de
nombreux raccourcis).

La preuve compléte mise au
point est vérifiée par une procé-
dure indépendante et tres poin-

f' ‘\fﬁ b iy
[ o
-~ 3

1%

tilleuse; éventuellement, cette
vérification est confiée a
plusieurs autres logiciels de
contréle. Les logiciels de
contréle peuvent eux-mémes
avoir été soumis a des controles
trés stricts « prouvant > leur
bon fonctionnement. On
parvient ainsi a une certitude
quasi parfaite qu’une preuve est
correcte.

Parmi les théoremes soumis a
cette vérification par la méthode
des assistants de preuves, deux
ont retenu particulierement I'at-
tention. L'un est le théoréme des
quatre couleurs, qui indique que
«toute carte peut étre coloriée
avec quatre couleurs sans que
deux pays voisins soient colorés
de laméme facon» (a); il a été
démontré en 1976 et vérifié
formellement en 2005 par une

sphéres (b), démontré en 1998
et formellement vérifié par
T. Hales et son équipe en 2014.
Malheureusement, dans le
cas du résultat de Gary
McGuire sur le sudoku, la
méthode des assistants de
preuve ne pourra sans doute
pas s'appliquer avant long-
temps: le calcul effectué est
énorme et, a moins d'avancées
mathématiques nouvelles, une
preuve formelle ne pourra que

de justesse que les preuves
humaines dans certains cas.
(voir cette rubrique de juin 2011,
Du réve a la réalité des preuves).
On met en ceuvre des « assis- a

équipe de I'Inria.

L'autre est le théoreme de
Thomas Hales qui résout la
conjecture de Kepler sur 'empi-
lement le plus dense des

refaire le calcul dans un cadre
plus rigoureux pour éviter les
erreurs, ce qui demande encore
plus de calculs, chose impos-
sible a envisager aujourd’hui.

Laméthode de résolution se décompose
en trois étapes: (A) énumérer toutes les
grilles complétes de sudoku; (B] pour cha-
cune, considérer toutes les fagons d’'en
extraire 16 données; et (C) pour chaque jeu
de 16 données ainsi extrait, faire fonction-
nerune méthode de résolution de maniére
atrouveraumoins deuxsolutions différentes.

Sitoutes les grilles complétes passent
cetest, alorsonauradémontré que 16 don-
nées ne sontjamais suffisantesetque 17
est donclabonne réponse. Le faire bruta-
lementcomme je viens de le décrire deman-
derait des siécles de calcul.

Trois remarques économisent du temps
de calcul et, bien employées, donnentune
durée de calcul raisonnable.

Point (A) : limiter'énumération des grilles
complétes qu’on fait dérouler.
Point (B]: trouver des méthodes évitant

78 | Logique & calcul

d’énumérer tous les sous-ensembles de
16 élémentsd'unensemble de 81 éléments,
carilyenatrop!

Point (C) : disposer d'un algorithme de test
le plus efficace possible pour testersiune
grille partielle est un probléme correct.

Remarquons qu’on aurait pu procéder
autrement: (A’) énumérertoutes les grilles
partielles possibles de 16 données, puis
(B’) montrer que chacune a plusieurs solu-
tions. Toutefois, lathéorie des « ensembles
inévitables », qui permet de réduire consi-
dérablement les calculs de (B) (expliquée
plusloin], rend laméthode en trois étapes
(A-B-C] plus efficace que la méthode en
deux étapes (A-B’).

Le nombre de grilles complétes diffé-
rentes semble avoir été connu par Mark
Braderdés 2003, mais c’esten 2006 qu’un
document de Bertram Felgenhauer et Fra-
zer Jarvis'ajustifié. Ce nombre est énorme
etégal39!x213x3%% 27704267971 =
6670903752021072936960 =
6,6...x 10°%.

Cest, enordre de grandeur, lamémoire
cumulée numérique de tous les dispositifs
informatiques (téléphones compris), et ces
dispositifs operent tous ensemble environ
10%%instructions par seconde. Ces chiffres
sontimprécis, en particulier parce qu'on ne
peut pas savoir quelles machines ont cessé
de fonctionner, mais a un facteur 10 prés,
ils indiquent ou nous en sommes.

Traiterune grille de sudoku pour savoir
si elle posséde des sous-grilles correctes
a 16 données est un gros travail. Procéder
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naivement, méme en mettant tous les dis-
positifs de calcul terrestres a la tache,
n‘aurait méme pas permis de résoudre le
probléme. Réduire le nombre de grilles a
étudier est le premier point ol les mathé-
matiques ont aidé 'équipe de G. McGuire.
Si, dans une grille compléte de sudo-
ku,onchangetousles 1en9ettousles9
en 1, on obtientune autre grille compléte
de sudoku. Sila premiére admet des pro-
blémes corrects a 16 données, c’est aussi
le casdelaseconde: partantd’'un probleme
correct pour la premiére, on changeles 1
en9etles9en 1, etonobtient un pro-
bléme correct pour la seconde. Il suffit
donc d’étudier 'une des deux. L’échange
des 1 et des 9 n’est pas la seule trans-
formation qui conduit a trouver des grilles
équivalentes. En fait, toute permutation
des neuf chiffres 1, 2,..., 9 permet, a par-
tir d’'une grille compléte, d’en construire
une autre équivalente pournotre probléme.
Pour chaque grille, ce procédé donne
91=9x8x7?xbx5x4x3x2=
362880 grilles équivalentes. Voila déjaune
belle réduction du calcul a entreprendre.
Cependant, la permutation des chiffres
n'est pas la seule fagon d’obtenir des grilles
équivalentes. Voici la liste de quelques
autres opérations qui, appliquées a une
grille compleéte, donnent des grilles équi-
valentes.
— Choisir deux bandes horizontales et les
échanger. Une bande horizontale est une
série de trois carrés 3 x 3 placés lesuns a
cotés des autres (il y en a trois: une en
haut, une au milieu, une en bas).
— Echanger deux bandes verticales. Une
bande verticale est une série de trois car-
rés 3 x 3 placés les uns au-dessus des
autres (il y enatrois: une a droite, une au
centre, une a gauche).
— Echanger deux colonnes d'une méme
bande verticale.
—Echanger deux lignes d’une méme bande
horizontale.
— Transposer la grille (la ligne 1 devient la
colonne 1,laligne 2 devient la colonne 2, etc.).
Finalement, une grille est équivalente
auntres grand nombre d'autres. Les grilles
se regroupent en classes et il suffit de
traiter une grille de chacune des classes.
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DEUX « ENSEMBLES INEVITABLES » sont
indiqués (en bleu et en orange) dans cette
grille. Chacun nécessite une donnée au moins
pour que la solution au sudoku soit unique.

L'utilisation d’outils de la théorie des
groupes, dont le lemme de Burnside (voir
Le miraculeux «lemme de Burnside » dans
la rubrique de décembre 2006), a permis
de connaitre le nombre exact de grilles
complétes non équivalentes: il y en a
5472730538 ~5,5x10°.

Glenn Fowler, chercheur aux Labora-
toires AT&T, a constitué un catalogue com-
pletdes grilles en neretenant qu'une seule
grille par classe d'équivalence. Un algorithme
de compression spécialement congu pour
les grilles de sudoku a permis de stocker
tout le catalogue de G. Fowler sur six giga-
octets, ce quiestassez remarquable puisque
cet algorithme permet de n'utiliser qu’un
octet (8 bits) environ par grille.

Silons’'yprend sansfinesse, pour chacune
des grilles retenues, il faut envisager toutes
les fagons d’extraire 16 données. Orily a
33594090947 249085 = 3,4 x 10'® fa-
cons de choisir 16 cases parmi 81. Cela
conduiraita résoudre un grand nombre de
problémes de sudoku pour découvrir a
chaque fois qu’ilya deux solutions ou plus.
Ce nombre serait énorme, car égal a:
5472730538%x33594090947 249085
=183851407423359414572057 730
~ 1,8x 10%.

Nous savons que ce nombre est bien
au-dela de ce qui est envisageable, méme
en utilisant toute la puissance de calcul
disponible surlaplanéte. Les mathématiques
a nouveau ont d proposer une idée inté-
ressante quis’applique a d'autres problémes,
la«méthode des ensembles inévitables ».
Expliquons cette idée sur 'exemple de la
grille compléte G ci-contre.

Pour construire un probléme correct
ayant pour solution cette grille G, il faut
que 'une des données du probléme soit
l'une des quatre cases en bleu, en haut
de la grille. En effet, il existe une autre
grille compléte G’trés proche de G obtenue
en échangeantseulement, dansles quatre
casesenbleu,les9etles5.Silesdonnées
delagrille partielle n'indiquent rien concer-
nant ces quatre cases, il seraimpossible
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L'histoire de la conjecture

Cependant, c'est seule-
ment en 2009, voyant que
la solution du probleme
était peut-étre atteignable,
que G. McGuire et ses
collégues ont entrepris des
travaux systématiques. En
effet, Gordon Royle avait a
cette époque réuni une
collection importante de
problémes corrects diffé-
rents a 17 données. ||
recherchait en méme
temps, mais en vain, un
probléme ne demandant
que 16 données. Cette
situation rendait plausible
la conjecture que
16 données ne suffisent
jamais. Une étonnante
grille ayant 29 sous-grilles
correctes a 17 données
attira |'attention
(ci-dessous). On ne connait
aujourd’hui encore aucune
grille compléte ayant
30 sous-grilles correctes a
17 données. Encouragé par
ce grand nombre de sous-
grilles correctes a

Rendez-vous

’étude du probléme du sudoku minimal par Gary

McGuire et son équipe a commencé en 2005, par

la mise au point d’un premier programme
recherchant, pour une grille compléte fixée, toutes les
sous-grilles partielles correctes.

17 données, on espéra un
moment en extraire une
sous-grille correcte a

16 données. En vain, ce qui
fut considéré comme un
indice de plus en faveur de
la conjecture.

Avant den arriver au
résultat que 16 données sont
insuffisantes, un calcul mené
par une équipe de I'Univer-
sité de Graz en Autriche
montra, en 2008, que 11 ne
suffisent pas. Le calcul entre-
pris par cette équipe pour
montrer que 12 ne suffisent
pas fut abandonné sans
aboutir. On était donc loin
du but. Rappelons toutefois
que le raisonnement mathé-
matique pur ne réussit pas
mieux que 7 (voir I'encadré
page 77); la démonstration
par ordinateur était donc
déja en avance.

En 2008, une jeune fille
de 17 ans proposa une
preuve mathématique que
16 données sont insuffi-
santes, mais on découvrit

6 (3|9)2(4|1)7]|8]|5
2 (8|47 (|6|5F81]9]3
511|719 |8[3]6(|2]4
112 (38|57 ]9|4]|6
719|614 (|(3[2)18[5]1
4 5|86 |1|9}]2]|3|°?
3 (4|21 (7?|8F5]|6]|89
8 (6 |1)5(9|4F3]|7]|2
9 (7 |5)3(2|6f4]|1]8

rapidement une erreur
dans son raisonnement,
que personne n’a su
corriger.

En 2010, une équipe de
I'Université Chiao Tung a
Taiwan entreprit de s'atta-
quer au probleme des
16 données en utilisant une
méthode de calcul distri-
bué. Elle évalua alors
qu’avec les outils dont elle
disposait, le probleme serait
résolu en menant un calcul
de 2400 années-proces-
seurs, par exemple, en
faisant calculer 2400 ordi-
nateurs de table chacun
pendant un an. Le calcul a
abouti en septembre 2013
(apres celui de G. McGuire).
Clest la seule vérification a
ce jour du théoréme des
16 données.

Le calcul de G. McGuire
et de son équipe se déroula
sur toute I'année 2011,
opérant |'équivalent de
800 années-processeurs de
calculs. Pour chaque grille
de sudoku complete, le
temps de traitement a été
enregistré. Il a fallu en
moyenne 3,6 secondes par
grille. Larticle rendant
compte du résultat a été
publié en 2014.

=1

LE MATHEMATICIEN GARY MCGUIRE
(ci-dessus] et un sudoku ayant 29 sous-
grilles correctes a 17 données (ci-contre).
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de savoirsilasolutionest GouG’, et donc
le probléeme sera incorrect. |l en va de
méme avec les sixcases en orangé: per-
muter les deux rectangles de trois données
(7,2,1) et (1,7, 2) donne une grille G”
qui n’est exclue que si I'on spécifie au
moins une des six cases.

Detelsensembles se dénomment des
ensembles inévitables. Si, pour une grille
compléte G, on en trouve k, et qu’ils sont
disjoints, alors on est certain que toute
grille partielle conduisant a G comportera
aumoinsune donnée danschaqueensemble
inévitable etdonc encomporteraaumoinsk.
Lorsque certains ensembles inévitables
ontuneintersectioncommune, la situation,
un peu plus difficile,impose tout de méme
un nombre minimum de données a toute
grille partielle conduisant a G.

Le travail pour traiter une grille complete G
et montrer qu'il faut toujours au moins
17 données seramenealors alarecherche
etal'exploitation d’'ensembles inévitables
aussinombreux que possible. Aprés divers
essais, les chercheurs ont adopté la stra-
tégie suivante, quiaété appliquéeachacune
des 5,5 milliards de grilles complétes du
catalogue de G. Fowler.

(a) Déterminer (en mettant au point
les algorithmes nécessaires) tous les
ensemblesinévitablesdemoinsde 13 cases.
Trouver tous les ensembles inévitables
sanslimitation de taille, ce quia priorisemble
meilleur, conduit a plus de calculs au total.

(b) En déduire (toujours en mettant
soigneusement au point les algorithmes
nécessaires) toutes les sous-grilles de
16 données convenables pour cette famille
d’ensemblesinévitables, c’est-a-dire ayant
aumoinsunélémentdans chaque ensemble
inévitable. Cette partie retient considéra-
blementmoins de grilles partielles a 16 élé-
ments que les 3,4 x 10'® grilles partielles
a priori envisageables. En moyenne, une
grille compléte de sudokua 360 ensembles
inévitables de moins de 13 cases.

(c) Pourles grilles partielles retenues,
utiliser un programme de test quiindique
sioui ou non ily a une solution unique.
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Pour mettre tout cela en place et le
programmer aussi efficacement que pos-
sible, il a fallu développer quelques résul-
tats mathématiques sur les ensembles
inévitables, et surtout étre soigneux dans
la programmation des algorithmes.

Cette qualité des programmes de 'équipe
de G.McGuire apermis de gagnerla compé-
tition engagée avec une équipe chinoise
(parvenue au méme résultat, mais plus d’'un
an apres). Le calcul des Chinois n’a cepen-
dant pas été vain, puisqu’en aboutissantau
méme résultat, il appuie I'affirmation que
17 estbienle nombre minimum de données
d'une grille partielle correcte de sudoku.

La partie finale de la méthode exige
I'utilisation d'un programme pour résoudre
les sudokus, programme qui doit étre capable
d'indiquer qu'une grille partielle est incor-
recte carelle autorise plusieurs solutions.

La encore, le partage gratuit de pro-
grammes entre chercheurs a été utile.
Plutét que de développer leur propre pro-
gramme de résolution de sudokus, 'équipe
apréféré rechercherle meilleurde ceux déja
développés. Leur choix s’est porté sur un
programme open-source (donc libre d’uti-
lisation, contrélable et modifiable) dda Brian
Turner, uningénieur de Google qui développe
des logiciels de jeux pour son plaisir. Ce
programme rapide a cependant été encore
accéléré et peut tester en une seconde
50000 problemes a 16 données.

Une fois tous les éléments en place et
vérifiés, I'exploration du catalogue a la
recherche d’'une grille partielle a 16 données
a été engagée. Aprés un an de calcul, la
réponse est arrivée: il n’en existe pas!

Ce formidable travail collectif etinformatique
pour réussir a démontrer «Le théoréme
du sudoku » pose cependantun probléme::
peut-on faire confiance a ce calcul fondé
surune série de programmes délicats fonc-
tionnantuneannée entiére surdescentaines
de processeurs différents, et qui n'a été
vérifié qu’une fois depuis parune méthode
assez proche ?

Le point qui rend difficile une certitude
absolue estddalanature du calcul, quin’est
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que la recherche infructueuse d'une grille
correctea 16 données. Lorsqu’un ordinateur
trouve une solution a un probléme et que
cette solution est contrdlable parune autre
méthode plus rapide que la phase de re-
cherche (comme dans lachasse auxgrands
nombres premiers], on a peu de raisons de
douter de I'exactitude de la solution trouvée.
Le premier programme peut comporter des
erreurs ou dysfonctionnera cause d'un bug
interne ou dans le systéme d’exploitation,
il se peut aussi que le programme oublie
une partie du calcul que les programmeurs
prévoyaient, etc. Rien de tout cela n’est
grave si, a l'issue du calcul, on propose
quelque chose de rapidement et indépen-
damment contrélable par d’autres pro-
grammes; on se moquera de la phase
préliminaire éventuellement trés longue et
quin’aplus d'importance pour 'affirmation
mathématique.

Ici,lasituation est opposée:le programme
arecherché quelque chose pendant un an
etn’arien trouvé, et il faut étre certain que
rien n'a été oublié. Il faut donc étre certain
que lesidées mathématiques sontchacune
parfaitement maitrisées et mises en place,
que les programmes ont été écrits sans la
moindre erreur, qu'il n'y a pas de bug dans
le systeme d’exploitation de lamachine (qui
aurait pu faire sauter 'exécution d’une par-
tie des instructions] et qu'a chaque instant
le calcul a bien été mené comme il devait
I'étre sans étre perturbé par une panne de
disque dur ou par un rayon cosmique. Les
craintes sont compréhensibles.

Seulela poursuite du travail surle sujet,
la mise au point de nouvelles méthodes,
mathématiques ou techniques, conduisant
a d’autres confirmations (sipossible plus
rapides etavec des programmes indépen-
dants] fournira la certitude attendue. Un
assistant de preuve (voirl'encadré page 78)
ne serait guére utile, caril esta parier qu'il
seraitbeaucouptrop lent (validerles calculs
obligeiciales refaire, méme pourl'assis-
tant de preuve). L'ordinateur est utile,
mais restons conscients des erreurs pos-
sibles dansles preuves informatiques de
non-existence, qui ne doivent pas étre
considérées avec le méme il que les
preuves d’existence. [ ]
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Respirer... comme un poisson dans I'eau

Les humains et leurs ancétres ont perdu depuis longtemps la capacité de respirer
dans l'eau. Mais pourrions-nous retourner vivre un jour en milieu aquatique ?

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ

uel lien existe-t-il entre Mark

Harris dans la série L’homme

de I'Atlantide, e monstre du film

L’étrange créature du lac noir
(un des premiers films en 3D, de 1954)
etles habitants natifs de la planéte Aqua-
blue delabande dessinée éponyme ? Tous
sont des humanoides imaginaires dotés
de branchies ! Ces personnages incarnent
le fantasme de pouvoir vivre et respirer
librement dans I'eau, sorte de retour freu-
diendansleventre delamére. Mais sices
héros subaquatiques font réver, que nous
apprend la science sur les possibilités de
respirer dans 'eau ?

Dans la nature, les branchies sont
apparues plusieurs fois au cours de 'évo-
lution et prennent différentes formes. On
les retrouve chez les vertébrés (certains
«poissons », lesamphibiens a l'état larvaire)
ou les invertébrés (vers, crustacés, échi-
nodermes...). Elles dérivent de tissus divers
(parois du pharynx, replis de la trachée,
etc.] et sont surtout utilisées comme or-
ganes respiratoires en milieu aquatique
mais peuventaussiservir,comme chez la
moule, a piéger la nourriture.

Quelle que soitleurorigine, les branchies
prennent la forme de replis, de lamelles
etautres filaments tapissés de membranes
trésvascularisées. Grace aleurimportante
surface de contactavec le milieu externe,
cesformes optimisentles échanges gazeux:
le dioxygene dissous dans 'eau passe dans
le sang etle dioxyde de carbone est évacué.
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ABE SAPIEN RESPIRE SOUS L’EAU grace a
des branchies externes. Ce personnage fictif
est tiré de l'univers du comics Hellboy.
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Les branchies se comportent donc dans
I'eau un peu comme les poumons dans
I'air, a la différence notable que I'eau est
un fluide 60 fois plus visqueux et 800 fois
plus dense que I'air, avec une concentra-
tion en dioxygéne bien inférieure ! Ainsi,
pour absorber un litre de dioxygene, les
branchies doiventbrasserunvolume 12 a
20 fois plus important dans I'eau que les
poumons dans l'air.

En outre, les poumons, ces sacs qui
doivent étre dégonflés pour étre réactivés,
sontinadaptés dans I'eau. Il faudrait trop
de travail pour brasser des volumes suffi-
sants d’eau. Mais ce n'est pas vrai pour tous
les liquides.

Dans le film Abyss (James Came-
ron, 1989, Lindsey Bringman doit plonger
aplusieurs milliers de métres de profondeur.
Pource faire, elle remplit son scaphandre
d’'un fluide respiratoire qui existe vraiment:
le perfluorocarbure, un liquide capable de
dissoudre 15 fois plus de dioxygéne que
I'eau.Ce composé estactuellementalétude
pour traiter les défaillances respiratoires
aigués—on parle de ventilation liquidienne
partielle ou totale. D’ailleurs, la scéne ou
I'héroine du film teste ce fluide sur un rat
a été réalisée sans trucage — ce qui a
déclenché l'ire des associations de pro-
tection des animauxeta conduit a censu-
rer la scéne au Royaume-Uni, le rongeur
paniquant a l'idée de se noyer.

Mais plutét que de forcer notre corps
arespirerdesliquidesriches en dioxygene,
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