De nombreux travaux précliniques ont
mis en évidence que les cannabinoides pré-
sententchez]’animal une activité antalgique
dans des modeles de douleur aigué, mais
aussi de douleurs chroniques inflamma-
toires et neuropathiques. Plusieurs études
cliniques ont quant a elles montré que le
THC aurait un intérét dans le traitement
des douleurs chroniques neuropathiques.
Leffet serait limité contre la douleur, mais
significatif pour améliorer la qualité de
vie, principalement le sommeil. Ainsi, aux
Etats-Unis et dans les pays anglosaxons,
ott le THC est surtout utilisé comme stimu-
lant de I'appétit chez les patients atteints
du sida et comme antivomitif chez ceux
soumis a des chimiothérapies anticancé-
reuses, il est aussi prescrit pour soulager
les douleurs chroniques neuropathiques
chez les patients insensibles aux autres
thérapies antalgiques.

Dépourvu d’effets secondaires a faible
dose, le THC pourrait aussi, associé a des
morphiniques, renforcer I'action
de ces derniers et ainsi éviter I'es-
calade des morphiniques en cas
d’accoutumance. Son principal
intérét clinique, cependant, réside
dans la sclérose en plaques, tant
pour traiter les douleurs chroniques
que pour diminuer la spasticité
neurogene, les spasmes muscu-
laires et les dysfonctionnements
urinaires, et améliorer la qualité de vie
(sommeil et appétit). Attention néanmoins,
son utilisation intensive a I'adolescence
présente un danger de détérioration de
fonctions cognitives telles que la mémoire
de travail et la flexibilité mentale, associée
parfois a une baisse du quotient intellectuel,
selon des données récentes qui nécessitent
cependant une confirmation sur un nombre
plus important de sujets.

En 2014, I’ Agence francaise de sécurité
du médicament a autorisé la mise sur le
marché du premier médicament a base
de deux composés dérivés du cannabis,
le Sativex. Ce spray sublingual associe le
THC et le cannabidiol, une molécule qui,
sans étre psychoactive, présente des effets
anticonvulsivants et sédatifs. Le canna-
bidiol limite les effets euphorisants et le
sentiment d’ébriété du THC, réduisant
ainsi le risque d’abus et de dépendance
a ce médicament. La plupart des études
cliniques ont montré que le Sativex amé-
liore la qualité de la vie, principalement
le sommeil, et agit plus sur la douleur que
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I'effet placebo. Il est aussi efficace, chez les
patients atteints de sclérose en plaques,
contre les contractures musculaires et les
dysfonctionnements urinaires. Enfin, il
abaisse la pression intraoculaire dans le
glaucome.

Autorisée dans 23 pays, la prescription
du Sativex reste pourtant, en France, limitée
asix mois et surtout restreinte aux patients
atteints de sclérose en plaques pour les
seules douleurs de contracture. La pres-
cription est beaucoup plus large ailleurs,
comme au Canada, ot le Sativex est aussi
indiqué pour les douleurs neuropathiques
dela sclérose en plaques, ainsi que pour le
traitement analgésique d’appoint chez les
adultes atteints de cancer avancé dont la
douleur résiste aux traitements par opioides.

La question soulevée ici est celle de
la pratique médicale que nous voulons.
En l'état actuel des connaissances, si la
médecine se doit d’accorder aux patients
une attention parfaite al'égard de leur dou-
leur, elle ne peut garantir un succes
thérapeutique total contre celle-ci.
Le patient détient la vérité sur sa
douleur, et le traitement de celle-ci
s'inscrit dans la collaboration active
entre le patient et son médecin. Et
parce que la douleur est étroitement
liée a la fragilité humaine, qu’elle
soit biologique, psychologique ou
sociale, le médecin se trouve plus
quejamais dans 1'obligation morale de tout
mettre en ceuvre pour soulager son patient.
Notamment de prescrire dautres thérapies
lorsque les moyens classiques ont échoué.

L'utilisation du cannabis comme antal-
gique possible est maintenant bien docu-
mentée. En Israél, bien qu'il soit considéré
comme une drogue illégale et dangereuse,
sa culture se développe depuis 2008, car
son usage médical y est autorisé pour les
patients atteints de cancer, d’épilepsie, de
douleurs chroniques et de certaines mala-
dies neurologiques. Et dici al’été 2016, une
réforme en projet devrait y libéraliser son
usage. Qu'attendons-nous pour faire de
méme? Le cannabis et ses dérivés peuvent
apporter un réel progres pour soulager les
douleurs chroniques neuropathiques des
patients rebelles a toute autre pharmaco-
logie antalgique. Il appartient a la société
de donner aux thérapeutes cet outil avec
une véritable dimension clinique et de
dépasser le cadre tres restrictif d’autori-
sation du Sativex, par ailleurs toujours en
attente d"une commercialisation. ]

Médecine | 2 ¢
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Des stratégies miraculeuses

Un bon raisonnement, aussi efficace qu’inattendu, peut vous sauver la vie
ou vous faire sortir de prison... si vous étes soumis @ une épreuve analogue
a celle du probleme des 50 prisonniers.

Jean-Paul DELAHAYE

ertaines énigmes sont si éton-

nantes que leurs solutions

apparaissent miraculeuses.

Elles illustrent lintérét de
I'approche mathématique et logique des
probléemes, qui surmonte parfois une
apparente impossibilité absolue. Le pro-
bleme que nous allons présenter avec
quelques variantes est de cette catégorie:
avant d’en avoir la solution, vous serez
probablement persuadé que ce qui est
demandé est infaisable.

Les gardiens d’une prison promettent de
libérerleurs 50 prisonniers tous ensemble
s'ils réussissent 'épreuve suivante. Les
gardiens écriventles 50 noms des prisonniers
sur 50 cartons. lIs placent les cartons au
hasard, a raison d'un carton par boite, dans
50 boites fermées et alignées surune grande
table. Les prisonniers sont conduits les uns
apres les autres devant les boites. Sans
savoir ce qu’ont fait les prisonniers précé-
dents, chaque prisonnier doit ouvrir 25 des
50 boites et y trouver le carton avec son
nom. Les prisonniers ne peuvent déplacer
niles boites niles cartons, et doivent refer-
mer les boites ouvertes avant de sortir.
Lépreuve n'est réussie que si chaque pri-
sonnier trouve son nom. Avant que I'épreuve
commence, les prisonniers peuvent se
concerter pour convenir d'une méthode,
mais une fois 'épreuve commencée, ils n'ont
plus aucun échange.

’8 Logique & calcul

Les prisonniers pourraient procéder au
hasard. Par exemple, ils pourraient utiliser
une loterie a 50 numéros : chaque prisonnier
lancerait |a loterie autant de fois qu'il le faut,
et ouvrirait la boite indiquée par la loterie
(sans tenir compte des numéros tombés
plusieurs fois), cela jusqu'a avoir ouvert
25 boites. Chacun aurait une chance sur deux
de réussir, et puisque les tirages seraient
indépendants, la probabilité qu'ils réussissent
tous serait exactement 1/2°0=8,881 x 1071,
ce qui est vraiment trés peu!

lls peuvent faire beaucoup mieux et avoir
une probabilité de réussite collective supé-
rieure & 30 %. Comment ?

Le probléme, sous diverses formes, est
connu depuis 2003. Il a été proposé par les
chercheurs danois en informatique Peter Bro
Miltersen et Anna Gal, qui étaient persuadés
que lorsque le nombre de boites augmente
(il y a 2n prisonniers et 2n boites, chaque
prisonnier pouvant ouvrir n boites), la pro-
babilité de gagnertend vers 0. Leur collégue
Sven Skyum les convainquit de leur erreur
etleurmontra que pourtoutn, les prisonniers
disposent d'une méthode quileur garantitla
liberté dans plus de 30 % des cas.

Prenez la peine de chercher cette mé-
thode. Quelle est donc cette stratégie de
jeu qui semble réaliser un miracle ?

Notez bien qu'il n’y a aucun doute sur
I'affirmation qu'un prisonnier seul a exacte-
ment une chance sur deux de réussir a
trouver son nom. En effet, les noms sont mis
au hasard dans les boites et il en ouvre la
moitié sans avoir la moindre information sur
l'ordre des cartons dans les boites. Les

prisonniers ne pouvant pas communiquer
une fois 'épreuve commencée, il semble
qu'ils ne peuvent que jouer au hasard indé-
pendamment et, en conséquence, que rien
ne leur permet d’avoir collectivement mieux
que ce que donne la stratégie Au hasard qui
aboutit & une chance sur 2°0 de réussir.
Cependant, ce raisonnement est faux: s'ils
sontmalins, les prisonniers trouveront tous
leur nom dans plus de 30 % des cas.

Lidée est que les prisonniers doivent trou-
verun moyen de se coordonner. Il faut qu'ils
s’arrangent pour perdre souvent en méme
temps, s'ils veulent pouvoir souvent gagner
tous en méme temps. Les prisonniers ne
peuvent pas communiquer, mais ils peuvent
adopter des comportements corrélés et, par
conséquent (et clest |a que se trouve lerreur
du raisonnement qui semblait prouver qu'on
ne peut pas faire mieux que la stratégie Au
hasard), ils peuvent faire des choix liés.

Pour expliquer la solution, nous suppo-
serons que les noms des prisonniers sont
les entiers de 1 a 50, ce qui bien sir ne
change rien au probléme.

Les prisonniers opérent de la fagon sui-
vante. Quand un prisonnier se trouve devant
les boites, il ouvre celle correspondanta son
numeéro: le prisonnier numéro 1 ouvre la
boite placée au début de la ligne de boites,
le prisonnier numéro 2 ouvre la deuxieme
boite, etc. Sile prisonnier trouve son numé-
ro dans la boite qu'il ouvre, il s’arréte. S'il ne
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Probléme des 50 prisonniers: la procédure et la solution Suivre

inquante prisonniers numérotés de 1a 50 passent les uns aprés les autres

devant une grande table oli sont alignées 50 boites. Ils ne peuvent pas

communiquer et ignorent ce qu’ont fait les prisonniers passés avant eux.

Les gardiens de la prison ont déposé au hasard des cartons numérotés de 1a 50

dans les 50 boites, en mettant exactement un carton par boite. Chaque prisonnier

ouvre 25 boites de son choix et les referme sans toucher aux cartons qui s’y trouvent.

L'ensemble des prisonniers gagne et ils sont libérés si chacun d’eux a ouvert

la boite contenant son numéro.

En jouant au hasard, les prisonniers réus-
siront dans 1 cas sur 2°° (car chacun aura
dans ce cas une chance sur deux de trouver
son numéro). lIs peuvent faire beaucoup
mieux et gagner dans plus de 30 % des cas.
Comment ?

En appliquant la stratégie Suivre (illustra-
tion ci-dessous), les 2n prisonniers gagnent si
la permutation définie par la distribution des
cartons dans les boites ne contient pas un
cycle de taille supérieure a n. Le raisonne-
ment mathématique montre que cela se
produit pour une proportion de permuta-
tions égale a1-1/(n+1)-1/(n+2) - ...-1/(2n).

Avec 4 prisonniers, on a 4! = 24 permuta-

tions possibles. Les répartitions de cycles sont:

A. Quatre cycles de taille 1

1 permutation: [151,2—2,3—3,4—-4].

B. Un cycle de taille 2 et deux de taille 1

6 permutations:
[152,251,353,4-54]
[153,252,3>1,4-54]
[154,252,3>3,4>1]
[151,253,3>2,4>4]
[151,2>4,353,4>2]
[1>1,2>2,3>4,4->3].

C. Deux cycles de taille 2

3 permutations:

[152,251,354,4>3]
[153,254,3>1,4>2]
[1>4,253,3>2,4>1].
D. Un cycle de taille 3 et un cycle de taille 1
8 permutations:

[151,253,354,4->2]

[1>1,254,352,4>3]

[153,252,3>4,4>1]

[154,252,3>1,4>3]

[152,254,353,4>1]

[154,251,353,4>52]

[152,253,3>1,4>4]

[153,251,3>2,4>4].

E. Un cycle de taille 4
6 permutations :

[152,253,3>4,4>1]

[152,254,351,4>3]

[153,254,352,4>1]

[153,251,3>4,4>52]

[1>4,253,3>1,4>2]

[1>4,2>1,3>2,4>3].

On a bien 24 permutations. Le nombre
de permutations permettant de gagner est
10=1+6+3(cas A, B et C). La probabilité
de gagner est bien de 10/24 =1-1/3 - 1/4.

2. Il lit le numéro contenu
dans cette boite.

1. Le prisonnier ouvre la boite
portant le méme numéro que lui.

3. Il ouvre la boite corres-
pondant au numeéro pioche...

4, ... en espérant trouver
enfin son numeéro.

Je ne suis
PAS un
noméro //

<« suiyre.»,
Numero 4.

Logique & calcul | 79
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Une inégalité démontrée par un dessin

Cette inégalité est équivalente a:
1/(n+1)+1/(n+2)+...+1/(2n) <In(2).
Donnons une preuve graphique de ce

Yy

our prouver que, en adoptant la stratégie Suivre, les prisonniers ont une

probabilité de gagner supérieure a 1 - In(2) = 0,306852..., on utilise le fait

que, pour tout entier n supérieur ou égal a1,on a:
1-[/(n+1)+1/(n+2) + ... +1/(2n)] > 1 - In(2).

résultat pour n =3, clairement générali-
sable a tout entier n > 2. Le logarithme
népérien de t, noté In(t), est défini pour

Y y=1/x

In(6)-In(3)
1/2

1/3 44 5 4

0 1 2 3 4 5 6 X

In(2) =In(2n) =In(n)> 1/(n + 1) + 1/(n + 2) + ... + 1/(2n)

tout t positif comme I'aire comprise entre
I'axe des x et I'nyperbole d’équation y =1/x,
entre I'abscisse 1 et I'abscisse t. Cela
permet de visualiser In(6) et In(3), puis, par
soustraction, In(6) - In(3) = In(2). Les petits
rectangles en jaune ont une aire qui vaut
1/4 +1/5 + 1/6. Puisque I'aire en jaune est
contenue dans |'aire en bleu, on a:

1/4 +1/5 +1/6 < In(6) - In(3) = In(2).

y
y=1/x
. . Va+ 1/5+1_/6‘<In[6]—ln[3]

=In(2)

Fl/“ 5 4

0 1 2 3 4 5 6 X

le trouve pas, il ouvre la boite correspondant
au numéro trouvé dans la boite qu'il vient
d’ouvrir. S'il trouve son numéro dans cette
seconde boite, il sarréte. Sinon, il continue
de la méme fagon: il va ouvrir la boite cor-
respondant au numéro qu'il vient de trouver
dans la derniére boite ouverte, et continue
jusqu’a avoir ouvert 25 boites. Cette straté-
gie est la stratégie Suivre.

Pourquoila stratégie Suivre fonctionne-
t-elle ? Lexplication se résume ainsi: en
adoptant la stratégie Suivre, un prisonnier
trouvera son numéro, sauf sile cycle auquel
appartient son numéro dans la décompo-
sition en cycles de la permutation des boites
définie parles cartons qu’elles contiennent
est de longueur (on dit aussi: ordre) supé-
rieure 3 25. Et les prisonniers qui adoptent
tous la stratégie Suivre gagneront si la
décomposition en cycles de la permutation
ne comporte pas de cycle de longueur supé-
rieure a 25, ce qui se produit dans plus de
30% des cas.

Avant de justifier cette probabilité, exa-
minons les permutations, cycles et décom-
position en cycles. Une permutation de
lensemble {1, 2, ..., p} (p étant un entier
positif] est une application bijective f (ou dite

80 Logique & calcul

aussi biunivoque ou «unaun») defensemble
vers lui-méme. Cette application f vérifie deux
propriétés: sia # b, alors f(a) # f(b] (pro-
priété A]; pour tout ¢ entre 1 et p, il existe
un unique a tel que f(a) =c (propriété B).
Les cartons portant les numéros mis
dans les boites définissent une telle per-
mutation, car il y en a exactement un par
boite. Si I'on a par exemple 6 prisonniers
(n=3) et que les cartons sont mis dans
l'ordre 2-4-5-1-3-6, 'application bijective f
est celle qui a 1 associe 2, a 2 associe 4,
a 3 associe 5,3 4 associe 1, 3 5 associe 3,
etabassocie6:f(1)=2,f/(2)=4,f(3) =5,
fl4)=1,f(5)=3,1(6) =6.

Observons le prisonnier 1 qui applique la
stratégie Suivre :il ouvre la boite 1 ety trouve
le carton 2;il ouvre donc la boite 2 ouil trouve
le carton 4;il ouvre donc laboite 4 ou il trouve
le carton 1. Il s’arréte, il a réussi. Le prison-
nier 2, lui, tombe sur 4, puis 1, puis 2. I
réussit aussi. On vérifie que tous les prison-
niers réussissent, car la stratégie Suivre les
envoiedanslecycle1 -2—4—1—2—4

pour les prisonniers 1, 2 et 4, dans le cycle
3—5—3—5pourles prisonniers 3 et 5,
etdans le cycle 6 — 6 pour le prisonnier 6.

La permutation considérée ici se décom-
pose en trois cycles de longueurs respec-
tives 3, 2 et 1. Ce type de décompositions
encycles est général: toute permutation d'un
ensemble fini dans lui-méme se décompose
en un nombre fini de cycles.

Pour le démontrer, c’est assez simple.
En partant de x et en suivant les entiers
successifs f(x), f[f(x)), Af(f(x]]), ..., on finit
par retomber sur un entier y déja obtenu,
cariln’yaqu’un nombre fini d'entiers consi-
dérés par la permutation. Considérons le
premier entier y déja obtenu sur lequel on
retombe. Cest nécessairementx, car si c’était
un autre entier, celui-ci serait obtenu de deux
facons différentes (par l'entier quia donnéy
la premiére fois, et par celui quiy amene la
deuxieme fois), ce qui estimpossible puisque f
étant bijective, tout élément n’a qu’un seul
antécédent (propriété B). Tout entier x appar-
tient donc a un cycle. La permutation se
décompose ainsi en plusieurs cycles, qui
sont bien sdr disjoints, et qui sont tels que
la somme de leur taille (le nombre de leurs
éléments) est p.

Pour la Science - n° 465 - Juillet 2016



Dans notre histoire des 50 prisonniers,
sitous utilisent la stratégie Suivre, alors ils
gagnent quand il N’y a aucun cycle de lon-
gueur supérieure a 25. S'il existe un cycle
de longueur 50, ils perdent tous. Dans les
autres cas, par exemple sion a un cycle de
longueur 30 et d’autres cycles (nécessai-
rement de longueurinférieure 320 =50-30],
ilyauraautant de prisonniers perdants que
d’éléments du plus grand cycle, et les pri-
sonniers perdront collectivement (voir
I'encadré page 79, qui détaille le cas de
4 prisonniers].Le probleme se raméne donc
a calculer combien de permutations de
I'ensemble a 50 éléments ont un cycle de
longueur supérieure a 25.

Nous allons montrer que la probabilité qu’une
permutation des entiers {1, 2, 3, .., 2n} ne
contienne pas de cycle de longueur supérieure
anestsupérieure a1 —In(2) (ouIn désigne
le logarithme népérien), soit 0,306852... Cela
montrera que la probabilité que les prisonniers
gagnent est supérieure a 30 %.

Soitk un entier tel que n <k < 2n. Eva-
luons le nombre de permutations ayant un
cycle d'ordre k parmiles (2n)! permutations
possibles de l'ensemble{1, 2, 3, .., 2n}.lly
a C(2n, k)=(2n)Y/((2n—k)!k!) fagons de
chaisir les entiers du cycle. Le nombre C(2n, k)
estle nombre de combinaisons de k éléments
pris parmi 2n. llya (k—1)! facons d'ordonner
les k entiers choisis en un cycle, et il y a
(2n—k)!facons de classer les autres entiers
pour déterminer la permutation. Le nombre
total de permutations de{ 1, 2, 3, ..., 2n }ayant
un cycle d'ordre k supérieur a n est donc:
[(2n)V((2n—K)'Kk!)] x (k—1)!x[2n—K]! =
(2n)Vk. Il Sensuit que la probabilité de tom-
ber sur une permutation ayant un cycle
d'ordre k est 1/k.

Par conséquent, la probabilité qu’il n'y
ait aucun cycle d'ordre k supérieur a n est
1-[1/(n+1)+1/(n+2)+..+1/2n] =
1—H(2n)+H(n),0uH(i)=1+1/2 +...+ 1/i.
On saitque H(i] vaut a peu de chose prés In(i).
La probabilité recherchée vaut donc approxi-
mativement 1 —In(2n])+In(n)=1-In(2])=
0,306852...
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a magnifique démonstration qui suit est due a Eugene Curtin et Max Warshauer.

Elle prouve qu'il est impossible de faire mieux que la stratégie Suivre. Nous

considérons une variante du jeu ou les prisonniers

procédent comme pour le jeu initial, mais sarrétent

d’ouvrir des boites quand ils ont trouvé leur numéro

(cela ne les désavantage pas), et, surtout, ne referment

pas les boites ouvertes.

Le prisonnier p bénéficie donc des infor-
mations données par les boites ouvertes
par les prisonniers 1,2, ..., p - 1. Cette
variante rend le jeu plus facile, et donc la
meilleure stratégie de jeu pour cette
variante conduira a une probabilité de
gagner supérieure ou égale a celle de la
meilleure fagon de jouer pour le jeu initial.

Jouer a cette variante équivaut a ne
considérer qu’un prisonnier qui ouvre les
2n boites dans un certain ordre et qui s'ar-
réte une premiere fois au bout de a, boites
quand il a trouvé la boite contenant le
carton 1, puis une seconde fois apres avoir
ouvert a, boftes quand il a trouvé le
carton 2, etc. Le prisonnier a gagné si aucun
des nombres a, n'est supérieur a n.

Comme les contenus des boites ont été
choisis au hasard par les gardiens, 'ordre
d'ouverture qu'utilise le prisonnier de la
variante est sans importance: toutes les
fagons d'ouvrir les boites donnent la
méme probabilité générale de gagner. On
peut donc supposer que le prisonnier de la
variante ouvre simplement les boftes dans
I'ordre oU elles se présentent sur la table.
Calculer sa probabilité de gagner sous
cette hypothése donnera la probabilité la
meilleure de gagner pour la variante.

Prenons le cas n=3, 2n=6. Les boites
contiennent les cartons 6-1-2-4-3-5, dans
cet ordre. Le prisonnier ouvre d'abord les
boites contenant le 6 et le 1 (il cherche le 1).
Donc a,=2. Puis la boite contenant le 2
(il cherche le 2): a,=1. Puis les boites conte-
nant le 4 et le 3 (il cherche le 3): az=2.

Pour le 4, il n'ouvre aucune nouvelle boite,
puisque le carton 4 est déja trouvé: a,=0.

Il ouvre ensuite les boites contenant le 5

(il cherche le 5): a;=1. Pour le 6, il n'ouvre
aucune boite nouvelle: a,=0. Le prisonnier
gagne, car a aucun moment il n'a eu plus de

3 boites a ouvrir

pour trouver le

carton suivant

(chaque a ;est

inférieur a 3).

Nous noterons
[6,11[2][4,3][5] cette
séquence d'ouverture des
boites. Une séquence de jeu perdante
serait par exemple [1][3,4,5,2][6]:

la deuxieéme recherche oblige le joueur
aouvrir 4 boites.

La notation adoptée pour représenter

les séquences possibles pourrait &tre util

sée pour représenter la décomposition en

cycles d’'une permutation. La séquence
[6,11[2][4,3][5] représenterait ainsi la

permutation qui envoie 1 sur 6 et 6 sur 1,

envoie 2 sur 2, envoie 4 sur 3 et 3 sur 4,
et envoie 5 sur 5 (cette notation est

la «forme canonique » de la permutatio
voir https:/frwikipedia.org/wiki/
Permutation).

A chaque séquence de jeu de la
variante correspond exactement une
permutation en forme canonique et réci
proquement. Il y a donc exactement
autant de séquences de jeux gagnantes
que de permutations dépourvues de
cycles d'ordre strictement supérieur an,
c'est-a-dire 1 - H(2n) + H(n), ol H(i) =

n,

14+1/2+ ...+1/i (voir le calcul effectué dans le

texte ci contre). La meilleure fagon de jou
a la variante du jeu, plus facile que le jeu
initial, gagne donc avec une probabilité
égale a celle de gagner pour les prison-

er

niers du jeu initial appliquant la stratégie
Suivre. La meilleure fagon de jouer au jeu

initial ne peut donc pas dépasser ce
nombre. La stratégie Suivre obtient ainsi
une probabilité de succes impossible a
améliorer.
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Les deux énigmes de Roland Yéléhada

Probléme 1. Il y a six prisonniers, et
chacun peut ouvrir 2 boites. IIs sont libérés
si trois au moins trouvent leur numéro.

Probléme 2. Il y a six prisonniers, et
chacun peut ouvrir 2 boites. lIs sont libérés
si deux au moins trouvent leur numéro.

Commengons par le probleme 2, qui est
facile. Si les prisonniers utilisent la stratégie
Au hasard (chaque prisonnier ouvre au
hasard 2 boites différentes), ils perdront si
aucun des 6 prisonniers ne trouve son
numéro, (4/6)%, ou si 5 ne le trouvent pas
6x(2/6) x (4/6)5, ce qui fait au total une
probabilité de perdre égale a 3511 %. S'ils
utilisent la stratégie Suivre, 'examen des
720 permutations (C'est fastidieux, mais ony
arrive) montre qu'il y a 304 mauvais cas sur

oici deux petits problémes ressemblant au probléme des 50 prisonniers. lls

présentent la propriété suivante, qui en fait I'intérét: la meilleure stratégie pour

les prisonniers n'est ni la stratégie Au hasard ni la stratégie Suivre. La question
posée est a chaque fois: quelle est la meilleure stratégie pour les prisonniers?

les 720. Les prisonniers ont donc 42 % de
chance d'échouer. C'est pire que jouer au
hasard, ce qui montre que Suivre n'est pas
toujours intéressante. Pourtant, ils peuvent
gagner dans 100 % des cas: chacun ouvre la
boite 1 et la boite 2. Nécessairement, le
prisonnier 1 trouve son numéro, et de méme
pour le prisonnier 2. C'était un piege!

Le probléeme 1 est plus difficile. La straté-
gie Au hasard (chaque prisonnier ouvre au
hasard 2 boites différentes) fait perdre si 4,
5 ou 6 prisonniers ne trouvent pas leur
numéro. Le calcul donne une probabilité de
(2/3)6 + 6(1/3)(2/3)5 +15(1/3)2(2/3)* =
68,03 % d'échouer. J'ai vérifié ce résultat en
faisant un programme. La stratégie Suivre
donne un bon nombre de cas défavorables.

Avec un peu de patience ou un programme,
on trouve qu'il y en a 484 sur les 720

et donc que la probabilité d’échouer est
484/720 = 67,22 %. Notons que la stratégie
Chacun ouvre les boites 1 et 2 donne 100 %
de chance d'échouer. La ruse précédente
ne marche plus!

Une étude de nombreuses stratégies
(a la main ou en utilisant des programmes)
conduit a découvrir plusieurs stratégies qui
limitent la probabilité d’échec a 66,66 %
(cest-a-dire 2/3). Voici I'une d'elles, meil-
leure donc que les stratégies Au hasard
et Suivre: « Le prisonnier 1 ouvre les boites 1
et 2, le prisonnier 2 ouvre 2 et 4, le prison-
nier 3 ouvre 3 et 6, le prisonnier 4 ouvre 1
et 2, le prisonnier 5 ouvre 2 et 4, le prison-
nier 6 ouvre 3 et 6.»

Quel est le secret de cette coordination
étrange qui fait mieux que le hasard et
Suivre? Peut-on faire encore mieux? On
I'ignore encore aujourd’hui. Un lecteur
pourra-t-il répondre?

Lexamen détaillé des inégalités montre
que 1—-1In(2) est une valeur par défaut de
la probabilité cherchée, et donc que celle-
ciest supérieure a 0,306852... (voir I'enca-
dré page 80).

Ainsi, les prisonniers ont une probabi-
lité de réussir supérieure a 30,6852 %. Dans
notre probléme, on peut calculer directement
cette probabilité (donc sans avoir a s'occu-
per d’approximation). Elle vaut:
1-(1/26+1/27 +..+1/50) =0,31675283...

Lidée qui explique le miracle est, répé-
tons-le, que lorsque la permutation choisie
a un cycle plus long que n, les prisonniers
dont le numéro appartient a ce cycle se
trompent tous. Le fait pour les prisonniers
de perdre ensemble en grand nombre est
I'exactinverse d'un choix au hasard quirend
indépendants les échecs des prisonniers.
En concentrant les cas ou ils perdent, ils
concentrent les cas ou ils gagnent, car cha-
cun gagne exactement une fois sur deux (il
ne peut individuellement ni faire mieux ni
faire moins bien). Au mieux, cette concen-
tration des cas gagnants pourrait donner
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une probabilité de réussite de 50 % (s'il n'y
avait que des cas ou tous sont perdants ou
tous sont gagnants). Le 50 % estimpossible,
car on a démontré que la stratégie Suivre
est la meilleure fagon de jouer (voir I'enca-
dré page 81):ilfaut se contenter de 31,67 %.

Indiquons quelques résultats complémen-
taires sur ce jeu. On pourrait considérer que
30%estun peu faible. Il serait plus sympa-
thique de permettre aux prisonniers de
gagner dans un cas sur deux. Pour cela, il
faut que chacun puisse ouvrir un peu plus
de 50 % des boites. Quelle proportion ? Un
petit calcul montre que la proportion don-
nant 50 % est 1/V e=0,606530... quand
n tend vers linfini. Dans le cas de 50 pri-
sonniers, si 'on autorise chacun a ouvrir
30 boites, ils gagneront (en utilisant la
stratégie Suivre) dans 49,57 % des cas. Si
chacun peut ouvrir 31 boites, ils gagneront
dans 52,80 % des cas.

Lintérét de cette énigme tient aussi a
ce quelle a permis d'en imaginer quelques
autres. Bien entendu, la connaissance de la
solution de la premiére énigme seraun avan-
tage pour résoudre les autres. En voici une
dont 'énoncé se présente assez différem-
ment. Elle m’a été proposée par Elie Cattan.

Onn'aque deux prisonniers. Les 50 boites
contiennent des numéros de 13 50. Comme
dans le probléme précédent, les deux prison-
niers peuvent convenir d’une stratégie avant
I'épreuve, mais ne peuvent communiquer
une fois celle-ci commencée. Le premier
prisonnier entre dans la piece, regarde le
contenu de toutes les boites et, S'il le désire,
inverse le contenu de deux boites, et seule-
ment deux. |l sort. Le second prisonnier entre
alors dans la piece, les gardiens de la prison
luiassignentun numérotiré au hasard entre 1
et 50, et il doit trouver ce numéro en ouvrant
au maximum 25 boites. S'il trouve le numé-
ro qui lui a été donné, les deux prisonniers
sont libérés, sinon ils restent en prison.

Encore unefois, le probleme défie lenten-
dement, car on a du mal a comprendre la
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stratégie que pourrait adopter le premier pri-
sonnier sans avoir connaissance du numéro
qui va étre attribué au second. Pourtant, s'ils
sont malins, les deux prisonniers sont sdrs
(2100 %) d'étre sauvés. Voici comment faire.

Le premier prisonnier, qui a une connais-
sance compléte de la permutation f définie
parla disposition des cartons dans les boites,
examine ses cycles. Sitous ont 25 éléments
oumoins, il ne fait rien. Si'un des cycles est
d’ordre 26 ou plus (il ne peut en exister qu'un
seul), il va le casser.

Pourcefaire, il prend un élément du cycle,
par exemple 1, et suit les cartons comme
quand on applique la stratégie Suivre. Il va
donc 2 la boite 1, puis 2 la boite f( 1), puis a
la boite f(f(1)), etc. ll repére la 258 boite du
cycle, puis continue jusqu’a trouver le carton 1
danslaboitek (k > 25). Il échange les cartons
de la 25° boite ouverte et de la boite ouverte
la k-iéme fois. En faisant cela, le cycle auquel
appartient 1 a maintenant pour longueur 25
(carla 25¢ boite raméne en 1). La permuta-
tion obtenue apres 'échange des cartons n'a
donc aucun cycle de taille supérieure a 25.
Le prisonnier 2, en appliquant la stratégie
Suivre a partir de la boite k, sera ainsi certain
de trouver le carton k qu'on lui aura deman-
dé, et ce quel que soit k.

La variante suivante se présente trés sim-
plement et n’implique que trés peu de per-
sonnages. Inspirée du probléme du Monty
Hall, elle a été proposée par Adam Landsberg,
du Scripps College, aux Etats-Unis, et Eric
Grunwald, de Londres.

Unjeutélévisé est organisé. Trois rideaux
sont disposés sur la scéne. Lun cache une
voiture, un autre une clé, et le troisieme rideau
un appareil GPS. On ne sait pas dans quel
ordre sont disposés les trois objets, et cet
ordre a été choisi au hasard. Trois membres
d'une méme famille sont invités a jouer. Le
premier pourra regarder derriere deux des
rideaux et il doit trouver la voiture. Le second
pourra regarder derriére deux des rideaux
et devra trouver la clé de la voiture. Le troi-
sieme, toujours en observant derriére deux
rideaux, devra trouver le GPS. Les joueurs
jouent les uns apres les autres, sans savoir
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ce qu'ont fait et vu ceux déja passés. lls
gagnent et emportent la voiture, la clé et le
GPSsichacun atrouvé ce qu'il devait trouver.
En jouant au hasard, ils gagnent dans
(2/3)3=29,629 % des cas. Pourtant, en s’y
prenant bien, ils pourraient gagner
dans 2/3 des cas, soit avec une probabilité
de 66,66 %. Comment ?

lls appliquent la stratégie Suivre en conve-
nant d'un ordre entre les joueurs (celui qui
doit trouver la voiture est le 1, celui qui doit
trouverla clé estle 2, et celui qui doit trouver
le GPS est le 3] et d'un ordre des éléments &
trouver (la voiture estle 1, laclé le 2, le GPS
le 3). Ladisposition des cadeaux derriére les
rideaux définit une permutationfde l'ensemble
{1, 2, 3} dans lui-méme. La probabilité de
perdre correspond alors au rapport entre le
nombre de permutations f ayantun cycle de
taille 3 et le nombre total de permutations
de 3 éléments, cest-a-dire 3!=6.

On peutappliquerle raisonnement géné-
ral considéré plus haut (il conclut que la
probabilité de perdre est 1—1/3), mais un
raisonnement direct est possible. En effet,
les 6 permutations de 3 éléments sont:
(1—>1,2—52,3—3),(1—1,2—3,3>2),
(1—2,2—1,3—3),(1—2,2—3,3—>1],
(1—3,2—1,3—52),(1—3,2—2,3—>1).
Deux dentre elles ont un cycle de taille 3:
(1—2,2—3,3—1)et(1—>3,2—1,3—2).
Lesautres nontque des cycles d'ordre 1 ou 2.
Lesjoueurs gagneront donc dans 2/3 des cas.

Deux variantes a 6 prisonniers ont été
proposées récemment par Roland Yéléhada,
[voir I'encadré page ci-contre). Les deux
problémes ont la propriété suivante quivous
forceraaréfléchir:nila stratégie Au hasard
ni la stratégie Suivre ne sont les meilleures.
Attention, I'un des deux problémes est facile
et I'autre beaucoup moins.

Dans le monde physique, les miracles
sont légion (une télévision, une voiture ou
unsmartphone seraient des objets magiques
pourun homme duXve siécle]. Dans le monde
mathématique, certains miracles se pro-
duisent et ce qu’un raisonnement approxi-
matif semblait éliminer définitivement (on
ne pourrait faire mieux que la stratégie Au
hasard) se révele erroné pour le chercheur
astucieux. De tels moments font le bonheur
des mathématiciens. u
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Le Shingouz,

un extraterrestre capitalo-alcoolo-écolo

Avec des ailes de chauve-souris et un penchant pour l'alcool, ce personnage de la bande
dessinée Valérian et Laureline déploie une mosaique de caractéres bien terrestres !

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCOQ

uelanimal fictif ressemble a
un petit kangourou, arbore des
ailesrigides de chauve-souris
et une trompe, et présente
un certain penchant pour
les boissons alcoolisées ? Les amateurs de
bandes dessinées le reconnaitront : il S'agit du
Shingouz, dréle d'espece quiapparaitdans les
aventures de Valérian et Laureline, un space
opera desannées 1970 créé parle scénariste
Pierre Christin et le dessinateur Jean-Claude
Méziéres. Cette bande dessinée, véritable perle
de la science-fiction frangaise, est en cours
d’adaptation au cinéma par Luc Besson.

Dans les aventures de Laureline et
Valérian, ces extraterrestres intelligents
que sont les Shingouz apparaissent toujours
par trois et proviennent d’'une planéte sans
nom dont les conditions sont si austéres
(climat trés pluvieux et ressources quasi
nulles) qu'elle les pousse régulierement
a l'exil. Afin de s’intégrer aux différentes
civilisations ou ils débarquent, ces réfugiés
n'ont d’autre choix que d’exercer I'activité
dans laquelle ils excellent, a savoir 'achat
etlarevente d'informations de toutes sortes.
lls apparaissent pour la premiere fois
en 1975 dans un album intitulé « '’Ambas-
sadeur des Ombres ».

Riche et exubérant, l'univers de Valérian
et Laureline fait 'objet d’'une sorte d'ency-
clopédieillustrée, Les Habitants du ciel, atlas
cosmique de Valérian et Laureline, paru
en 1991. Le Shingouz n'est qu’un des nom-
breux représentants de la faune et la flore
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VALERIAN ET LAURELINE rencontrent
les Shingouz dans le sixieme tome de leurs
aventures. Cette espéce extraterrestre
présente des caracteres rappelant

ceux de certains animaux terrestres

et des comportements bien humains.

lllustration : Marc BOULAY
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extraterrestres imaginées par Pierre Chris-
tin et Jean-Claude Méziéres. Il mérite bien
que 'on s’y attarde. Son aspect n’a rien de
terrestre, pourtant, a y regarder de plus pres,
son anatomie, sa biologie, son évolution et
son comportement empruntent de nombreux
traits bien terrestres.

Le pelage de ce petit étre haut d'une
cinquantaine de centimétres évoque celui
des mammiféres. Puisqu'il se déplace en
posant la plante de ses grands pieds au sol,
il est bipede et plantigrade. Son corps est
redressé mais sa queue, massive et robuste,
traine souvent au sol. Comme chez les kan-
gourous, cet appendice composé de vertebres
peut aussi servir de support. Les mains du
Shingouz ont quatre doigts articulés et grif-
fus, aux pouces opposables. Ses pieds et ses
mains sont équipés de petits coussinets qui
lui permettent, sur sa planete d'origine, d’évo-
luer sur un sol rendu humide par les pluies
fréquentes (les biologistes parlent d’adap-
tation). Mais sur les autres planétes qu'il
visite, ces coussinets sont aussi trés utiles
pour palperla monnaie ou toute autre valeur
ayant cours légal (les mémes biologistes
parleraient alors d’exaptation !].

En plus de ses quatre membres clas-
siques, le Shingouz est doté de deux ailes
rigides qui évoquent celles des chauves-
souris. Pour rendre plausible cette paire de
membres surnuméraires (rappelons que les
mammiféres sont des tétrapodes, et non
des hexapodes comme les insectes), les
auteurs expliquent dans leur encyclopédie,
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