
Logique & calcul [81© Pour la Science - n° 468 - Octobre 2016

R e n d e z - v o u s

On comprend sans mal qu’une machine 
simple, avec peu d’états et peu d’instruc-
tions, placée sur un ruban couvert unique-
ment de 0, va soit s’engager dans un calcul 
infini (par exemple parcourir le ruban en 
changeant les 0 en 1, ou osciller entre deux 
cases sans rien y faire), soit calculer un 
petit moment puis s’arrêter. Une machine 
simple produit soit un calcul infini, soit un 
calcul court, et on verra que c’est justement 
ce qui pose un défi aux mathématiciens 
et les expose aux formes les plus élémen-
taires d’indécidabilité.

En 1962, le mathématicien hongrois 
Tibor Radó s’est intéressé au nombre maxi-
mal, noté s(n), de mouvements qu’exécute 
une machine de Turing à n états avant de 
s’arrêter (dans le cas où elle s’arrête).

Les castors affairés
Les machines M à n états qui atteignent ce 
maximum sont dénommées « castors affai-
rés ». Le nombre s(n) est un nombre par-
faitement défini, puisqu’il n’y a qu’un nombre 
fini de machines à n états n’utilisant que 
les symboles 0 et 1. Le nombre de machines 
à n états a d’ailleurs été déterminé : il est 
égal à (4n + 4)2n.

Pour calculer s(n) pour un n donné, il 
suffit de faire fonctionner toutes les machines 
à n états en repérant celles qui calculent le 
plus longtemps et s’arrêtent. Avec les in-
croyables ordinateurs dont nous disposons, 
il semblerait facile d’obtenir rapidement les 
valeurs de s(n).

Grave erreur ! Aujourd’hui, malgré de 
considérables efforts, on ne connaît que  
s(1) = 1, s(2) = 6, s(3) = 21 et s(4) = 107.
On sait aussi que s(5)  47 176 870, et que 
s(6)  7,4 × 1036 534, mais personne n’est 
certain que ces valeurs sont définitives. 
Pourquoi est-il si difficile d’évaluer s(n) ?

La raison est double. D’abord, le nombre 
de machines à n états augmente très rapi-
dement quand n augmente et on ne sait guère 
faire mieux, pour calculer s(n), que de les 
prendre une à une. Ensuite, et c’est encore 
plus ennuyeux, les machines qui ne s’arrêtent 
pas sont délicates à traiter. Il faut en effet 
raisonner sur leurs instructions ou leur com-
portement pour être sûr qu’elles ne s’arrêtent 

pas. Pour certaines, c’est facile, mais on tombe 
rapidement sur des machines dont le com-
portement est complexe et dont on n’arrive 
pas à déterminer si elles s’arrêteront et donc 
si elles interviennent pour la détermination 
de s(n), ou si elles poursuivent indéfiniment 
leurs calculs – auquel cas elles sont sans 
importance pour s(n). On sait par ailleurs 
qu’aucune méthode algorithmique générale 
ne permet de répondre à la question. C’est 

la fameuse indécidabilité de l’arrêt démon-
trée par Turing en 1936 : aucun algorithme 
ne peut déterminer, pour toute machine 
de ce type placée sur un ruban ne com-
portant que des 0, si oui ou non elle finira 
par s’arrêter. 

Une conséquence de ce résultat, qui 
est la raison de l’introduction par Radó de 
sa fonction  s(n), est que  s(n) n’est pas 
calculable par algorithme. Plus intéressant 

Les castors affairés calculent l’entropie

La connaissance des valeurs de la fonction s(n) de 

Radó, dont il vient d’être démontré que s(1 919) 

est indécidable, est utile pour certains calculs 

fondamentaux de la théorie de la complexité. En 

utilisant la valeur conjecturée comme la bonne 

pour n = 5, s(5) = 47 176 870, une équipe réunie autour 

de Fernando Soler-Toscano a calculé l’entropie 

algorithmique, qui généralise l’entropie statistique de 

Shannon, des suites courtes de 0 et de 1. 

Cette entropie est aussi 
nommée complexité de 
Kolmogorov : pour une 
suite donnée, c’est la taille 
du plus court programme 
qui produit la suite. Plus 
une suite est complexe, 
plus son entropie algorith-
mique est grande (voir l’ar-
ticle indiqué en bibliographie 
de F. Soler-Toscano et al.). La 
méthode est la suivante. 
On fait calculer chacune 
des 26 559 922 791 424 
(26 000 milliards) machines 
de Turing à 5 états jusqu’à 
ce qu’elle s’arrête où 
jusqu’à l’étape s(5), ce qui 
signifie que la machine ne 
s’arrête jamais. Le 
nombre k de fois où est 
obtenue une suite donnée 
(par exemple la suite 
t = 01010) est directement 
lié à son entropie algorith-
mique K(t) par une formule 
de Leonid Levin,  

K(t)  – log2[k/N(5)], où 
N(5) désigne le nombre de 
machines à 5 états, et 

donne donc une valeur 
approchée de l’entropie. 

La formule de Leonid 
Levin est remarquable et 
très profonde. Elle signifie 
que les suites complexes 
(c’est-à-dire celles dont le 
plus court programme de 
création est long) sont aussi 
celles qu’une machine tirée 
au hasard produit avec la 
plus faible probabilité. 

Quelques valeurs ainsi 
obtenues sont présentées 
ci-dessous.
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encore, cette fonction croît plus rapidement 
que n’importe quelle fonction calculable 
par algorithme. 

Voici le raisonnement de Radó. Soit f(n) 
une fonction calculable par algorithme dont 
on suppose qu’elle majore s(n), c’est-à-dire 
que pour tout entier n, f(n)  s(n). En l’uti-
lisant, on pourrait savoir par algorithme si 
une machine donnée M à n états s’arrête 
ou non. En effet, on calcule  f(n), puis on 
calcule f(n) étapes du fonctionnement de M ; 
si M s’est arrêtée pendant ces f(n) étapes, 
c’est qu’elle s’arrête, sinon c’est qu’elle ne 
s’arrête jamais, par définition de s(n). Une 
fonction calculable par algorithme et qui 
majore s(n) ne peut donc pas exister. Autre-
ment dit : pour toute fonction f(n) calculable 
par algorithme, il existe un  n tel que 
f(n)  s(n). Sans beaucoup d’effort, on 
montre même qu’il existe une infinité de n 
tels que f(n)  s(n), et en outre que c’est 
le cas pour tous les entiers à partir d’une 
certaine valeur. 

Voyons maintenant le rapport entre 
cette fonction de Radó et la théorie des 

ensembles, ce qui nous mènera aux nou-
veaux indécidables courts découverts il y 
a quelques mois. 

Des indécidables grâce  
à la fonction de Radó

La théorie des ensembles permet de repré-
senter pratiquement tous les objets mathé-
matiques et tous les raisonnements qu’on 
fait avec eux. Sa version la plus utilisée 
(par exemple dans le traité Éléments de 
mathématique, de Nicolas Bourbaki) est 
notée ZFC, pour « Zermelo-Fraenkel avec 
axiome du choix » (Ernst Zermelo et Abra-
ham Fraenkel sont deux mathématiciens 
qui ont contribué à sa définition). L’axiome 
du choix stipule que pour toute famille F 
d’ensembles non vides et disjoints deux 
à deux, par exemple {{a}, {1, 2, 3}, {X, Y}, 
{p, q, r, s}}, il existe un ensemble  C de 
« choix » contenant un élément exactement 
de chaque ensemble de F (C = {a, 2, X, r} 
conviendrait pour notre exemple). Depuis 
un siècle qu’on utilise ZFC, on n’y a jamais 

trouvé de contradiction et nous suppose-
rons qu’il n’y en a pas.

On montre que lorsqu’une fonction f(n) 
n’est pas calculable par algorithme, la 
théorie des ensembles ZFC ne peut pas en 
connaître certaines valeurs. Autrement 
dit il existe au moins un entier n tel que 
l’énoncé f(n) = k qui en donne la valeur 
est un indécidable de ZFC. C’est vrai aussi 
pour n’importe quelle autre théorie non 
contradictoire utilisée à la place de ZFC, 
mais bien sûr pas nécessairement avec 
le même entier n.

Concernant la fonction s(n) de Radó, on 
sait donc depuis 1962 qu’avec la théorie ZFC, 
il existe au moins un entier n0 tel qu’on ne 
peut déterminer la valeur de s(n0) : l’énoncé 
s(n0) = k, pour la bonne valeur de k, n’est pas 
démontrable dans ZFC, et sa négation non 
plus. La théorie ZFC est impuissante pour s(n0), 
qui échappe à son pouvoir déductif.

La question que se sont récemment posée 
Scott Aaronson, professeur au MIT, et Adam 
Yedidia, l’un de ses étudiants, est la suivante : 
est-ce que ce n0 qui marque l’impuissance 
de ZFC vaut 10, 1 000, 100 milliards ou autre 
chose ? Répondre en proposant une valeur 
aussi petite que possible de n0 est une façon 
parfaitement concrète de mesurer la proxi-
mité des indécidables de ZFC. 

Le résultat auquel ils sont parvenus est 
que s(7 918) échappe à ZFC : jamais un mathé-
maticien travaillant avec la théorie classique 
des ensembles ne pourra connaître s(7 918). 
Dit autrement, parmi les machines de Turing 
à 7 918 états qui ne s’arrêtent pas, certaines 
le font pour des raisons que la théorie n’est 
pas capable d’analyser. C’est la première 
fois qu’on réussit à avoir une précision de 
ce type sur l’indécidabilité dans la théorie 
des ensembles.

Chose amusante, ce travail, rendu public 
en mai  2016, a aussitôt suscité d’autres 
travaux sur la même question, lesquels ont 
abouti à son amélioration. Stefan O’Rear a 
établi dans un premier temps que s(5 349) 
échappe à ZFC, résultat encore amélioré 
quelques jours plus tard pour arriver cette 
fois à la démonstration que s(1 919) est 
hors d’atteinte de ZFC.

Désormais, personne ne pourra plus 
dire que les indécidables de la théorie des 

Des machines pour Goldbach et Riemann

Tout comme on peut envisager d’écrire 

explicitement une machine de Turing qui 

recherche une contradiction dans la théorie des 

ensembles ZFC et qui n’en trouvera pas, on peut 

expliciter une machine de Turing qui recherche un 

contre-exemple à la conjecture de Goldbach, c’est-à-

dire un entier pair supérieur à 2 qui ne s’écrit pas 

comme somme de deux nombres premiers. 

Une telle « machine de 
Goldbach » ne s’arrête que 
si la conjecture de Gold-
bach est fausse. Le nombre 
d’états de cette machine 
de Turing qu’on tente de 
rendre le plus petit 
possible est une mesure de 
la difficulté de la conjec-
ture. Le record obtenu tout 
récemment est 47. Une 
machine à 27 états est en 

cours de vérification 
(www.scottaaronson.com/
blog/?m=201605).

L’hypothèse de Riemann 
est une conjecture centrale 
de la théorie des nombres, 
formulée en 1859 par le 
mathématicien allemand 
Bernhard Riemann. Elle 
énonce que les zéros non 
triviaux de la fonction zêta 
de Riemann ont tous pour 

partie réelle 1/2 et donne 
des précisions sur la 
densité des nombres 
premiers. 

On recherche des 
machines de Turing qui ne 
s’arrêtent que si la conjec-
ture est fausse. La plus 
petite connue aujourd’hui 
est à 744 états. Si la 
conjecture de Riemann 
est indécidable dans ZFC 
(c’est une éventualité 
parfois envisagée), on 
pourra alors affirmer que 
s(744) est indécidable 
dans ZFC, ce qui serait un 
progrès. 

De même, si la conjec-
ture de Goldbach se révé-
lait indécidable dans ZFC, 
on saurait alors que s(47) 
est indécidable dans ZFC.
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ensembles ne concernent que des problèmes 
alambiqués et si complexes qu’aucun mathé-
maticien ne s’y intéressera jamais de lui-
même : s’interroger sur s(1 919) est naturel, 
car cela concerne la partie la plus élémen-
taire de la théorie mathématique du calcul... 

Notons que ce record n0 = 1 919 est sans 
doute améliorable, car, comme le savent 
bien ceux qui tentent de connaître les valeurs 
de s(n), les difficultés concrètes commencent 
dès s(5), qui reste inconnu à ce jour. Une 
bonne marge de travail est donc disponible 
entre 5 et 1 919, marge que l’on réduira soit 
en progressant dans le calcul des s(n), soit 
en réussissant à prouver l’indécidabilité 
d’énoncés de la forme s(n) = k pour des 
valeurs encore plus petites que n0 = 1 919. 

La machine Z  
ne s’arrête jamais 

La méthode utilisée par Adam Yedidia et 
Scott Aaronson est intéressante. L’idée la 
plus naturelle serait de mettre en œuvre 
les techniques d’arithmétisation de la syn-
taxe de Gödel et donc de construire une 
machine de Turing  M qui recherche une 
contradiction dans ZFC en énumérant toutes 
les démonstrations de ZFC et en tentant d’y 
reconnaître une preuve de l’énoncé « 0 = 1 ». 
Une telle machine ne trouvera pas de contra-
diction, et pourtant ZFC ne pourra pas le 
démontrer (sinon, cela signifierait que ZFC 
démontre qu’elle n’est pas contradictoire, 
ce que le second théorème d’incomplétude 
de Gödel interdit). Cependant, cette méthode 
par l’arithmétisation de la syntaxe condui-
rait à une machine de Turing à plusieurs 
centaines de milliers d’états, voire des mil-
lions, et l’on ne démontrerait donc l’indéci-
dabilité de s(n) = k que pour un n très grand.

La méthode utilisée par Scott Aaronson 
et Adam Yedidia évite cette explosion du 
nombre d’états de la machine de Turing dont 
ZFC ne peut prouver le non-arrêt. Elle se fonde 
sur des travaux récents de Harvey Friedman, 
de l’université d’État de l’Ohio, qui élabore 
depuis des années des énoncés d’arithmé-
tiques indécidables dans ZFC ou d’autres 
théories. L’un d’eux concerne une propriété 
des graphes et cette propriété, trop abstraite 
pour être décrite ici, est équivalente à celle 

exprimant la non-contradiction de ZFC. Cette 
propriété s’écrit assez facilement en termes 
arithmétiques et la machine, notée Z, qui 
cherche un contre-exemple à cet énoncé 
est donc relativement simple comparée à 
celle qu’on aurait obtenue par arithmétisa-
tion de la syntaxe : elle énumère des séries 
d’entiers et effectue des tests sur eux. Le 
fait que Z ne s’arrête pas dans cette recherche 
de contre-exemple est nécessairement un 
indécidable de ZFC, sinon, encore une fois, 
ZFC démontrerait d’elle-même qu’elle est 
non contradictoire. 

Soit n0 le nombre d’états de Z. Puisque 
pour connaître s(n0), ZFC doit savoir prouver 
le non-arrêt de chaque machine à n0 états 
qui ne s’arrête pas, il en résulte que ZFC ne 
peut pas démontrer s(n0) = k pour la bonne 
valeur k. Précisons que la propriété en ques-
tion des graphes est démontrable dans une 
théorie un peu plus forte que ZFC, et donc 
qu’on a toutes les raisons de la croire vraie. 
Notons aussi qu’une fois leur machine  Z 
programmée, Scott Aaronson et Adam Yedi-
dia l’ont effectivement lancée pour voir si 
elle s’arrêtait ; au bout de plusieurs heures, 
elle ne s’était pas arrêtée. 

Sans effort particulier, utiliser ce rac-
courci déduit des travaux de Friedman 
n’aurait cependant pas permis à lui seul 
d’arriver aux petites valeurs de n0 aujourd’hui 
connues. Scott Aaronson et Adam Yedidia ont, 
et c’est la seconde idée originale de leur tra-
vail, conçu un langage informatique nommé 
Laconic permettant d’exprimer la propriété 
de Friedman de manière concise. Ils ont aussi 
écrit et utilisé le traducteur des programmes 
écrit en Laconic qui en tire des machines de 
Turing du type considéré par Radó. C’est ainsi 
qu’ils ont obtenu la machine de Turing Z à 
7 918 états qui ne s’arrête jamais, mais dont 
ZFC ne peut pas démontrer qu’elle ne s’arrête 
jamais. Le passage de 7 918 états à 1 919 états 
s’est fait en améliorant le langage et les opé-
rations de transformation des programmes 
en machines de Turing.

Saura-t-on faire encore mieux et trouver 
des valeurs encore plus petites que le 
n0 = 1 919 d’aujourd’hui ? C’est probable, et 
peut-être qu’à l’heure où vous lirez ce texte, 
le record sera déjà battu. Pour le savoir, 
consultez le blog de Scott Aaronson !� n
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L es parasites prolifèrent dans tous 
les écosystèmes de la Terre, mais 
demeurent souvent invisibles à 
l’œil nu. Personne n’est à l’abri 

de ces organismes qui prospèrent aux 
dépens des autres. Ainsi, ils puisent leurs 
ressources et leur énergie directement chez 
l’hôte qui les héberge ou qui leur sert de 
vecteur pour atteindre une nouvelle cible. 
Certains coévoluent avec leur hôte depuis 
des millions d’années. Les parasites ont 
ainsi développé des cycles de reproduction 
complexes et arborent des formes repous-
santes munies de tentacules, ventouses 
ou redoutables crochets.

Avec ces attributs peu avenants et les 
maladies qu’ils provoquent, les parasites 
ont inspiré de nombreux auteurs de fictions 
horrifiques ! En outre, dans certains cas, 
le parasite peut même tuer son hôte, his-
toire d’achever son cycle de développement : 
il devient alors parasitoïde. Il n’est donc 
pas rare de croiser dans diverses œuvres 
des êtres parasites ou parasitoïdes très 
peu fréquentables. 

Le plus célèbre d’entre eux est sans 
doute le monstre Alien, fruit de l’imagination 
débridée du plasticien suisse Hans Ruedi 
Giger (décédé en 2014), et dont les premiers 
stades de développement sont parasitoïdes. 
Un défi est de discerner chez Alien, ou chez 
les autres parasites de fiction, les caractères 
et autres attributs plausibles tant les para-
sites réels ont développé des morphologies 
et des stratégies de survie originales.

Les milieux qu’ils colonisent sont un 
bon exemple. Peu d’endroits du corps leur 
échappent : la peau, les plumes, les poils 
(ectoparasites), le cerveau, le sang ou 
encore le tube digestif (endoparasites). 

Dans le film Pacific Rim (Guillermo del 
Toro, 2013), les humains construisent des 
robots géants (les fameux « mechas ») 
pour lutter contre des envahisseurs tita-
nesques issus d’un univers parallèle. Ces 
monstres géants (ou « kaijus », c’est-à-dire 
« étranges bêtes » en japonais) présentent 
des morphologies discutables (avec une 
surenchère de caractères anatomiques 
agressifs – cornes, dards, griffes, pinces, 
mandibules, etc.), mais une biodiversité 
intéressante. En témoigne par exemple 
Otachi, énorme kaiju évoquant un ptérosaure 
et présentant des parasites externes ! 

Ces sortes de gros arthropodes accrochés 
à la peau du monstre ne sont pas sans rap-
peler les cyamidés ou « poux des baleines », 
des crustacés marins bien réels qui squattent 
le cuir des gros cétacés actuels. Dans Paci-
fic Rim, ces ectoparasites demeurent cepen-
dant inoffensifs, contrairement à leurs hôtes. 
Ce n’est pas le cas des parasites du monstre 
géant de Cloverfield (Matt Reeves,  2008) 
qui, eux, sont très agressifs et évoquent 
plutôt d’énormes amblypyges (arachnides 
à longues pattes munies de pinces).

Autres ectoparasites intéressants, les 
puces savantes de La Cité des Enfants 
Perdus, film esthétique et steampunk de 
Jean-Pierre Jeunet et Marc Caro (1995). 

SCIENCE & FICTION

Les parasites sont partout !
Ces organismes vivent aux dépens des autres. Souvent cachés, ils inspirent  
le dégoût ou la peur... les ingrédients parfaits pour des fictions horrifiques.

Jean-Sébastien STEYER et Roland LEHOUCQ		  Illustration : Marc BOULAY 

DANS L… SOMM…IL DU MONSTR…, bande 
dessinée d’Enki Bilal, le docteur Optus Warhole 
est une sorte de parasite manipulateur qui 
contrôle l’esprit de ses victimes.
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