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Forme gastro-intestinale

Les animaux vivant en troupeau sont particuliérement
vulnérables a la maladie du charbon. En mangeant de la viande
d'animaux malades, on peut contracter une infection au niveau

des intestins, surtout si la viande est mal cuite.
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sanguin
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1 Bien que le mécanisme exact reste
a préciser, les bactéries infectent
les villosités de la paroi intestinale,
vers U'extrémité de l'intestin gréle
(iléon terminal).

2 Les bacilles
se propagent
parfois au-dela
du systéme
gastro-
intestinal,

a travers
les vaisseaux
lymphatiques.

lléon terminal

Caecum

de la souche de Sverdlovsk, notée B. anthra-
cis 836. Grace a cette empreinte moléculaire, les
scientifiques peuvent désormais traquer cette
souche au niveau global. En 2001, les cher-
cheurs ont ainsi déterminé que l'attaque a la
lettre piégée aux bacilles du charbon, qui a tué
cinqg personnes aux Etats-Unis, n’avait pas uti-
lisé 1a souche de Sverdlovsk.

LE GENOME BACTERIEN
RECONSTITUE

Enfin, en 2015, les avancées technologiques
ont permis a Paul Keim et d’autres de reconsti-
tuer la séquence complete du génome de
B. anthracis a partir des échantillons d’autopsie
de deux victimes de Sverdlovsk. L’analyse,
publiée en 2016, a montré que la souche
B. anthracis 836 appartenait a un groupe bien
connu, nommé Trans-Eurasia. De plus, les
auteurs de I’étude n’ont trouvé aucune preuve
de modifications génétiques destinées a

lymphatique
Alvéole

1 Les spores voyagent
jusqu’aux alvéoles
pulmonaires, ou elles
sont ingérées par des
cellules immunitaires,
les phagocytes
mononucléaires.

3 Les bacilles passent des
canaux lymphatiques
a la circulation sanguine
et se répandent dans

*ﬂ le corps.

Vaisseau sanguin

Capillaire
lymphatique

augmenter la virulence ou la résistance aux anti-
biotiques, ou a altérer la protection vaccinale.

Nul ne sait si des lots de B. anthracis produits
par ’'Union soviétique existent toujours. Dans
les années 1990, a la suite d’un accord conclu
entre les Etats-Unis, P’Ouzbékistan et le
Kazakhstan, plusieurs tonnes de matériel conte-
nant des spores ont été inactivées et certaines
unités de production de ces républiques de I'ex-
Union soviétique ont été converties a un usage
civil, et ce sous I'ceil vigilant de scientifiques
internationaux. Cependant, en Russie, aucun
groupe étranger n’a été autorisé a visiter, ni a
fortioriainspecter, les trois instituts du ministere
de la Défense ou les cinq centres civils «antiépi-
démiques» qui ont joué un réle dans larecherche
et la production d’agents pour armes biolo-
giques. Ce manque de transparence et divers
autres indices laissent hélas planer un soupgon
sur la poursuite par la Russie d'un programme
d’armement biologique... m

Phagocyte
mononucléaire

Cette forme la plus mortelle de la maladie apparait lorsque
les spores de B. anthracis sont inspirées. Les échantillons
d'autopsie de l'épidémie de 1979 dans la ville de Sverdlovsk
prouvent que les victimes sont mortes de cette maladie.

Voie aérienne
(bronchiole)

2 Quand les spores
atteignent
les ganglions
lymphatiques
de la poitrine, elles
se muent en bacilles,
qui se multiplient
et sécretent
des toxines.
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LE PRINCIPE
DES TIROIRS

Le «principe des tiroirs» est une évidence. Pourtant,
depuis son introduction en théorie des nombres par Dirichlet,
au x1xe¢ siecle, il s’est révélé étre un levier de raisonnement
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ne vérité totalement évidente
peut-elle étre utile? Il semble
que oui. Le principe des tiroirs,
pigeonhole principle en anglais, ne
fait qu'affirmer une vérité géné-
rale, simple et indubitable. Nous

allons voir que, pourtant, s’appuyer sur lui pro-

duit d’intéressants et puissants résultats.

Le principe des tiroirs

Soit un meuble comportant n tiroirs dans
lequel sont rangés m objets. Si m>n, alors au moins
Pun des tiroirs contient deux objets ou plus.

Ce principe a été utilisé dans deux publica-
tions de 1842 du mathématicien allemand
Johann Dirichlet qui, & ce moment-1a, ne le
nommait pas. Dans des publications ulté-
rieures, il utilisera le mot Schubfachprinzip
(«principe des tiroirs» en allemand). Il est
cependant difficile de savoir qui a vraiment été
le premier a utiliser ce principe pour formuler
un raisonnement mathématique. Il a trés bien
pu étre découvert ou mis en ceuvre sans méme
étre explicité a n’importe quel instant depuis
que les mathématiques existent.

Dans une étude historique publiée en 2014,
Benoit Rittaud, de 'université Paris-13, et
Albrecht Heeffer, de 'université de Gand, ont
mis en évidence des utilisations du principe
deux siecles avant Dirichlet (voir Pencadré 1).
Reste que, presque toujours, on rapporte le
principe a Dirichlet: on ne préte qu’aux riches.
L'utilisation qu’en a fait Dirichlet a produit un
résultat remarquable dont personne ne peut
dire qu’il est évident.

La célebre démonstration de Dirichlet est
expliquée dans P’encadré 3 avec quelques
conséquences et des détails montrant que le
résultat est, en un sens, le meilleur possible.

d’une déconcertante efficacité.

TROIS EXEMPLES

A titre d’illustration de la puissance du
principe des tiroirs, nous présentons une série
d’exemples le mettant en ceuvre, dans un ordre
de difficulté croissante.

Résultat 1. Si k+1 nombres entiers (notés
n,n, .., n,) sont donnés, on peut en trouver
deux dont la différence est un multiple de k. En
particulier, si quatre nombres a, b, ¢ et d sont
donnés, il y en a deux dont la différence est un
multiple de 3.

Démonstration. Prenons les nombres un
a un et mettons-les dans k tiroirs portant les
numéros o, 1, ..., k-1. Pour ranger le nombre x,
on calcule le reste de la division de x par k, et
ce reste indique le tiroir ou le déposer. D’apres
le principe des tiroirs, deux nombres se retrou-
veront dans un méme tiroir. Puisque ces deux
nombres ont le méme reste quand on les divise
par k, leur différence donne un reste nul quand
on la divise par k. Leur différence est ainsi un
multiple de k.

Résultat 2. Sil’on se donne 10 entiers quel-
conques composés de deux chiffres, il existe
parmi eux deux sous-ensembles disjoints de
nombres ayant la méme somme. Par exemple,
sil’on se donne {23,35,44, 61, 68,70, 71,82, 83,95},
on trouvera que {23, 35, 95} donne la méme
somme que {71, 82}: 23+35+95=153=71+82.

Démonstration. Les sous-ensembles pos-
sibles de notre ensemble de 10 entiers sont au
nombre de 2'°=1024, car pour constituer un tel
sous-ensemble, on opere 10 fois de suite le
choix binaire: prendre le nombre ou ne pas le
prendre. Quels nombres peut-on atteindre en
faisant la somme des nombres de nos sous-
ensembles? Un sous-ensemble comporte de o a
10 nombres compris entre 10 et 99; la somme



© Ben FrantzDale (CC BY-SA 3.0)

QUI A INVENTE LE PRINCIPE DES TIROIRS ?

enoit Rittaud et Albrecht

Heeffer ont retrouvé un texte
utilisant de maniére indubitable
le principe des tiroirs dans un
livre écrit en latin en 1622, Selectae
Propositiones, attribué au jésuite
francais Jean Leurechon (1591-1670)
de Pont-a-Mousson (voir
la bibliographie). On y trouve
laffirmation que, nécessairement,
il existe deux femmes ayant
le méme nombre de cheveux.
La démonstration n'est pas
explicitée, mais ne peut provenir
que de l'application du principe
des tiroirs. Dés 1625, 'idée est
d’ailleurs reprise, en se référant
au livre du jésuite, par
lecclésiastique Marin Mersenne
(1588-1648), qui a laissé son nom
a une catégorie de nombres
premiers toujours trés populaire.

Treize pigeons pour 12 casiers: nécessairement,
au moins un casier contient plus de 1 pigeon.

Mersenne écrit dans son livre

La Vérité des sciences : « Il est
nécessaire que deux hommes
aient autant de cheveux, d'escus,
& d'autres choses 'un comme
l'autre ». Le raisonnement fait
bien appel a ce que nous appelons
le principe de tiroirs : si le nombre
maximum de cheveux est 200 000,
alors dans toute population
supérieure a ce nombre, deux
personnes ont nécessairement

le méme nombre de cheveux.
Aucune trace plus ancienne
d'utilisation du principe

des tiroirs n'est pour l'instant
identifiée. En conclusion,

il faudrait, si l'on souhaite
rapporter le principe a un auteur,
le dénommer « principe

de Leurechon » plutét que

« principe de Dirichlet ».

est donc comprise entre o et 10 fois 99, donc
entre O et 990. En numérotant 991 tiroirs de o
2990, et en placant chaque sous-ensemble pos-
sible dans le tiroir dont le numéro est la somme
de ses éléments, on trouve d’apres le principe
des tiroirs deux sous-ensembles ayant la méme
somme.

Le probleme n’est cependant pas vraiment
résolu, car on nous demande de trouver des
sous-ensembles disjoints ayant la méme somme,
et rien ne nous permet d’affirmer que les deux
sous-ensembles trouvés a I'instant le sont. Ce
n’est pas tres grave: si les sous-ensembles ont
des éléments en commun, on les enleve. Les
deux sous-ensembles alors obtenus ont encore
la méme somme, car on a enlevé les mémes
éléments, et cette fois ce sont deux sous-
ensembles disjoints.

Résultat 3. Soit S une suite quelconque
composée de N nombres entiers tous diffé-
rents. On considere une sous-suite croissante
de S de la plus grande longueur possible, C, et
en méme temps on consideére une sous-suite
décroissante de S de la plus grande longueur
possible, D. Alors DC=N, affirmation qui signi-
fie qu’il est impossible que les sous-suites
croissantes et décroissantes de S soient toutes
tres courtes.

Ce résultat montre qu’il existe nécessaire-
ment une forme d’ordre dans toute suite de
nombres; c’est I'un des premiers résultats de
la «théorie de Ramsey».

Exemple: Partant de la suite (3,3, 9, 4,13, 8,
11, 2, 7, 6) de longueur N=10, en cherchant
attentivement, on découvre que la plus longue
sous-suite croissante de S est (1, 3, 4, 8, 11), de
longueur C=j5, et que les plus longues sous-
suites décroissantes sont (13,11, 7, 6), (13, 8,7, 6)

et (9,8,7,6),delongueur D=4. Comme annoncé,
on constate que DC=20=N=10.

Démonstration. Pour chaque nombre x de
la suite S, on calcule deux nombres ¢ et d qui
sont d’une part la longueur de la plus longue
sous-suite croissante extraite de S partant
de x, d’autre part la longueur de la plus longue
sous-suite décroissante extraite de S partant
de x. Ces deux nombres c et d déterminent un
tiroir dans lequel on place x. On a bien stir c<C
et d<Dj; le nombre de tiroirs nécessaires pour
ranger les N nombres de la suite S est donc
inférieur ou égal au produit CD.

Supposons que CD<N. D’apres le principe
des tiroirs, il existe alors deux nombres x et y
de la suite S qui se retrouvent dans le méme
tiroir. Les deux nombres x et y sont donc cha-
cun le début d’une suite croissante de lon-
gueur c impossible a prolonger, et d’une suite
décroissante de longueur d elle aussi impos-
sible a prolonger. Par hypothese, puisque x et
y sont dans le méme tiroir, le méme ¢ vaut
pour x et y, et le méme d vaut pour x et y. Sans
perte de généralité, on peut supposer que
x est placé avant y dans la suite S. Deux cas
sont a considérer.

Si x<y, alors la sous-suite qui commence
par x et qui se poursuit par la sous-suite crois-
sante de longueur c commengant par y est une
sous-suite croissante de S partant de x et de
longueur c+1, ce qui contredit le fait que c est
la longueur de la plus longue sous-suite crois-
sante de S qui commence a x.

Si x>y, alors la sous-suite qui commence
par x et qui se poursuit par la sous-suite
décroissante de longueur d commencant par y
est une sous-suite décroissante de S partant
de x et de longueur d+1, ce qui contredit le fait

>
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> que d est la longueur de la plus longue sous-
suite décroissante de S qui commence par x.
Dans chaque cas, nous avons trouvé une
contradiction. L’hypothese faite, a savoir que
CD<N, est donc fausse. Autrement dit, nous
avons prouvé que CD=N.

VARIANTE AVEC
BEAUCOUP D’OBJETS

On a souvent beaucoup plus d’objets a ran-
ger qu’on ne dispose de tiroirs. La version géné-
ralisée suivante du principe des tiroirs sera
alors un bon outil.

Principe général des tiroirs

Soit k un nombre entier, et un meuble de ran-
gement comportant n tivoirs dans lequel sont ran-
gés m objets. Si m>kn, alors au moins Uun des
tivoirs contient plus de k objets.

C’est évident, car si chaque tiroir contenait
k objets ou moins, alors au total dans le meuble
de n tiroirs ne seraient rangés que kn objets ou
moins. La version suivante signifie la méme
chose, mais s’énonce sans mentionner de
variable.

Principe général des tiroirs
énoncé sans variable

Quand on range des objets dans les tivoirs d’un
meuble, le nombre maximum d’objets qu’on trouve
dans un tiroir est supérieur ou égal a la moyenne
du nombre d’objets qu’on trouve dans les tiroirs.

Voici un exemple illustrant la puissance de
cette variante.

Probléme. Un jeu de pari sur les résultats
de matchs de football vous invite a remplir un
carton avec une grille de 13 cases correspon-
dant aux 13 matchs qui seront joués samedi

DECOUPAGE D'UNE SPHERE

prochain. II faut indiquer pour chaque match,
A contre B, le résultat que vous anticipez:
A gagne, B gagne, ou match nul. Combien de
cartons de jeu faut-il remplir et comment faut-
il les remplir pour étre certain que 'un d’eux
comporte au moins cinq prévisions exactes?

Solution. Deux cartons ne suffisent pas.
En effet, quelle que soit la facon dont vous les
remplissez, il se peut que tout soit faux: pour
le match X, vous avez choisi une des trois
options sur un carton, et peut-étre une autre
option sur le second carton, mais par mal-
chance, a chaque fois, c’est la troisieme option
qui s’est réalisée.

Montrons que trois cartons bien remplis
vous garantissent d’avoir au moins cing prévi-
sions exactes sur 'un d’eux.

Vous remplissez au hasard les trois cartons,
mais en vous assurant d’indiquer pour chaque
match les trois options possibles avec les trois
cartons. Comme il y a treize matchs, vos trois
cartons feront globalement treize prévisions
exactes, puisque pour chaque match vous avez
envisagé les trois options possibles.

Considérons que les trois cartons sont les
trois tiroirs et que les matchs sont les objets a
ranger qu’on place a chaque fois dans le tiroir
correspondant au carton qui fait la bonne pré-
diction. Comme les trois cartons ont fait trois
prédictions différentes pour chaque match,
chaque match se retrouve dans un tiroir bien
précis parmi les trois. Il y a 13 objets, I'un des
trois tiroirs contient donc un nombre d’objets
supérieur ou égal au nombre moyen d’objets
par tiroir. Ce nombre moyen est 13/3 = 4,33...
Puisque le nombre d’objets est un entier, 'un

L[] P‘

P rouver que sil'on dessine 5 points a la surface d'une
sphére tels que 2 points ne soient jamais diamétralement
opposés, et que 3 d'entre eux n'appartiennent jamais

a un méme cercle de rayon maximal de la sphére, alors

il est possible de découper la sphére en deux demi-sphéres
dont l'une contient 4 points au moins et cela sans qu'aucun
des 4 points ne soit sur le bord de la demi-sphére retenue.
Solution

On choisit deux points parmi les cing, P, et P,. Ces deux
points définissent un grand cercle a la surface de la sphere
et donc un découpage en deux demi-sphéres. Les trois
autres points P,, P, et P,, se retrouvent sur les deux
demi-spheéres. Par conséquent, d'apres le principe

des tiroirs (avec 2 tiroirs et 3 objets), deux des points,
mettons P, et P, appartiennent a la méme demi-sphere.

Ces deux points présents sur une méme demi-sphere

ne sont pas sur le bord du découpage, puisque trois points
ne sont jamais sur le méme grand cercle. Les deux points
qui ont servi a dessiner la découpe sont pour l'instant

sur le bord de la découpe, mais ils ne sont pas diamétralement
opposés ; on peut donc faire 1égérement pivoter le grand
cercle de découpage pour que les quatre points P, P, P, et P,
qui nous intéressent soient maintenant sur la méme
demi-sphére, sans qu'aucun ne soit sur le bord.
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des tiroirs contient au moins cinq objets, ou,
dit autrement, 'un des cartons comporte au
moins cing prédictions exactes. La conclusion
est donc que deux cartons ne permettent rien,
mais que trois cartons, bien utilisés, garan-
tissent d’avoir cinq prédictions exactes au
moins sur 'un d’eux.

VARIANTE PROBABILISTE

Le hasard uniforme est un moyen d’amé-
liorer sensiblement le nombre de rencontres
dans les tiroirs. On imagine qu’on dispose aléa-
toirement, avec un hasard uniforme, les
m objets dans les n tiroirs de notre meuble.
Pour opérer le placement au hasard, on utilise
par exemple un jeu de n cartes dont on tire une
carte pour chaque objet a placer, carte ensuite
remise dans le paquet avant le tirage suivant.
Bien sfir, sile nombre m d’objets est supérieur
au nombre 7 de tiroirs, la rencontre de deux
objets dans un méme tiroir est certaine, c’est
le principe des tiroirs de base.

Plus intéressant: méme s’il y a moins d’ob-
jets que de tiroirs (m<n), la rencontre se pro-
duira assez souvent et bien plus qu’on ne
I'imagine a priori. Voici ’énoncé du principe
probabiliste des tiroirs qui précise cette
probabilité.

Principe probabiliste des tiroirs

Quand on range uniformément au hasard
m objets dans n tiroirs (m<n) d’un meuble, la pro-
babilité que deux objets se retrouvent dans le méme
tiroir est égale a 1- n!/[n™(n -m) !, qui vaut a peu
prés 1- exp[-m(m -1)/2n].

En effet, il y a n™ tirages possibles puisque
m fois de suite, on tire un des n tiroirs. Parmi
les n™ tirages possibles, tous équiprobables, le
nombre de tirages défavorables (jamais deux
objets ne se trouvent dans un méme tiroir) est
donné par le nombre de suites de m éléments
différents pris parmi n. On parle d’arrange-
ments, et on sait que leur nombre est n!/(n-m)!
Le résultat s’en déduit.

Le fameux paradoxe des anniversaires est
un cas particulier de ce principe probabiliste.
On considere 23 éleves d’une méme classe; ce
sont les m objets & ranger! On demande de
trouver la probabilité pour que, en les mettant
dans 365 tiroirs correspondant aux 365 jours de
l’année et pouvant étre leur jour anniversaire
de naissance, il y en ait deux dans le méme
tiroir, c’est-a-dire deux éleves ayant le méme
jour anniversaire. On a m=23 et n=365; le calcul
fait avec la formule approchée donne:
1-exp[-23x22/(2x365)]= 0,5000017, ce qui est
supérieur a 50 %. Avec la formule exacte, le
calcul donne: 0,5072972.

Ainsi, la probabilité pour que deux éleves
d’une classe de 23 éleves aient le méme jour
anniversaire est égale a 50,72 %. Notons que
dans le monde réel, cette probabilité est un
peu supérieure a ce 50,72 %, parce que les >

LA DEMONSTRATION DE DIRICHLET

éme s'il n'en était pas
linventeur, Dirichlet fut
le premier mathématicien
a avoir compris la force du
principe des tiroirs et a l'avoir
utilisé pour démontrer des
affirmations intéressantes.
Il s'en servit notamment
pour établir le résultat suivant :
Pour tout nombre réel x et
tout entier donné n, il existe
un nombre rationnel p/q (un
rapport de deux entiers) avec
q < n, tel que |x - p/q| < 1/(nq).
En langage plus simple :
on s’intéresse aux nombres
rationnels p/q dont le
dénominateur est inférieur
ou égal a U'entier n donné,
et on affirme que tout nombre
réel peut étre approché par
l'un d'eux, p/q, avec une
erreur inférieure a 1/(nq).
Démonstration
On ne s'intéresse qu'aux
nombres entre 0 et 1, auxquels
on se raméne. Pour tout
nombre réel y, notons {y} sa
partie fractionnaire, c'est-a-
dire ce qui reste quand on lui
enléve sa partie entiére. Par
exemple, {3,14159} = 0,14159.
On range les n + 1 nombres
0, {x}, {2x}, ..., {nx} dans les
n « tiroirs » constitués des
intervalles [0, 1/n], [1/n, 2/n],
[2/n, 3/n], ..., [(n - 1)/n, 1]
(rappelons que [a, b[ désigne
l'ensemble des nombres z
tels que a < z < b). D'apres
le principe des tiroirs, deux
de ces n + 1 nombres se

retrouvent dans le méme
tiroir. Il existe donc deux
entiers distincts k et h tels
que {kx} et {hx} soient dans

le méme tiroir. On en déduit :
|{kx} - {hx}| < 1/n. En notant p
la différence des parties
entiéres de kx et hx, on en
déduit que |(k - h)x - p| < 1/n.
Sil'on pose q =k - h, et que
lU'on divise par q (qui n'est pas
nul, car k est différent de h),
on obtient :

|x — p/q| < 1/(nq). CQFD.

Un corollaire du résultat
est que pour tout nombre
réel x, il existe une infinité
de nombres entiers q tel que
|x — p/ql| < 1/q? pour un certain
entier p. Dans cet énoncé,
on ne peut pas remplacer
l'exposant 2 par un nombre
réel a > 2. En effet, tout
nombre irrationnel algébrique
(non rationnel, mais racine
d'une équation polynomiale
a coefficients entiers) comme
le nombre V2 est un contre-
exemple. C'est ce qu'indique
le théoréme suivant,
qui contribua a valoir
une médaille Fields
a Klaus Roth en 1958 :

Si x est irrationnel algébrique
et si a est un nombre réel
strictement supérieur a 2,
alors il n'existe qu'un

nombre fini de q tels que

|x — p/ql| < 1/q? pour un
certain entier p

(voir https://en.wikipedia.org/
wiki/Roth’s_theorem).
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PLUS ON EST DE FOUS...

ombien de fous du jeu d'échecs peut-on placer au plus sur un échiquier
8 x 8 en évitant que deux fous soient en prise ?
La figure de gauche montre que 14 fous peuvent étre placés sans qu'aucun

ne soit en prise sur un autre.

La figure de droite montre que l'on ne peut pas en placer plus de 14.

En effet, les couleurs sur l'échiquier définissent 14 sous-ensembles qui
seront pour nous 14 tiroirs. On remarque que les couleurs ont été choisies
de telle fagon que si on place des fous sur deux cases portant la méme
couleur, ils sont en prise. Il en résulte que si on placait m fous sur
VU'échiquier avec m > 14, d'aprés le principe des tiroirs utilisé avec 14 tiroirs
et m objets, on placerait deux fous dans le méme tiroir, donc en prise

l'un sur l'autre. Il n'est donc pas possible de placer plus de 14 fous.

1 N 4 ENI6 W

S'ECHAPPER DU DAMIER

s ur chaque case d'un damier
carré de taille finie, une fleche
indique (au hasard) un des quatre
points cardinaux. Une fourmi

se trouve sur la case centrale.
Chaque seconde, elle change

de case et va sur la case voisine
de sa position en suivant

la direction indiquée par la fleche
présente sur la case ou elle

se trouve. Si la fourmi arrive

sur la case centrale du mur Nord
et que la fleche de la case pointe
dans la direction Nord, elle sort.
Lorsque la fourmi quitte une case,
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la fleche de la case qu'elle vient
de quitter tourne de 90° dans
le sens des aiguilles d'une montre.
Ily a un mur sur les cotés Ouest,
Est, Sud et Nord (sauf au niveau
de la case centrale du mur Nord).
Lorsque la fourmi est bloquée
par le muy, elle ne change pas
de case, mais la fleche tourne
quand méme de 90°.

Nous allons montrer que
la fourmi finit toujours par
trouver la sortie.

Supposons que la fourmi
ne quitte jamais le damier.
D’apres le principe des tiroirs
fini/infini, il existe au moins
une case ou elle passe une infinité
de fois (les tiroirs sont les cases,
et les objets qu'on y dépose
sont les numéros des instants
ou la fourmi s'y trouve).
Comme elle se trouve sur cette
case une infinité de fois et qu'elle
fait tourner la fleche a chaque
passage, elle passe aussi une
infinité de fois par chacune
de ses voisines. Elle passe donc,
de proche en proche, une infinité
de fois par chacune des cases.
La quatriéme fois au plus ou elle
se trouve sur la case libératrice,
la fleche lui indiquera le Nord.
C'est contraire a notre hypotheése
de départ. La contradiction
trouvée prouve qu'il est
impossible que la fourmi
ne quitte pas le damier.

> naissances ne sont pas uniformément répar-
ties dans I’année, ce qui augmente la proba-
bilité de jours anniversaires communs... et
surtout parce que la présence de jumeaux
dans une classe, quand elle se produit, fait
passer la probabilité calculée a 100 %.

Une autre application du principe proba-
biliste des tiroirs est amusante. Les humains
ont au plus 200000 cheveux sur la téte. On
est donc certain, d’apres le principe des
tiroirs, que, dans une ville comptant
200001 habitants ou plus, deux personnes
ont exactement le méme nombre de cheveux
sur la téte. Plus surprenante est la probabilité
que cela se produise dans un gros village de
1000 ou 2000 habitants. Les calculs avec la
formule approchée donnent, pour m=1000
habitants:

1-exp[-1000%x999/(2x200000)] =
0,9177095, soit une probabilité de 91,77 %, et
pour m=2000 habitants:

1-exp[-2000%x1999/(2x200000)] =
0,9999543725, soit une probabilité de 99,995 %.

Dans un village de 2000 personnes, il est
donc quasiment certain que deux personnes
ont, a l'unité pres, le méme nombre de
cheveux!

DES VERSIONS INFINIES
DU PRINCIPE DES TIROIRS

Une chose vraie dans le fini a généralement
un énoncé correspondant dans I'infini. C’est le
cas pour le principe des tiroirs.

Principe des tiroirs fini/infini

Quand on range une infinité d’objets dans un
nombre fini de tivoirs, Pun des tiroirs contient une
infinité d’objets.

Une application de ce principe porte sur les
décimales des nombres réels. Parmi les
séquences de chiffres décimaux consécutifs de
longueur 1 million (il y en a 10'°°°°*°), 'une
d’elles se retrouve présente une infinité de fois
dans les décimales de ... et c’est vrai en chan-
geant la longueur et en prenant n’importe quel
nombre réel a la place de .

Ladémonstration est simple. On parcourt les
décimales par paquets de 1 million: paquet P,
commencant a la premicre décimale, paquet P,
commencant a la deuxieme décimale, etc. Puis on
range chaque entier # dans le tiroir étiqueté par
la séquence de décimales P . D’apres le principe
des tiroirs fini/infini, comme il n’y a que
10'°°°°° tiroirs (il n’y a que 10'°°°°*° séquences
distinctes) et qu’on y range tous les entiers, I'un
des tiroirs contient une infinité de nombres. La
séquence de 1 million de chiffres écrite sur ce
tiroir est donc présente une infinité de fois dans
les décimales de .

A vrai dire, on conjecture que «toute
séquence finie de chiffres, quelle que soit sa
longueur, est présente une infinité de fois dans
les décimales de 7r»; mais contrairement a



ENTRAINEMENT SPORTIF

n champion souhaite organiser ses séances
d’'entrainement pour les 30 prochains jours.
Il s'entraine par heures entiéres et veut s'entrainer
45 fois (donc 45 heures). Il veut s'entrainer au moins
une heure par jour. Montrer que nécessairement,
dans le programme qu'il se fixe, il y a une série
de jours consécutifs ou il s'entrainera exactement
14 heures.
Démonstration
Considérons le total des heures qu'il aura fait
au bout d'une journée, deux journées, etc.
Cela donne 30 nombres entiers S, < S, <...< S, =45.

On veut démontrer qu'il existe i et j tels que S, + 14 = S}..

en ajoutant 14 a chaque nombre.Ona:
S,+14<S§,+14<..<S, +14=45+14 =59.

Les 60 nombres entiers S, S,, .., S, etS, +14,8,+14, ...,
S,, + 14 sont tous compris entre 1 et 59. D'aprés

le principe des tiroirs (ici 59 tiroirs, 60 objets),

deux de ces nombres, notons-les X et Y, sont égaux.
Les nombres X et Y ne peuvent pas étre tous les deux
parmi les 30 premiers a cause des inégalités strictes,
ni tous les deux parmi les 30 derniers. Il y en a donc
un parmi les 30 premiers, disons S],, et un autre parmi
les 30 derniers, disons S, + 14. Nous avons trouvé S,

et S], tels que S, + 14 = S.. C'est ce que nous voulions.
Remarquons que le raisonnement marcherait encore

Considérons les inégalités écrites au-dessus

en remplacant 14 par 13 ou 12, oull..ou 1.

BIBLIOGRAPHIE

Y. Aharonov et al., Quantum
violation of the pigeonhole
principle and the nature

of quantum correlations,
PNAS, vol. 113(3),

pp. 532-535, 2016.

B. Rittaud et A. Heeffer,
The pigeonhole principle,
two centuries before
Dirichlet, The Mathematical
Intelligencer, vol. 36,

pp.- 27-29, 2014.

O. Beyersdorff et al., A lower
bound for the pigeonhole
principle in tree-like
resolution by asymmetric
Prover-Delayer games,
Information Processing
Letters, vol. 110(23),

pp. 1074-1077, 2010.

J. Gaspar et U. Kohlenbach,
On Tao's “finitary” infinite
pigeonhole principle, The
Journal of Symbolic Logic,
vol. 75(1), pp. 355-371, 2010.

P. G. L. Dirichlet,
Recherches sur les formes
quadratiques a coefficients
et a indéterminées
complexes, Journal fiir die
reine und angewandte
Mathematik, vol. 24,

pp. 291-371, 1842.

’affirmation tirée du principe des tiroirs, cet
énoncé plus précis reste une hypothese.

Le principe des tiroirs fini/infini se généra-
lise en considérant ’algebre des cardinaux
transfinis. Indiquons seulement la version de
cette généralisation concernant les ensembles
infinis dénombrables, ensembles dont les élé-
ments peuvent étre mis en correspondance un
aun avec les nombres entiers, et les ensembles
infinis non dénombrables, trop gros pour
qu’une telle correspondance existe.

Principe des tiroirs
dénombrable/non dénombrable

Quand on range une infinité non dénombrable
d’objets dans un meuble contenant une infinité
dénombrable de tiroirs, "un des tiroirs contient une
infinité non dénombrable d’objets.

Application. Si E est un sous-ensemble
non dénombrable du plan et qu’un pavage du
plan est donné (par exemple par des carrés)
alors ’'un des pavés contient une infinité non
dénombrable d’éléments de E. On répartit
les points dans des tiroirs correspondant aux
pavés qui constituent une infinité dénom-
brable. Parfois, un point de E appartient a
plusieurs pavés (car les bords des pavés sont
communs); on le place alors au hasard dans
le tiroir associé a 'un des pavés concernés.
Quand tous les points sont placés, on
applique le principe des tiroirs: 'un des
tiroirs contient donc une infinité non dénom-
brable d’éléments, et donc I'un des pavés
contient une infinité non dénombrable de
points de E.

Le principe des tiroirs fini/infini est impor-
tant en logique et Terence Tao, célébre mathé-
maticien australo-américain lauréat d’une
médaille Fields en 2006, a proposé un axiome
qui exprime ce principe dans un langage
logique élémentaire. Cet axiome est
aujourd’hui discuté et on étudie sa force (voir
la bibliographie). Les travaux autour de ces
questions constituent une indication indi-
recte que les principes des tiroirs sont des

énoncés singuliers exprimant de maniere
concise des affirmations logiques puissantes...
malgré leur apparente évidence.

Ce contenu logique réellement intéressant
du principe des tiroirs et de ses variantes est
d’ailleurs confirmé par d’autres travaux menés
en démonstration automatique a propos d’une
méthode de calcul logique dénommée résolu-
tion. On étudie la transcription en logique pro-
positionnelle de I’affirmation: si m objets sont
mis dans # tiroirs et que m>n, alors 'un des
tiroirs contient au moins deux objets. On
essaie de voir quelles sont les démonstrations
les plus courtes possible de la formule. On
découvre qu’elles sont toutes assez longues,
ce qui confirme que, méme si elles nous appa-
raissent aller de soi, les affirmations tirées du
principe des tiroirs quand on fait varier n et m
ne résultent pas sans efforts des vérités
logiques élémentaires adoptées comme
axiomes.

UN PRINCIPE FAUX
EN MECANIQUE QUANTIQUE ?

Une derniere preuve que ces principes ne
sont pas uniquement des banalités vient
d’étre proposée par Yakir Aharonov, de 'uni-
versité de Tel Aviv, et des collegues. Leur
article paru en 2016 dans la revue de ’Acadé-
mie des sciences des Etats-Unis affirme éta-
blir que la forme la plus élémentaire du
principe des tiroirs, «Si trois objets sont pla-
cés dans deux tiroirs, alors 'un des tiroirs
contient deux objets», est fausse en méca-
nique quantique.

Si comme moi vous avez du mal a com-
prendre l’article (voir la bibliographie), qui a
provoqué quelques réactions critiques, et a
savoir ce que peut signifier qu’en mécanique
quantique le principe des tiroirs soit faux, ce
n’est pas tres étonnant. Apres tout, le grand
physicien américain Richard Feynman avait
lui-méme déclaré que «personne ne com-
prend la mécanique quantique»! m
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ENDEZ-VOUS

Le tableau La Pose enchantée (en haut, avec des
couleurs reconstituées), de Magritte, , n'existe plus.
L'artiste I'a découpé et en a réemployé les morceaux
pour réaliser d'autres ceuvres. La radiographie
(ci-dessus) a révélé que le quart supérieur droit se
dissimulait sous Dieu n'est pas un saint (ci-contre).
C'est le dernier fragment qui manquait.
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n 1929, la crise venue des Etats-Unis
débarque en Europe. Parmi ceux qu’elle
a considérablement appauvris, on compte
le peintre belge René Magritte. Il a quitté
deux ans auparavant son pays pour Paris,
ou il a fréquenté les surréalistes (André
Breton, Paul Eluard, Max Ernst...), mais il
est contraint de rentrer, désargenté, a
Bruxelles en 1930. En particulier, il est
privé du soutien financier de la galerie
bruxelloise Le Centaure, qui a fermé.

S’ouvre alors une période de vaches
maigres qui durera plusieurs années.
Pour s’adonner a son art, il est conduit
a des actes extrémes. C’est ainsi qu’il
découpe en quatre morceaux l'une de
ses toiles, La Pose enchantée, peinte
en 1927 (voir page ci-contre). On connait
ces deux femmes nues accoudées sur
des colonnes brisées grace a une photo-
graphie, en noir et blanc, qui figure dans
le Catalogue raisonné de l’artiste avec la
mention: «Localisation inconnue [...]
probablement détruite.» Que sont deve-
nus les fragments?

La découverte de la derniere piece du
puzzle a été annoncée en novembre 2017

CECI

N'EST PAS
UN PUZZLE

Grace a laradiographie,
on aretrouvé le dernier
fragment d’une toile

de Magritte que le peintre
avait découpée en

quatre pour en faire

de nouvelles ceuvres.

par une équipe conjointe des musées
royaux des Beaux-Arts de Belgique et le
Centre européen d’archéométrie de 'uni-
versité de Liege. Reprenons ’enquéte
depuis le début.

EPARPILLE PAR PETITS BOUTS

La premiere piece, le tableau intitulé
Le Portrait, peint en 1935, a été repérée
en 2013 par Anne Umland et Michael
Duffy, du musée d’Art moderne de New
York, alors qu’ils préparaient une exposi-
tion. En remarquant qu’une autre ceuvre
se cachait sous celle visible, ils ont radio-
graphié la toile: les rayons X ont révélé
qu’il s’agissait du quart supérieur gauche
de La Pose enchantée.

Encouragée par ce premier succes, la
méme équipe a pisté les toiles dont les
dimensions pouvaient correspondre aux
ceuvres recherchées et a sondé la face
cachée du Modéle rouge, peint en 1935 et
conservé au musée Moderna, a Stockholm,
en Suede. Gagné! C’était le quart infé-
rieur gauche.

D’autres limiers ont ensuite pris le
relais. Leur traque les a menés dans un
musée de Norfolk, en Grande-Bretagne.
Cette fois, en 2016, la radiographie mit
en évidence le quart inférieur droit du
tableau original sous La Condition
humaine, elle aussi réalisée en 1935. Un
seul morceau restait a trouver...

C’est 1a qu’entre en sceéne le projet
Magritte on practice, qui a consisté a étu-
dier chaque toile du musée Magritte, a
Bruxelles, la plus vaste collection

d’ceuvres de Partiste. La piece manquante
était bien a Bruxelles, dissimulée sous les
traits de Dieu n’est pas un saint, daté
entre 1935 et 1936. La mission était accom-
plie et le dossier classé: La Pose enchantée
était entierement reconstituée.

On remarque que le réemploi des
morceaux a attendu au moins cing
années. On peut y voir le signe d’une hési-
tation, Magritte ayant peut-étre eu du mal
a se résoudre a ce sacrifice. Y en a-t-il eu
d’autres? Probablement, car certains spé-
cialistes prétent au peintre la facheuse
habitude de recycler ses toiles.

Un autre indice vient du Catalogue rai-
sonné, ou de nombreux tableaux portent
la mention «Localisation inconnue».
Sont-ils 1a, sous nos yeux, et surtout sous
d’autres couches de peintures?

Francisca Vandepitte, des musées
royaux des Beaux-Arts de Belgique, le
pense: «Si nous avons la possibilité de
poursuivre ces recherches, il y a tout lieu
de s’attendre a ce que d’autres tableaux
disparus de Magritte fassent surface.»

Les 42 huiles et 21 gouaches que ’on
connait de lartiste ne seraient alors que
la face visible d’une ceuvre beaucoup plus
vaste. Les expositions dédiées a Magritte
seront désormais multicouches! ®

Le communiqué de Puniversité de Liége:
http:/[bit.ly|PLS-Magritte

Retrouvez la rubrique
Art & science sur
www.pourlascience.fr
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