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our modéliser les réseaux

de neurones, Warren
McCulloch et Walter Pitts ont
imaginé en 1943 un modéle
ou l'état du neurone change
en fonction des influx recus
de ses voisins : le neurone
évalue le cumul de ses influx
et s'il dépasse un certain
seuil, spécifique du neurone,
lui-méme émet un influx. Ce
modele et ses variantes sont
devenus importants en
intelligence artificielle.

Voici une version précise
de ce modéle pour lequel le
théoréme de la période 1 ou 2
de Goles et Olivos est vrai.
Les neurones ou nceuds du
graphe sont notésN,, N,

.., N,. D'un instant a Uautre,
le neurone N, passe de l'état
« non excité » (NON), dont la
valeur est 0, a l'état « excité »
(OUI), qui vaut 1, si la somme

des influx de ses voisins
dépasse une valeur s, appelée
seuil d'excitation. Cette
somme peut étre pondérée
par des coefficients a,
a condition que les
coefficients de pondération
soient symétriques (a, =a,).
La régle pour passer d'un état
alautre est:
L'état du noeud N est excité
a l'étape t + 1 sila somme
des produits a, x (valeur
du noeud N .a f'étape t) pour

J 5
tous les N] auquel N, est relié
dépasse le seuil s, de ce noeud.
En choisissant bien
les seuils s, et en prenant
lesa égaux a1 ou 0 selon
que N, estlié a N] ou non,
on retrouve le modéle
de la dynamique majoritaire.
Le théoréme de la période 1
ou 2 est vrai pour ce modeéle
neuronal.

LIENS DE DESACCORD ET LIENS AIGRES

ans la démonstration du

théoréme de Goles et
Olivos donnée a la fin de
l'article, on utilise la notion
de paire de nceuds aigres :
(N, N’) est aigre si N a
linstant t ne choisit pas
la méme chose que N’ a
linstant t + 1. On démontre
que le nombre de paires de
noeuds aigres diminue
nécessairement et finit par se
stabiliser. Cela semble un peu

compliqué et on aurait aimé
simplifier la démonstration
en établissant que le nombre
de paires de nceuds (N, N') en
désaccord (N et N’ choisissent
différemment a linstant t)
diminue. Il se trouve que c'est
faux : le nombre de paires

de noeuds en désaccord
augmente parfois quand

on applique la dynamique
majoritaire. Le dessin illustre
une telle situation.

> quand n augmente et vérifie précisément que:
la suite nb(N, n)"" est bornée, et la limite de
toute suite extraite convergente est inférieure
a 1+1/D” ou D est le plus grand nombre pair
strictement inférieur a D.

Cela est un peu dur a avaler... tout n’est pas
toujours aussi simple qu’on le souhaiterait!
Heureusement, ’application a des cas particu-
liers est facile.

Considérons le quadrillage du plan. On a
D=4,D =2,1+1/D"=3/2. Le nombre de nceuds a
distance au plus n d’un nceud N est (n+1)*+n*
(voir le dessin dans Pencadré 2). On vérifie que la
suite numérique nb(N, n)/"=((n+1)*+n*)"" a
pour limite 1, ce qui est inférieur a 3/2. La condi-
tion (b) est donc vérifiée. Pour le graphe pla-
naire infini du quadrillage du plan, le théoréme
de la période 1 ou 2 est donc vrai.

Il en va de méme pour le réseau de ’espace
composé de cubes oli chaque noeud est 1ié a six
neeuds, et pour bien d’autres graphes infinis...
mais pas pour I’arbre binaire infini!

QUAND UN NEUD
EST NON CONFORMISTE

Venons-en maintenant aux résultats les
plus récents qui envisagent l’introduction
d’une sorte de mouton noir ne se soumettant
pas a la regle majoritaire.

Le modele considéré est un peu plus géné-
ral que celui décrit plus haut, ce qui renforce
d’ailleurs P'intérét des résultats récents. Nous
noterons N, N , ..., N, les noeuds du graphe. Le
nceud N sera le nceud non conformiste.

Sa décision de choisir OUT ou NON pour le
jour t+1 est fondée sur un mécanisme précis
qui ne dépend que des choix faits par ses voi-
sins le jour t. 'individu non conformiste N a
retenu certaines configurations de ses voisins,
par exemple {voisin 1, voisin 2} et {voisin 2, voi-
sin 3, voisin 4}, et si chaque voisin de 'une de
ces configurations a choisi NON le jour t,
N, choisira NON le jour t+1. Dans tous les
autres cas, N, choisit OUT le jour t+1.

Les autres noeuds adoptent un principe de
seuil qui généralise I'idée du vote majoritaire :
pour >1, un nceud N, choisit NON le jour t+1

sile nombre de ses voisins qui ont choisi NON
le jour ¢ est supérieur ou égal 2 un nombre fixés,
(s, est le seuil qui lui fait choisir de voter NON).
Le seuil s, dépend du nceud N, mais une fois
ces seuils fixés, ils ne changent plus.

L’idée de ce modele est que certains
membres de la communauté sont plus conci-
liants que d’autres et sont donc plus facilement
préts a choisir OUI Si par exemple chaque
neeud possede 10 voisins, certains ne se déci-
deront a choisir NON pour le jour f+1 que
lorsque plus de 9 voisins auront choisi NON le
jour t, alors que d’autres opteront pour le NON
des que 6 voisins auront choisi NON le jour t;
d’autres, plus enclins encore a un vote négatif,

NOMBRE DE PAIRES EN
DESACCORD EN BLEU 10 12

NOMBRE DE PAIRES
AIGRES EN VERT

2+1+1+1+1+1=7 1+0+1+1+0+3=6

7

0+0+0+0+0+0=0

12 6

—>

0+2+0+0+2+1=5 3+0+0+0+0+0=3
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choisiront NON des que deux de leurs voisins
auront choisi NON le jour t.

Voici les théoremes récents qui généra-
lisent le théoreme de la période 1 ou 2.

(A) Sil'on accepte que deux voisins de N,
soient eux-mémes voisins (présence d’un
triangle N, N, N)), alors la présence d’un nceud
non conformiste rend possible toute longueur
de cycle. Pour avoir la période 3, il faut que
N, soit voisin de lui-méme (boucle).

(B) Si deux voisins de N ne sont jamais
voisins (pas de triangle N, N, N)), et qu’un
neeud n’est jamais considéré comme voisin de
lui-méme, alors, quelle que soit la regle appli-
quée par le nceud non conformiste N, et quels
que soient les seuils choisis par les autres
neeuds, seuls des cycles de longueur 1, 2 ou 4
sont possibles.

(C) Sous les mémes conditions, mais en
acceptant maintenant qu’un noeud puisse étre
son propre voisin (boucle), les longueurs des
cycles possibles sont tous les entiers de la liste
1,2,3,4,6,8,10, 12.

(D) Dansle cas oule nceud N suit une regle
d’antimajorité, il choisit le jour t+1 ce qui était
minoritaire chez ses voisins le jour t, et main-
tenant méme si deux de ses voisins sont liés,
les cycles possibles sont : 1, 2, 4, 5, 6 et 10 quand
iln’y a pas de boucle.

(E) 11 faut ajouter 3 et 8 si les boucles sont
autorisées.

Les chercheurs ont par ailleurs établi que
ces résultats sont les meilleurs possibles en
montrant qu’en respectant les hypotheses des
théoremes, chacune des longueurs de cycles
énumeérées se produit réellement.

L’encadré 3 donne des exemples de ces
extraordinaires situations ot des longueurs de
cycles autres que 1 et 2 se produisent.

COMMENT PROUVER
CE GENRE DE CHOSES ?

A titre d’exemple, voici, pour les plus cou-
rageux, en évitant toute formule et en simpli-
fiant au maximum, la démonstration de la
forme envisagée au début de cet article du
résultat de Goles et Olivos.

Contexte. On se donne un graphe fini indi-
quant les liens entre personnes d’une commu-
nauté. Chaque nceud du graphe a un avis OUI
ou NON a P’instant o. De l'instant t a I'ins-
tant t+1, chaque noeud peut changer d’avis.
Quand plus de la moitié de ses voisins sont
d’avis contraire au sien, il prend alors I’avis de
cette majorité de voisins. En cas d’égalité, il
conserve son avis.

Affirmation. Au bout d’un certain temps,
ce mécanisme conduit a une stabilisation de
tous les avis, ou alors a une oscillation des avis
entre deux états, autrement dit le graphe
reprend le méme état exactement au bout des
deux étapes.

Démonstration. On dit qu'un couple de
neeuds (N, N’) est «aigre entre 'instant ¢ et
l'instant t+1» si N et N’ sont reliés et que N a
linstant t a un avis différent de N’ a I'instant t+1
(attention: on ne considere pas le méme ins-
tant pour N et N).

Montrons qu’il y a stabilité ou décroissance
quand on passe du nombre de couples aigres
entre f-1 et t au nombre de couples aigres
entretet t+1.

Considérons un nceud particulier N, fixé.
Soit m le nombre de couples (N, N’) aigres
entre t-1 et t. Et soit n le nombre de
couples (I\’, N) aigres entre t et t+1. Nous
allons montrer que m=n.

Cas 1. Supposons que N ne change pas
d’avis entre t-1 et t+1. Alors, nécessairement:
n=m. En effet, si N a le méme avis a 'instant t-1
et a I'instant t+1 (nous I’avons supposé) et si
N’ est lié a N, alors N a ’instant t-1 a un avis
différent de N’ a I'instant ¢ si et seulement si N’
a linstant t a un avis différent de N a
l'instant ¢+1.

Cas 2. Supposons que N change d’avis entre
I'instant -1 et Iinstant t+1. Deux cas sont
possibles.

(a) Nagardé le méme avis entre t-1ett, et
a changé d’avis entre t et t+1. A P'instant t, N
était donc entouré de plus de nceuds ayant un
avis différent du sien que de noeuds ayant le
méme avis que le sien. Il y avait donc plus de la
moitié des couples (N, N”) liés qui étaient
aigres entre I'instant t-1 et 'instant t et moins
de la moitié des couples (N’, N) qui étaient
aigres entre ¢ et t+1. C’est donc que n<m.

(b) N a changé d’avis entre t-1 et t, et I'a
gardé entre t et t+1. Si N a gardé le méme avis
entre l'instant ¢ et 'instant f+1, c’est qu’a l'ins-
tant ¢, il y avait plus de nceuds N’ liés & N qui
étaient de son avis (contraire a celui qu’il avait a
l'instant t-1), disons k, que de nceuds voisins
ayant un avis différent, disons h: k>h. On
remarque alors que m==k et n=h. Onadonc n<m.

SiN change d’avis entre f-1 et t+1 onadonc
toujours n<m. Le regroupement des cas 1 et 2
signifie que n<m.

Le noeud N était fixé. Faisons-le varier. On
obtient que le nombre total de couples (N’, N)
aigres entre l'instant t et 'instant f+1 (c’est la
somme des n associés a chaque nceud N) est
inférieur ou égal au nombre total des
couples (N, N”) aigres entre I'instant f-1 et 'ins-
tant ¢t (qui est la somme des m associés a chaque
neeud N). Le nombre de couples aigres entre ¢
et t+1 est donc inférieur ou égal au nombre de
couples aigres entre t-1 et t. Dit autrement, le
nombre de couples aigres décroit ou reste stable.

Ce nombre total ne peut décroitre indéfi-
niment; arrive donc un moment ou il se stabi-
lise. Quand il est stabilisé, le cas 2 ne se produit
plus, donc chaque nceud d’un instant t-1 a
linstant t+1 garde le méme avis. CQFD. B
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L’ARAIGNEE,

UN GUIDE POUR

L'HUMANITE

Au palais de Tokyo, a Paris, Tomas Saraceno installe ses ceuvres,
qui, de I'infiniment petit a 'infiniment grand, entre art, science
et architecture, nous obligent a repenser nos liens avec le monde.

Les araignées y ont la part belle!

a Maman de Louise Bourgeois, PArai-
gnée Rouge d’Alexander Calder, La
Princesse congue par Francois
Delaroziére... En art (comme en science-
fiction d’ailleurs), les araignées ont la
facheuse tendance a étre monumentales:
chacune des ceuvres citées ci-dessus fait
plus de 10 metres! Ce n’est pas le cas
avec lartiste argentin Tomds Saraceno, a
qui le palais de Tokyo, a Paris, offre carte
blanche. Ses araignées sont d’une taille
de 'ordre du centimetre. Et pour cause,
ce sont des vraies!
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Parmi les ceuvres que propose ’expo-
sition «On Air» (plus d’'une quinzaine), les
arachnides occupent une place de choix.
Ainsi, Event Horizon donne a entendre les
vibrations émises par Holocnemus pluche,
une araignée hote des sous-sols du palais
de Tokyo, 2 la toile de laquelle sont trans-
mis, en direct, les signaux captés par ’an-
tenne Virgo de 'observatoire gravitationnel
européen. Cet animal tres sensible serait-il
capable de détecter les ondes gravitation-
nelles? C’est le pari de lartiste.

Webs of at-tent(s)ion rassemble, dans
une grande salle obscure, 76 toiles
d’araignées (voir la photographie ci-
contre) de diverses especes. Certaines
sont reliées a des microphones qui
amplifient et rendent audibles les vibra-
tions qui les parcourent.

Dans Sounding the Air, cinq filaments
de soie d’araignée flottent et résonnent
dans P’air en fonction des mouvements
invisibles de I’air provoqués par les

Une toile d'araignée?
Plutét une extension

de l'appareil sensoriel
de I'animal, par laquelle
son univers s'agrandit!

changements de température, le flux des
visiteurs et leur respiration.

Un dernier? Le film Living at the Bottom
of the Ocean of Air montre une argyronete
Argyroneta aquatica, une araignée qui vit
sous I’eau, respirant grace a une bulle d’air
enveloppant son abdomen.

Pourquoi tant d’araignées? Selon
Tomas Saraceno, leurs toiles constituent
certes leur habitat mais plus encore le pro-
longement de leur corps et particuliere-
ment de leur appareil sensoriel. Les fils de
soie deviennent ainsi pour 'arthropode des
oreilles, des yeux... De méme, I’art doit aug-
menter notre attention a ce qui se passe
autour de nous, dans le monde en pleine

© Photography Studio Tomas Saraceno, 2018





