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I LOGIQUE & CALCUL

ertains des résultats que nous

allons présenter serviront aux

enseignants pour animer leurs

classes avec des problemes

amusants que 'on résout en réa-

lisant de petits dessins; d’autres
serviront a concevoir des exercices de pro-
grammation et montreront 'utilité des ordina-
teurs en mathématiques; d’autres encore
illustreront que partout, méme au sujet des
plus élémentaires structures géométriques, se
glissent de délicates questions qui exigent de
longs raisonnements, et parfois restent non
résolues.

L’ENIGME DU NOMBRE
DE DECOUPAGES

1l existe 4 facons de découper un triangle en
trois triangles plus petits (triangles A1 a A4 dans
Pencadré 1, page ci-contre). Un seul de ces décou-
pages (A1) ne contient pas de triangles se
regroupant en un triangle interne: on dira que
c’est un découpage premier (par analogie avec
les nombres premiers). Quand nous affirmons
qu’il n’y a qu'un seul découpage premier d'un
triangle en 3 triangles, nous voulons dire que
tout autre découpage premier d’'un triangle en
3 triangles se ramenera a celui-1a par une trans-
formation continue du plan qui préserve les
segments de droites utilisés dans les dessins.

En langage plus simple, deux découpages
seront considérés équivalents si, en ayant des-
siné le premier sur une feuille de caoutchouc
parfaitement élastique, on sait déformer la
feuille en s’arrangeant pour que les segments

DECOUPER
UN TRIANGLE
EN TRIANGLES

Est-il possible de découper un triangle en un nombre donné
de morceaux triangulaires plus petits? Aujourd’hui encore,
on découvre de nouveaux et remarquables résultats

sur ce type de questions.

de droites des dessins restent droits a chaque
instant, sans la déchirer ni la replier, et qu’on
réussit a faire coincider le premier découpage
avec le second. On dit alors qu’il n’y a qu'un
seul découpage premier du triangle en
3 triangles «a une déformation topologique
continue pres». Dans la suite, nous ne men-
tionnerons plus, en général, cette précision.

Autre résultat, qui demande plus de soin: il
existe 23 découpages d’un triangle en
4 triangles, et 3 d’entre eux sont premiers.
Amusez-vous a reconnaitre les découpages pre-
miers dans les figures de ’encadré 1 ou, mieux,
essayez de retrouver vous-méme les 23 décou-
pages (de B1 a B23).

Une autre question se pose: les 23 décou-
pages sont-ils tous vraiment différents au sens
topologique? Pour s’en assurer voici une
méthode. Pour chaque découpage, on consi-
dere les points de rencontre des segments inté-
rieurs au triangle et on note leurs
caractéristiques.

Pour le découpage B1, par exemple, il n’y a
qu’un seul point intérieur, et il correspond a la
rencontre de 3 segments. On notera cela {3}.

Pour le découpage B2, on a 2 points inté-
rieurs, le premier est la rencontre de 3 seg-
ments, tandis que le second est la rencontre
d’une extrémité de segment avec un point inté-
rieur & un segment. On notera {3, 1+1/2} cette
caractéristique du découpage.

Le troisieme découpage B3 aura ainsi pour
caractéristique {4}. Viennent ensuite
{1+1/2, 1+1/2, 1+1/2} pour le triangle Bg4,
{} pour Bs (il n’y a aucun point intérieur).



DECOUPER UN TRIANGLE EN 3 OU 4 TRIANGLES

s ont dessinées ici les diverses facons de découper
un triangle en 3 triangles (schémas A1 a A4) ou

en 4 triangles (schémas B1 a B23). Si l'on interdit

a un regroupement de triangles d'en former un,

il reste une seule facon (le découpage A1) de découper
un triangle en 3, et trois de le découper en 4

(les découpages B4, B5, B16). Les segments tracés

en rouge délimitent les triangles du découpage ;

les regroupements de triangles formant eux-mémes A3
un triangle sont en bleu (découpages « non premiers »).
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Pour I’ensemble des découpages en
4 triangles, on a la liste de caractéristiques sui-
vante: Bi: {3}; B2: {3, 1+1/2}; B3: {4};
B4: {1+1/2, 1+1/2,1+1/2}; B5: {}; B6: {1+1/2};
B7:{1+1/2}; B8:{1+1/2,1+1/2}; Bo: {1+1/2,1+1/2};
Bio: {1+1/2}; B11: {1+1/2, 1+1/2}; B12: {};
B13: {}; B14: {2+1/2}; B15: {}; B16: {2+1/2};
B17: {1+1/2}; B18: {1+1/2, 1+1/2}; B19: {1+1/2};
B20:4}; B21: {1+1/2}; B22: {}; B23: {2+1/2}.

Les dessins dont les caractéristiques sont
différentes ne peuvent pas étre égaux a une
déformation topologique continue pres, car de
telles déformations ne changent pas les carac-
téristiques notées entre accolades telles que
nous les avons définies. Il reste quelques cas a

considérer de plus pres, car:

(A) les découpages Bs, B12, B13, B15, B20, B22
sont tous du type {};

(B) les découpages B6, B7, Bio, B1y, B1g, B21
sont tous du type {1+1/2};

(C) les découpages B8, B9, Bi1, B18 sont du
type {1+1/2, 1+1/2};

(D) les découpages Bi4, B16 et B23 sont du
type {2+1/2}.

Pour s’assurer que dans chacune de ces
quatre catégories, il n’y a pas de découpages
équivalents, on parcourt le périmetre de
chaque triangle découpé en considérant suc-
cessivement les trois sommets, puis les trois
cotés, et ’on note le nombre de segments du >
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PAVER UN TRIANGLE

I LOGIQUE & CALCUL

> découpage qui touchent I’élément en question

en indiquant les regroupements. On sépare les
trois nombres associés aux sommets des trois
nombres associés aux cOtés par un trait verti-
cal. Si deux découpages sont identiques au sens
topologique, alors ils auront les mémes deux
paquets de trois nombres (a ’ordre pres des
¢léments dans chaque paquet). Pour le décou-
page Bs, par exemple, ona [0, 0,0 2, 2, 2].

Pour les découpages (A), de type {}, on a
ainsi:
Bs5 [0, 0,0 | 2,2,2],B12[1,0,0 | 2,1+2, O],
B13[1,0,0[1+1,3,0],B15[3,0,0] 0,1+1+1,0],
B2o[2,0,0|0,1+2,1],B22[1,0,0]1,3,1].
Les crochets sont tous différents. On en déduit
qu’il ne peut pas y avoir d’égalité entre les
découpages de type {}.

Les découpages (B), de type {1+1/2}, donnent:
B6 [2,0,0|0,2+1,0],B7[1,0,0 2,2, 0],
Bio [2,0,0|0,2,1],B17[1,1,0] 1,1, O],
B19[2,1,0]0,1+1,0],B21[1,1,0| 0, 2,1].

Les découpages (C), du type {1+1/2, 1+1/2}:
B8 [1,1,0| 0,2, 0],B9 [2,1,0] 0, 0,1],
Bi1[2,1,0]0,1,0],B18[1,1,1] 0,1, 0] Les
découpages Bg et Bi1 ayant les mémes deux
paquets de trois nombres, il faut les examiner
plus attentivement. Ils différent topologique-
ment, car les deux points intérieurs du décou-
page Bg sont sur un méme segment, alors qu’ils
sont sur deux segments différents dans le
découpage Bi1.

Pour les découpages (D), de type {2+1/2}:
Bi4[1,1,0| 0, 1+1, 0], B16 [1,1,0 | 0, 1, 1],

T out triangle peut étre
pavé par n? triangles
semblables a lui-méme et
égaux (A).

Le triangle rectangle
d'angles 30°, 60° et 90°
se découpe en deux
triangles semblables a
lui-méme mais de tailles
différentes (B), en trois
triangles semblables a
lui-méme et de méme
taille (C), et en quatre
triangles semblables a
lui-méme et de méme
taille (D, E, F).

Un triangle rectangle T
de c6tés n et m peut étre
pavé par n? + m? triangles
semblables a lui-méme.
Le triangle G correspond
a5=12+22 letriangle H
al3=32+22etletriangle
a74=5+72
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B23[1,1, 0 [1, 1, 0]. Les découpages B16 et B23
sont bien différents: pour B16, jamais plus de
deux extrémités des segments de découpage ne
joignent un méme c6té du grand triangle, alors
que pour B23, trois des extrémités de ces seg-
ments joignent le c6té droit du triangle.

Ainsi, les dessins B1 a B23 de ’encadré 1
sont tous différents.

Que se passe-t-il pour les découpages en
davantage de triangles? Aujourd’hui, on connait
8 découpages premiers d’un triangle en
5 triangles, et 62 découpages premiers en
6 triangles. Mais on n’est certain ni que les
listes connues soient completes, ni qu’elles ne
contiennent pas de découpages équivalents
(voir www.mathpuzzle.com/triangle.html).

Un calcul de ces suites a été mené par
Miroslav Vicher et a conduit au tableau suivant,
qui attend confirmation (voir www.vicher.cz/
puzzle/triangles/triangles.htm).

Nombre de Nombre de Nombre de
triangles découpages découpages
premiers
2 1 1
3 4 1
4 23 3
5 180 8
6 1806 62
7 20198 535
8 227120 4213




© Michael Beeson (triangle équilatéral découpé en 10935 triangles)

Un autre probléme de découpage fait ’ob-
jet de questions imparfaitement résolues, mal-
gré de récents progres dus au mathématicien
et logicien américain Michael Beeson qui,
depuis une dizaine d’années, s’est passionné
pour le sujet, redécouvrant parfois sans le
savoir certains des résultats établis par d’autres
mathématiciens, dont le Hongrois Miklds
Laczkovich.

DECOUPAGE EN TRIANGLES
SEMBLABLES

Michael Beeson a concentré son énergie sur
le découpage de triangles en triangles sem-
blables plus petits: ce sont des pavages d'un
triangle par des triangles.

Le résultat le plus élémentaire sur ces ques-
tions s’appuie sur le pavage d’un triangle par
un triangle n fois plus petit: chaque coté est
n fois plus petit que le coté correspondant du
triangle de départ. On découpe chaque c6té en
n segments de méme longueur, et 'on trace a
partir de ces points tous les segments de
droites paralleles aux cotés qui s’en déduisent
(voir la figure A de encadré 2).

L’observation de la figure est amusante, car
elle permet de démontrer visuellement la for-
mule 1+3+5+...+(2n-1)=n>: la somme des
n premiers nombres impairs vaut #* On rai-
sonne sur la figure en cinqg étapes:

(a) Les triangles situés a un méme niveau (de
la méme couleur sur notre dessin) sont au
nombre de 1, puis 3, puis 5, puis 7, etc.: a chaque
étape, il s’en ajoute deux.

(b) Le nombre total de petits triangles est donc
1+3+5+...+(2n-1).

(c) L’aire de chaque petit triangle est n* fois
inférieure a l’aire du triangle de départ, car
Paire varie comme le carré de la longueur et que
les cbtés des petits triangles sont exactement
n fois inférieurs a ceux du grand.

(d) Puisqu’ils recouvrent exactement la surface
du triangle de départ, leur nombre est n2

(e) Conclusion: 1+3+5+...+(2n-1)=n*

Ce que nous retiendrons ici est que tout
triangle T peut étre pavé par n* petits triangles
identiques et semblables a lui-méme, et cela
quel que soit Pentier n. Autrement dit, un
découpage d’un triangle en n* triangles de
meme taille et semblables a lui-méme est pos-
sible pour tout triangle T et pour tout entier .

La question générale qui vient a I’esprit
est alors: pour quels entiers m existe-t-il des
triangles T pavables par m triangles
semblables?

Trois variantes du probleéme sont possibles,
selon qu’on exige ou non que les pavés aient la
méme taille, et qu’ils soient semblables au
triangle de départ:

Probléme A. Pour quels entiers m existe-t-il
un triangle T pavable par m triangles sem-
blables a T?

PAVER UN TRIANGL

PAR DES TRIANGLES IDENTIQUES

arecherche des pavages
d'un triangle par m triangles
identiques conduit a d'étranges
découvertes, comme ces pavages
par m = 6, 28, 44 et 153 triangles.
Certaines valeurs de m sont
impossibles, comme 7 et 11
(c'est démontré). Pour m = 14,
le probléeme est non résolu :
on ignore a ce jour s'il existe un
triangle pavable par 14 triangles
identiques.

m=6
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Les entiers m pour lesquels

il existe un pavage

du triangle équilatéral par

m triangles identiques sont
mal connus. Michael Beeson

a démontré qu'aucun nombre
premier supérieur a 3 ne
convenait pour m. Il a aussi
trouvé ce pavage extraordinaire
du triangle équilatéral par

m =10 935 triangles identiques
de cotés 3,5 et 7.
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13 "
14 ° 1>
37 29 24
N 5
24 20
16 15 20 19 12 19
23
5 11 15
3 13 15
15 10 2% 13 13
11 11 16 6
16
18 .
n Ay 7 {2
5 6 19 23 2 6
9 15 24 26
6
5
1 11 ‘
13 \16 18 19
N N 11 10
13 15 9 13
26 20
12 7
9 8
15
21 3

TRIANGLES ENTIERS

es triangles dont les c6tés ont des longueurs qui sont

On peut les découper eux-mémes en triangles entiers.
Chacun des 23 découpages topologiques d'un triangle en
quatre (voir l'encadré 1) peut étre réalisé avec des triangles
entiers. En voici quelques-uns. Pour la liste complete, voir
http://mathworld.wolfram.com/TriangleDissection.html.

des nombres entiers sont nommés « triangles entiers ».
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> Probléme B. Pour quels entiers m existe-t-il un
triangle T pavable par m triangles identiques et
semblables a T?
Probléme C. Pour quels entiers m existe-t-il un
triangle T pavable par m triangles identiques?

Le probleme A est assez facile. Le B est

assez difficile, mais résolu. Le C reste non
résolu.

LARITHMETIQUE A LA RESCOUSSE

Voici le joli petit raisonnement dii aux
mathématiciens américains Stephen Snover,
Charles Waiveris et John Williams qui permet
de résoudre le probleme A. On va répondre a
la question en démontrant que pour tout
entier positif m, il existe un triangle T pavable
par m pavés semblables a T. Ici, on n’impose
pas aux pavés d’étre de méme taille.

Donnons-nous un entier positif quel-
conque m. D’apres le théoreéme des 4 carrés de
Lagrange, conjecturé par Claude-Gaspard
Bachet de Méziriac en 1621 et démontré
en 1770 par Joseph-Louis Lagrange, tout
entier positif m s’écrit comme somme de
quatre carrés au plus. Il y a donc quatre cas:
(1) m=n*; (2) m=n>+p*; (3) M=n>+p>+1>;
(4) m=n>+p*+7r°+s>

Dans le cas (1), on utilise le découpage en
n* triangles (figure A, encadré 2), qui est possible
pour tout triangle T.

Dans le cas (2), on utilise le découpage clas-
sique du triangle rectangle en deux triangles
rectangles semblables au triangle initial (figure B,
encadré 2) par une hauteur, et on redécoupe cha-
cun de ces deux triangles, 'un en »* triangles,
Pautre en p* triangles (figure A, encadré 2). On
peut aussi utiliser les découpages de type G, H, I
de ’encadré 2.

Dans le cas (3), on utilise 'un des décou-
pages de certains triangles en 3 triangles sem-
blables (figure C), chacun des trois étant a son
tour découpé en n%, p?, et 7* triangles semblables
au triangle de départ.

Dans le cas (4), on procede de la méme
facon a partir par exemple des découpages en
quatre de ’encadré 2 (figures D, E, F).

DECOUPAGE POSSIBLE EN Nz, 3N
OU N*+P> TRIANGLES IDENTIQUES

Le probleme B de savoir pour quels entiers m
il existe des triangles T pavables par m triangles
identiques et semblables & T est aujourd’hui
completement résolu par les mémes chercheurs
que ceux qui ont trouvé ’astuce du théoreme de
Lagrange. Voici leur solution.

- Pour chaque entier m de la forme »*
(nombre carré), 3n* (triple d’un carré) ou n*+p*
(somme de deux carrés), il existe des
triangles T qu’on peut découper en m triangles
semblables a T et de méme taille. Les entiers
de l'une de ces trois formes sont les seuls pos-
sibles. Les séries sont:
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3n*: 0, 3,12, 27, 48, 75, 108, 147, 192, 243, 300,
363, 432, 507, 588, 675, 768, 867, 972, 1083, 1200,
1323, 1452, 1587, 1728, 1875, 2028, 2187, 2352,
2523, 2700, 2883, ...
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En les regroupant jusqu’a 100 (voir https://
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Le résultat pour 3n*> provient du découpage
en n* de chacun des trois triangles de la
figure C de 'encadré 2, découpage qui donne,
comme on le souhaite, 3n* triangles de méme
taille et semblables au grand triangle. Pour la
série de nombres n*+p?, il faut remarquer
qu’un triangle rectangle T de cOtés n et m peut
étre utilisé n*+m?* fois pour composer un
triangle rectangle semblable a T (voir les
figures G, H, I de ’encadré 2).

11 faut bien noter que la partie positive du
résultat est assez facile (on examine et on
contrdle les constructions proposées), mais
que ce n’est pas du tout le cas pour la partie
négative (consistant a montrer qu’il n’existe
aucun autre nombre pour lequel on puisse
faire le pavage recherché), qui est sensible-
ment plus délicate.

POSSIBILITES ET IMPOSSIBILITES
INATTENDUES

Le troisieme probleme (C) se révele d'une
incroyable difficulté, malgré quelques progres
récents. Rappelons qu’on se demande pour
quelles valeurs de m il existe un triangle T
pavable par m triangles T’ identiques (on n’im-
pose pas ici que T’ soit semblable a T).

Ce qui est fascinant dans ce probléme, c’est
qu’on découvre aujourd’hui encore des pavages
que personne n’avait repérés auparavant (voir
Pencadré 3). Ainsi, le découpage en 6 est pos-
sible maintenant. Plus surprenant, le décou-
page en 28 est possible. Michael Beeson I’a
découvert en utilisant un programme qui
devait ’aider a démontrer que 28 n’était pas
possible! Le découpage en 44 est aussi possible.
Le découpage en 153=3+12> était possible avant
(comme somme de deux carrés), mais un
pavage inattendu est apparu!

Deux résultats remarquables ont aussi été
démontrés. Le premier indique que les valeurs
m=7 et m=11 sont impossibles: aucun triangle
ne peut étre pavé par 7 ou 11 triangles iden-
tiques! N’est-il pas fascinant qu’une propriété
générale aussi simple du triangle n’ait pas été

découverte ou méme soupconnée jusqu’a
récemment? La plus simple des questions non
résolues est la suivante. Existe-t-il des triangles
pavables par 14 triangles identiques?

L’autre découverte récente de Michael
Beeson est que le pavage du triangle équilatéral
est impossible pour tout nombre premier au-
dela de 3. On connait aujourd’hui tres mal
l’ensemble des valeurs m pour lesquelles le
pavage en triangles identiques du triangle équi-
latéral est possible.

TRIANGLES A COTES ENTIERS

Les triangles a cotés entiers — nous dirons
«triangles entiers» - sont particulicrement élé-
gants et sont a origine d’amusantes questions
associant géométrie et arithmétique. Notons
d’abord qu’il résulte de 'inégalité triangulaire
(lalongueur d’'un c6té d’un triangle est toujours
inférieure a la somme des longueurs des deux
autres) que tout triplet d’entiers positifs (a, b, ¢)
tel que chaque somme de deux des trois entiers
est inférieure au troisicme détermine un triangle
dont les ctés ont comme longueurs (a, b, ¢).

La question du dénombrement de ces
triangles entiers n’est pas simple. Le résultat
proposé en 2000 par Tom Jenkins et Eric
Mullers est le suivant: pour un périmetre
donné n, le nombre de triangles entiers est ’en-
tier le plus proche de n?/48 sin est pair, et ’entier
le plus proche de (n+3)?/48 si n est impair.

Quand on découpe un triangle entier, peut-
on le faire de facon a n’avoir que des sous-
triangles entiers? Oui, c’est possible.
L’encadré 4 donne notamment quatre
exemples correspondant aux quatre décou-
pages topologiquement différents d’un triangle
en trois (les quatre dessins du haut). Pour cha-
cune des 23 catégories de découpages d’un
triangle en quatre de ’encadré 1, on peut trou-
ver un découpage d’un triangle entier en
triangles entiers qui en respecte le schéma.
L’encadré 4 en donne quelques-uns (pour les
autres, voir http://mathworld.wolfram.com/
TriangleDissection.html).

Pour terminer, voici trois énoncés simples
a propos des triangles entiers:

- Le seul triangle entier dont les longueurs
des cotés et Iaire sont des entiers consécutifs
est le triangle (3, 4, 5), dont laire est 6.
Rappelons a ce sujet que 'aire A d’un triangle
dont les cotés sont a, b, ¢ est donnée par la for-
mule de Héron:

A=(/p)[(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c) ]

- Le seul triangle entier ayant des entiers
consécutifs pour ses cotés et 'une de ses hau-
teurs est le triangle (13, 14, 15) dont la hauteur
a partir du coté 14 vaut 12.

- Les seuls triangles entiers dont l’aire est
égale au périmetre sont ceux qui ont pour cotés
(5,12,13), (6, 8, 10), (6, 25, 29), (7,15, 20)
et (9,10,17).m
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DU NOIR
PRESQUE
PARFAIT

Pour qu’un objet apparaisse complétement noir,

il ne suffit pas que le matériau dont il est fait absorbe
la lumiere. Sa surface doit aussi étre structuree
al’échelle micrométrique ou nanométrique.

omment obtenir du noir
vraiment noir? La ques-
tion agite le milieu des
arts depuis bien long-
temps. Mais elle a connu
récemment de multiples
rebondissements a travers la querelle
entre les artistes britanniques Stuart
Semple et Anish Kapoor, lequel détient
les droits exclusifs sur le Vantablack,
substance artificielle réputée la plus
sombre au monde. Cette question du noir
profond concerne aussi les physiciens,
qui cherchent a améliorer le rendement
des cellules photovoltaiques ou a absor-
ber les lumieres parasites dans les téles-
copes. Or des progres décisifs ont été
réalisés ces dernieres décennies - grace a
des revétements structurés a des échelles
spatiales de plus en plus petites.
Les noirs que nous rencontrons ne
sont jamais totalement noirs: nous
voyons les plis d'une chemise noire, la
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forme des touches noires de nos claviers,
etc., tout simplement parce que ces sur-
faces réfléchissent encore une partie de
la lumiere ambiante. Un objet parfaite-
ment noir, que les physiciens appellent
«corps noir», absorberait toute lumiere
qui lui parvient. Sa luminosité serait alors
si faible qu’aucun détail n’en serait dis-
cernable: il serait impossible d’en distin-
guer la forme ou le volume.

ENTRE REFLEXION
ET ABSORPTION

Pour qu’un corps s’approche de cet
idéal, il faut donc qu’il réfléchisse le
moins possible de lumiere et, en méme
temps, quil absorbe la lumiere afin d’étre
bien opaque.

Comment faire? Les premiers noirs
ont été réalisés a partir de pigments a
base de charbon, de fumée - des compo-
sés a haute teneur en carbone - ou de gra-
phite, dont sont faites les mines de

crayon. On comprend mieux aujourd’hui
Popacité de ces matériaux. Il y a une
dizaine d’années, on a pu calculer ’ab-
sorption d’une couche de graphene, c’est-
a-dire une couche cristalline d’épaisseur
monoatomique constituée d’atomes de
carbone liés en un réseau hexagonal (voir
Pencadré page 90).

Le résultat, bien vérifié expérimenta-
lement, est remarquable: cette couche de
minceur extréme ne transmet que 97,7%
de la lumiere incidente, quelle que soit sa
longueur d’onde. Cette valeur, entiére-
ment déterminée par des constantes fon-
damentales, signifie aussi que le graphene
absorbe 2,3% de la lumiere.

Le graphite étant un matériau formé
d’un empilement de plans de graphene
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