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dans les zones qui gouvernent le langage, la
reconnaissance des objets et les fonctions exé-
cutives. Nous aimerions aussi savoir si 'aire
sensorielle primaire et I'aire corticale motrice
utilisent les mémes structures
partiellement combinées.

Un autre objectif a court terme est de
découvrir dans quelle mesure les nouveaux
apprentissages peuvent affecter les perfor-
mances des volontaires qui utilisent la pro-
these. Si ’apprentissage se fait facilement,
n’importe quelle aire cérébrale pourrait étre
implantée d’électrodes et entrainée pour n’im-
porte quelle tache réalisée par une interface
cerveau-machine. Un implant dans le cortex
visuel primaire pourrait ainsi apprendre a
contrdler des taches non visuelles. Mais si ’ap-
prentissage est plus limité, un implant, posé par
exemple dans une aire motrice, ne pourrait étre
entrainé que pour des taches motrices. De pre-
miers résultats suggerent, de facon générale,
qu'un implant devrait étre placé dans la zone
qui a été préalablement identifiée comme
contrdlant Pactivité cognitive ciblée.

Une ICM doit savoir faire plus que recevoir
et traiter des signaux cérébraux. Elle doit aussi
envoyer un retour depuis la prothese vers le
cerveau. Quand nous tentons de saisir un objet,
le retour visuel aide a guider la main vers la
cible. La position de la main dépend de la forme
de l’objet. Si la main ne recoit pas d’informa-
tions tactiles ou de position du membre
lorsqu’il commence a manipuler 1’objet, les
performances se dégradent rapidement.

Il est fondamental de pallier ce manque pour
nos volontaires qui ont subi une lésion de la
moelle épiniere et qui non seulement ne peuvent
plus bouger les parties inférieures de leur corps
mais ne peuvent non plus percevoir de sensation
tactile, nila position de leur corps dans I'espace,
autant d’éléments essentiels a un mouvement
fluide. Une neuroprothese doit donc étre a
meéme de compenser cette perte en émettant
des signaux dans les deux directions: du cerveau
vers lamachine, pour transmettre I'intention du
volontaire, et de lamachine vers le cerveau, pour
lui fournir les informations tactiles et de posi-
tion captées par le membre robotisé.

Robert Gaunt et ses collegues de 'univer-
sité de Pittsburg se sont attaqués a ce probleme
en implantant, chez une personne tétraplé-
gique, une série de microélectrodes dans le
cortex somatosensoriel, une région ou sont
traitées les informations tactiles qui pro-
viennent des membres. Les chercheurs ont
ensuite envoyé un courant électrique faible a
travers ces microélectrodes et le sujet a res-
senti des sensations a la surface de sa main.

A notre tour, nous avons utilisé des
implants dans la zone du cortex somatosenso-
riel recevant les sensations du bras. Nous avons
été agréablement surpris de constater que le

patient a percu des sensations naturelles de
pression, de tapotement et de vibrations sur la
peau. Il a également senti son bras bouger
- sensation qui correspond a la proprioception.
Ces expériences montrent que les personnes
qui ont perdu les sensations de leurs membres
peuvent les recouvrer grace a des ICM qui les
impriment dans leur cerveau. La prochaine
étape consistera a utiliser des mains de robot
bardées de capteurs pour voir si le retour soma-
tosensoriel améliore la dextérité du membre
robotisé sous le contrdle du cerveau. Nous
aimerions aussi savoir si les sujets ressentent
une impression d’intégration, comme si le bras
robotisé devenait une partie de leur corps.

AMELIORER LES ELECTRODES

Un autre défi majeur consiste a améliorer la
capacité des électrodes a envoyer et a recevoir
des signaux nerveux. Nous avons découvert que
les implants fonctionnent pendant cing ans envi-
ron. Cependant, avec de meilleures électrodes,
on pourrait accroitre la longévité de ces systemes
et augmenter le nombre de neurones associés.
L’augmentation de la longueur des électrodes,
qui est une autre priorité, permettrait d’atteindre
des zones situées dans les replis du cortex.

Par ailleurs, avec des électrodes flexibles, qui
suivent les légers déplacements du cerveau, dus
par exemple a des variations de la tension arté-
rielle, la stabilité des enregistrements s’amélio-
rera. Aujourd’hui, il faut parfois recalibrer le
décodeur, car il arrive que les électrodes rigides
se décalent légerement par rapport aux neurones
d’un jour a l'autre, alors que ’on aimerait suivre
Pactivité de populations identiques de neurones
sur plusieurs semaines, voire plusieurs mois.

Enfin, les implants doivent étre miniaturi-
sés, fonctionner a faible puissance (pour ne pas
avoir & chauffer le cerveau) et sans fil, pour
éviter d’avoir a relier outil au tissu cérébral.
Limplantation de toutes les interfaces actuelles
nécessite une opération chirurgicale. Mais
nous espérons qu’un jour seront mises au point
des interfaces d’enregistrement et de stimula-
tion capables d’envoyer et de recevoir des
signaux a travers le crane avec des perfor-
mances égales a celles des électrodes actuelles
implantées chirurgicalement.

Ce n’est qu’a ce moment-la, lorsque nous
aurons mis au point des techniques non inva-
sives, capables de détecter avec précision I’acti-
vité de neurones individuels, qu’une
amélioration sera atteinte. Les ICM, élaborées
dans l’objectif d’aider les personnes paralysées,
atteindront-elles un jour le niveau de la tech-
nologie fantasmée par les livres de science-fic-
tion, les films et les médias, qui serait utilisée
pour améliorer ’humain et lui conférer des
«superpouvoirs» lui permettant de courir plus
vite et sauter plus haut? A I’heure actuelle, nous
en sommes encore loin. m
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DES TROUS
A ENTOURER

PARCIMONIE

Laisser des trous dans un assemblage de carrés en minimisant
le nombre de pieces utilisées: ce probleme de géométrie

n’est pas facile. Mais le cheminement vers sa solution
illustre bien la démarche des mathématiciens.

e tatonnement et la construction

progressive de la solution d’une

énigme géométrique d’apparence

simple sont les sujets de cette

rubrique. L’objectif est d’illustrer les

diverses étapes qu'un mathémati-
cien doit franchir pour comprendre un pro-
bleme, et l'intérét de passer de la découverte
d’une solution dont on vérifie la justesse a la
certitude qui ne s’obtient qu’en élaborant une
démonstration. Ainsi, le travail de recherche
comporte plusieurs phases plus ou moins
entremeélées:

a) La prise de contact avec le probleme, sa
formulation claire et le traitement de quelques
cas particuliers.

b) La prise de conscience des difficultés et
I’approfondissement de 'exploration, condui-
sant a la découverte de régularités et a la for-
mulation d’hypotheses.

¢) La mise au point d’une réponse vraisem-
blable accompagnée de quelques calculs pour
formuler la solution.

d) L’élaboration d’une démonstration com-
plete, nécessitant une compréhension appro-
fondie du probléme et I'introduction d’idées
nouvelles. Lors de cette phase, on démontre
parfois des résultats intéressants, au-dela de la
question initiale.

e) La formulation d’autres problémes
proches que la méthode trouvée permet de trai-
ter, ou qui sont liés mais demanderaient un
travail nouveau.

Nous nous intéresserons aux formes du
plan composées de pieces carrées de coté

unitaire, posées coté contre coté que nous
dénommerons ici «formes» (voir encadré 1).

Posons-nous la question: pour un entier n
donné, combien faut-il au minimum de carrés
pour assembler une forme présentant n trous?
Nous noterons f(n) ce nombre minimal.

Pour que le probleme soit bien défini, pré-
cisons que des trous distincts ne doivent pas
se toucher, et que seuls comptent les trous
totalement entourés de carrés. Nous pourrions
adopter d’autres conventions, mais elles défi-
niraient d’autres problémes.

EXPERIMENTATION

La premiere chose a faire est de résoudre le
probleme pour les petites valeurs de n. Pour
n=1, n=2 et n=3, c’est simple. Il est clair que
’on ne peut pas faire mieux que les formes des-
sinées sur les figures 2a, 2b, 2c. On a donc
f(1)=8, f(2)=13, f(3)=18. Remarquons que
pour n=3, il y a trois figures différentes de
18 carrés comportant trois trous.

Ces premiers cas pourraient suggérer que
l’on a, pour tout entier n, f(n+1)=f(n)+5. Avec
f(1)=8, cela conduirait a la formule générale
f(n)=3+5n et donc a f(4)=23. C’est faux! Il
semble plutdt que f(4) =21 (voir la figure 2f).

Pour n=4, on gagne quelque chose en
renoncant a aligner les trous. Pour n=5 et 6, il
n’est pas possible de faire mieux que 26 et 29.

Pour n=s5, il faut a nouveau ajouter 5 au
résultat précédent (f(5)=26), mais pour n=6, il
suffit d’ajouter 3, puisque f(6)=29. La regle
semble obscure: parfois on doit ajouter 3 au
résultat précédent, parfois il faut ajouter 5.



DES FORMES TROUEES AVEC DES CARRES

Par définition, une

« forme » désigne ici
un assemblage de piéces
carrées collées coté
contre coté (a, b, c, d).
La définition des trous
est précisée par

les figurese, f, g, h, i.

Un trou
pour un frou

‘HEE Il
H H B H B BEN H B EEN
HEE EEE II=.= EEEEEE BN BN

Ne compte pas

HEEEE ' FTEEEEE  EEE

Deux trous

Deux trous

Ne compte que
pour un frou

On continue donc aussi soigneusement que
possible. On pourrait concevoir un programme
informatique qui résoudrait de maniere certaine
les cas envisagés en explorant toutes les combi-
naisons possibles pour des valeurs de n fixées.
Cependant, il ne donnerait pas la solution pour
tout n, et surtout il ne donnerait pas de démons-
tration. Par ailleurs, les situations pour # assez
petit ne sont pas tres compliquées et on a peu de
doute sur les valeurs qu’on découvre par taton-
nements. Pour yvoir clair, on constitue, sans étre
absolument certain de sa justesse, un tableau
dont voici les premieres valeurs.

n (11234 |5]6|78]9]|10
fin)| 8 [13|18|21(26|29|34|37|40|45

n (11121314 (15]16]|17[18]|19|20
fln) |48151|56 (59|62 |65(70|73|76(79
n |21122(23|24(25|26|27(28|29|30
f(n) |84 (87|90|93 |96 [101|104|107(110(113

n (31]32(33|34(35|36|37(38|39|40
fln) [118]121(123(127|130(133[138|141 (144 147

QUELLE EST LA REGLE?

L’observation attentive suggere une hypo-
these pour les ajouts de 3 ou de 5 d’un cas au
suivant. On note en effet que les ajouts sont
successivement: +5 +5 +3 +5 +3 +5 +3 +3 +5 +3 +3
+5 43 43 +3 +5 +3 +3 +3 45 ...

Les +5 sont isolés (sauf au tout début) et
séparés par des séquences de +3 dont la lon-
gueur s’accroit d’une unité une fois sur deux:

1122334455..

SiPon ne s’est pas trompé dans le tableau,
cela pourrait étre la solution, mais comment
étre certain que cette regle observée est juste?
Et si oui, quelle pourrait en étre la raison?

L’expérience acquise dans la résolution

sans démonstration des premiers cas suggere >

LE PROBLEME A RESOUDRE

Le probléme est de trouver, pour chaque
entier positif n, le nombre minimum f(n)

de carrés qu'il faut utiliser pour créer une forme
(au sens indiqué dans U'encadré 1) dotée de

n trous. On a représenté sur les figures a, b, ¢, d,
e, f, g, hles solutions pour les valeurs

du nombre n de trous égalesa l, 2, 3,4, 5, 6.
Pour ces valeurs, les nombres de carrés sont,
respectivement, 8, 13, 18, 21, 26, 29.

" HlH - IHEEE ‘EEEEEEE
8 13 18

d

HEE - " IHEEE
18 18 21
* HEEEE
26

o [ ]

29
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> qu’on peut créer un nouveau trou avec 5 carrés
(en construisant une rangée, ou barre, de trous,
comme celles des figures 2q, 2b, 2¢, ou en com-
mencant une nouvelle barre), mais que parfois
on peut s’en sortir avec seulement 3 carrés nou-
veaux a la condition de s’appuyer a la fois sur
une barre déja construite et sur un trou déja
construit de la nouvelle barre.

Simplifions le probléme. Nous n’envisa-
gerons que des constructions fonctionnant
en partant d’une barre horizontale de base,
puis en posant de nouvelles barres de méme
longueur sur la premiere tant que c’est pos-
sible. Nous les appellerons «formes stan-
dard» (voir la figure 3d). Nous envisageons ces
formes particulieres, car nous avons 'impres-
sion que nous ne pouvons avoir mieux que ce
quelles donnent. Il faudra nous en assurer
plus tard.

En construisant une forme standard pour
un nombre donné 7 de trous, avec le but d’uti-
liser le minimum de carrés pour créer des
trous, deux objectifs s’opposent. Pour avoir le
plus de trous exigeant 3 nouveaux carrés, nous
avons intérét a avoir une barre horizontale de
base aussi longue que possible (car le premier
trou d’une nouvelle barre nécessite I’ajout de

ENDEZ-VOUS

5 carrés et les autres de la méme barre seule-
ment 3; il est donc intéressant de limiter le
nombre total de barres. Cependant, chaque
trou supplémentaire de la premiere barre hori-
zontale colite § carrés, il faudrait donc limiter
aussi la longueur de la premiere barre horizon-
tale. La question est donc: pour minimiser le
nombre de carrés utilisés, faut-il minimiser le
nombre de barres mises les unes sur les autres,
ou minimiser la longueur de la premiere barre
construite?

Pour répondre, comptons. Le nombre de
fois que nous devons utiliser 5 carrés pour un
nouveau trou est égal au nombre de trous de la
premiere barre moins 1 (le premier trou exige
huit carrés), auquel on additionne le nombre
de barres moins 1 (puisque la premiere barre
est déja comptée). Si ’'on n’envisage que des
formes standard, pour avoir le minimum de
carrés, il faut donc minimiser la somme
I-1+h-1 (ou!est le nombre de trous de la pre-
miere barre et /i le nombre de barres), ce qui
revient a minimiser la somme [+ avec la
contrainte que [h=n pour qu’il y ait n trous.

Sous réserve de démontrer qu’on ne peut
pas mieux faire que ces formes standard, le
minimum de carrés pour n trous sera obtenu

TROIS CARRES, CINQ CARRES
ET FORMES STANDARD

BZ / POUR LA SCIENCE N° 501/ Juillet 2019

uand on construit une barre (ou rangée)

de trous, 5 carrés sont nécessaires pour
chaque nouveau trou (a). De méme, quand on
crée une nouvelle barre de trous posée sur des
barres déja construites, le premier trou exige
5 carrés (b).

En revanche seuls 3 nouveaux carrés sont
nécessaires si l'on s'appuie sur une barre déja
créée en méme temps qu’'on s‘appuie sur un
trou déja créé de la barre de trous (c).

Dans un premier temps, pour traiter le d
probléme, on se limite aux formes composées
de barres horizontales de trous, posées
les unes sur les autres et de méme longueur,
sauf éventuellement la derniere.

Ces formes particuliéres (d) sont
dénommeées « formes standard ». On fait le pari
qu’on ne peut pas faire mieux que ces formes
standard... ce que l'on démontrera.

"AlEEEEE B
H— B
HENEEEN

5 carrés nécessaires

Formes standard



par la construction d’une forme de ce type véri-
fiant [h>n et [+h minimum.

NOMBRES DE CARRES COMPOSANT
UNE FORME STANDARD

Si nous avons raison de ne considérer que
des formes standard, la réponse f(n) est le
nombre de carrés de ces formes. Pour une forme
standard, il faut 3n carrés, car chaque trou
demande au moins trois carrés nouveaux. A
ces 3n, nous devons ajouter 5 pour le premier
trou qui demande 8 carrés, puis ajouter 2 pour
chacun des autres trous de la premiere barre,
donc 2(I-1), et enfin ajouter 2 pour chaque pre-
mier trou de chaque barre apres la premiere,
donc 2(h-1). Au total, une forme standard de
n trous demande 3n+5+2(l-1)+2(h-1)=
3n+2l+2h+1 carrés, ou [ est le nombre de trous
de la premiere barre horizontale et /2 le nombre
de barres horizontales. La forme sera la meilleure
possible pour n trous si [h>n et [+h minimum.

Vérification de la formule. Pour n=1, nous
avons [=h=1, donc 3n+2l+2h+1=8 carrés, ce qui
est le résultat attendu. Pour n=4, on a [=h=2,
donc 3n+2l+2h+1=12+4+4+1=21. Cela corres-
pond a nos dessins et au tableau.

Nous sommes sur une bonne piste; reste a
justifier ’'hypothese sur les formes standard et
a résoudre la minimisation de [+h, avec [h=>n.

VIEUX RESULTATS SUR LES DISQUES
ET LES RECTANGLES

Un entier n étant donné, comment déter-
miner dans le cas général deux entiers et h tels
que [h=n avec [+h minimum?

Une idée vient a 'esprit: il faut faire le plus
carré possible, donc [ et & les plus égaux pos-
sible. Le probleme est analogue aux problemes
des courbes fermées délimitant une aire don-
née: la courbe ayant la plus petite longueur pour
une aire fixée est le cercle. Ce résultat, dénommé
théoreme des isopérimetres, est dii a Jacques
Bernoulli qui, sans le démontrer d’'une maniere
parfaitement satisfaisante, en a eu clairement
conscience. Seul le xx° siecle réussira a produire
une preuve complete de ’énoncé.

Une question plus proche encore de la
notre et plus simple a traiter rigoureusement a
été abordée des Antiquité par Zénodore au
11° siecle avant notre ére. Il se demandait quel
polygone a ¢ cotés (c fixé) délimitant une aire
fixée possede le plus petit périmetre. La
réponse est le polygone régulier a c cotés. Dans
le cas c=4, cela signifie que parmi tous les rec-
tangles délimitant une aire donnée (et méme
plus généralement parmi tous les quadrila-
teres), le carré est celui de plus petit périmetre.
C’est presque la question qui nous occupe ici.

Pour le probléme des trous, nous obtenons
que les nombres entiers [ et i tels que [h=n avec
I+h minimum (c’est la méme chose que mini-
miser le périmetre de rectangles de cotés let ) >

BORDER UN TROU ET UNE FORME

-
Achaque trou, on associe
une bande de largeur 1/2
qui U'entoure (a). Pour un trou
de c6té 1, laire de cette bande
(en bleu foncé) est 3. Les bandes
associées a des trous différents
ne se chevauchent pas. Pour
obtenir n trous, il faut donc
au moins 3n piéces carrées.
La bande de largeur 1/2
(en vert) qui suit le pourtour
d'une forme contenue dans un

" AEEEEN

Aire de la bande verte =
60 quarts de carrés

Aire de la bande verte =
80 quarts de carrés

rectangle de hauteur H et de

largeur L est d'aire H + L — 1 s'il

n'y a pas de renfoncement (b) ;
on le démontre en enlevant des
coins (c). L'aire de la bande verte
est plus grande s'il y a des
renfoncements (d ; les carrés
rouges du renforcement n'‘ont
pas de correspondants, e).
Notons que la bande qui suit le
pourtour ne chevauche aucune
des bandes bordant les trous.

Aire de la bande verte =
60 quarts de carrés

Aire de la bande verte =
68 quarts de carrés
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ESPACES PERDUS

L a forme a 9 trous (a) faite de 48 carrés comporte deux
espaces perdus (en rouge) qui ne sont ni la bordure
d'un trou ni la bordure du périmetre.

La forme a 9 trous (b) utilise 42 carrés sans espace perdu,

considérant des formes standard. N’y a-t-il pas
des formes d’un autre type faisant mieux que
les formes standard? II faut prouver que non.

’AIRE MINIMALE EXIGEE
ET RESERVEE PAR TROU

Une idée consiste a examiner I’aire mini-
male de pieces carrées qu’entraine inévitable-
ment la présence d’un trou en prenant en
compte que, d’apres les regles du jeu, chaque
trou doit étre entierement entouré de pieces
carrées. Chaque trou de coté 1 doit par exemple
étre entouré de 8 carrés exactement. Certains
de ces carrés pourraient étre utilisés en méme
temps pour entourer d’autres trous; on ne peut
donc pas dire que chaque trou impose au moins
huit carrés. En revanche, si ’on découpe
chaque piece carrée en quatre carrés plus petits
de coté 1/2, on peut affirmer que les petits car-
rés de cotés 1/2 qui bordent le trou ne pourront
pas border un autre trou. Il y a 12 petits carrés
de coté 1/2 qui bordent un trou de 1 carré. Leur
aire est 3 (car 12x1/4=3); ils forment une bande
de largeur 1/2 autour du trou, et chaque petit
carré de cette bande est réservé pour le trou
qu’il borde (voir Pencadré 4).

11 faut donc au moins une aire de 37 unités
pour constituer ’ensemble des bandes autour
de n trous; et bien sir, pour cette aire de 31 uni-
tés, il faut au moins 3n pieces carrées. Pour des
trous ayant une aire supérieure a 1, il faut réser-
ver un nombre plus grand de petits carrés pour
la bande le bordant, mais chaque trou exigera
au moins 3 pieces carrées pour lui et donc
n trous exigeront dans le meilleur des cas
3n carrés. Cela démontre que f(n)=>3n.

Nous savons aussi que, grace aux formes
standard, nous pouvons faire n trous avec
3n+2l+2h+1 pieces carrées, [h=n et [+h mini-

mais avec une mauvaise disposition des trous carrés.

La forme optimale pour 9 trous utilise 40 carrés (c) :
il n'y a pas d'espace perdu et la disposition des trous
est optimale.
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> sont ceux correspondant aux formes les plus
carrées, donc ceux ou [ et /i sont les plus égaux
possible. Ici, cela donne [=h, ou bien [ differe
de i d’une unité. I’intuition que le carré est la
meilleure facon de faire est confirmée. Une
démonstration directe de cette propriété arith-
métique est possible.

Exemples. Pour avoir [h>8 avec [+h mini-
mal, il faut prendre [=h=3. Pour avoir [h>11
avec [+ minimal, il faut prendre /=3 et h=4 ou
l=4 et h=3. Notons que, parfois, d’autres
couples éloignés de plus d’une unité font aussi
bien que ceux éloignés de o ou 1 unité (mais ils
ne font pas mieux). Ainsi, pour avoir [h>10 avec
[+h minimal, on trouve [=3 et h=4 oul=4 et h=3,
mais on a aussi /=5 et h=2, oul=2 et h=5.

Ot en sommes-nous de notre probleme? I
semble que nous détenons la solution, mais
nous ne I’avons pas démontrée, car nous avons
recherché des solutions uniquement en

mal; autrement dit, f(n)<3n+2l+2h+1. Nous
pourrons conclure si nous réussissons a amé-
liorer I'inégalité f(n) =3n que nous venons d’ob-
tenir avec les bandes autour des trous.

La solution va provenir de la prise en
considération du périmetre des formes. Toute
forme a un pourtour, et la bande d’épais-
seur 1/2 qui suit ce pourtour n’est jamais utile
pour entourer un trou. L’aire de cette bande
dépend du périmetre de la forme.

On montre que cette bande a une aire au
moins égale a H+L-1, ou H et L sont la hauteur
et la largeur du plus petit rectangle contenant
la forme (voir Pencadré 4). Or pour faire tenir
n trous qui ne se touchent pas, il faut au moins
une hauteur 2/1+1 et une largeur 2/+1 avec hl>n.
L’aire de toutes les bandes d’épaisseur 1/2
autour des trous et le long du périmetre est
donc au moins égale a 3n+(2l+1)+(2h+1)-1 =
3n+2l+2h+1, avec [h>n et [+h minimal.

Labande de largeur 1/2 qui suit le pourtour
d’une forme contenue dans un rectangle de
hauteur H et de largeur L a une aire égale a
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H+L-1 ¢l n’y a pas de renfoncement (figures
4b et 4c), et une aire plus grande s’il y en a
(figures 4d et 4¢). On démontre cette propriété
en considérant ’opération consistant a enlever
un coin a un rectangle.

Miracle! Nous retrouvons exactement ’ex-
pression du nombre de carrés d’une forme
standard a » trous. Conclusion: on ne peut pas
faire mieux qu’utiliser ce nombre de carrés, et
avec les formes standard, on y arrive. Nous
avons donc prouvé que f(n)=3n+2[+2h+1 avec
Ih=n et [+h minimal.

L’encadré 5 montre les diverses situations
possibles quand on crée des trous et qu’on des-
sine les bandes d’épaisseur 1/2. Dans le cas géné-
ral, en dehors de ces bandes pour les trous et le
périmetre, il y a des bouts de surface qui ne sont
utilisés par aucune bande. Ces parties en rouge
sur le dessin correspondent en quelque sorte a
de la surface perdue. Dans le cas des figures
optimales et en particulier dans le cas des
formes standard, aucune surface n’est perdue:
tout bout de la surface des pieces carrées est
utilisé, soit pour border un trou, soit pour bor-
der le périmetre. L’intuition, acquise pendant la
phase d’exploration du probleme, que les
formes standard les plus carrées permettent de
créer n trous en utilisant un minimum de pieces
carrées est démontrée! Le tdtonnement, la
recherche de solutions, 'intuition géométrique
et la démonstration se sont rejoints.

REMARQUES SUR LA SUITE
DES NOMBRES f(n)

En étudiant la suite de nombres f(n), on
remarque que pour passer de f(n) a f(n+1),
on ajoute toujours 3, sauf quand on passe
de n*an*+1etde n(n+1) an(n+1)+1, auxquels
cas il faut ajouter 5.

L’encadré 6 illustre cette propriété avec la
construction progressive de formes standard
les plus carrées possible: partant d'un carré

pour ajouter un trou, on ne peut faire autre
chose que d’utiliser 5 pieces. De méme en par-
tant d’une forme standard de n(n+1) trous.

On démontre que:

- sin=h?, f(n) =3h*+4h+1;

- si n=h*>+m avec o<msh, alors
f(n)=31*+4h+3m+3;

- si n=h*+m avec h<m=<2h+1, alors
f(n)=3h*+4h+3m+5.

La suite f(n) figure-t-elle dans ’encyclopé-
die des suites numériques de Neil Sloane
(https://oeis.org/book.html)? Oui, car... je I'ai
ajoutée. C’est la suite https://oeis.org/A319879.
Avant que je ne m’intéresse a ce probleme de
trous, personne en mathématiques n’avait
semble-t-il rencontré cette suite numérique.

AUTRES PROBLEMES DU MEME TYPE

Parmi les problemes liés a celui que nous
venons de traiter ou le généralisant,
mentionnons:

- la variante consistant a rechercher le
nombre minimal de carrés nécessaires pour
que l’aire totale des trous soit n;

- la variante consistant a utiliser une défi-
nition plus souple de la notion de trou, sans
imposer par exemple que deux trous ne se
touchent pas;

- les variantes consistant a remplacer les
pieces carrées par des pieces ayant la forme
d’un triangle équilatéral, ou d’un hexagone
régulier;

- les généralisations dans ’espace avec des
cubes, ou en dimension supérieure;

- le dénombrement des solutions optimales.

Les trois premiéres variantes et les géné-
ralisations en dimensions supérieures se trai-
teront probablement de manieére analogue
aussi bien pour la découverte de la solution
que pour sa démonstration. Le probleme du
dénombrement des solutions est sans doute
assez difficile. B
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DES BULLES

ET DES CELLULES

La Société francaise de physique a organisé
un concours d’'images scientifiques.
Parmi des centaines de propositions,

le jury a désigné quatre lauréats.

lus de 360! C’est le nombre de candida-
tures recues pour le concours «Beautiful
science» organisé par la Société fran-
caise de physique (SFP) a’occasion de
son 25° congres général qui se tiendra
en juillet a Nantes. La compétition,
ouverte a tous (les participants avaient
de 9 a 87 ans!) et portant sur toutes les
sciences, a mis en lice images, vidéos et
sons sur le théme: montrer la science
dans ce qu’elle a de plus beau et de plus
¢élégant, de I'infiniment petit a infini-
ment grand.
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D’événement avait pour parrain le col-
lectif Obvious (Pierre Fautrel, Hugo
Caselles-Dupré et Gauthier Vernier) qui
s’était illustré il y a quelques mois par la
vente record d’une de leurs toiles congues
par intelligence artificielle: Le Portrait
&’Edmond de Bellamy fut adjugé a plus de
432500 dollars chez Christie’s.

Le 28 mai, le jury s’est donc réuni et
a délibéré en quelques heures pour, fina-
lement, désigner quatre lauréats sur des
criteres d’esthétisme, d’originalité et
d’étonnement suscité. Le premier est
Antoine Lagarde, en deuxieme année de
these en mécanique des fluides, a Paris.
Sa photographie, intitulée Dans Uintimité
d’une frontiéve franchie (1), montre une
bulle d’air qui traverse une interface
séparant eau et huile.

Le deuxieme prix est allé a flot de cel-
lules (2), de Nicolas Harmand, David
Pereira et Sylvie Hénon, respectivement
doctorant, postdoctorant en biophysique

Les quatre images
lauréates du concours
Beautiful Science.

et professeure en microrhéologie cellu-
laire. Des cellules épithéliales d’un rein
de chien sont cultivées sur un gel de poly-
acrylamide ou des protéines d’adhérence
sont disposées en disques de fagon a
contraindre la croissance cellulaire. En
microscopie confocale a fluorescence, les
noyaux des cellules apparaissent en bleu
et les contours en jaune.

A la troisieme place, deux ex aequo.
D’abord, Hallucination cellulaire (3), de
Martine Batailler, assistante ingénieure en
neuroendocrinologie a I'Inra. La encore, il
s’agit d’'une culture cellulaire, méme si le





