I LOGIQUE & CALCUL

ENDEZ-VOUS

RANGEMENTS DE PAVES DANS UN CUBE

J ohn Conway a imaginé des la construction, il suffit

casse-téte de rangement qui sont de descendre les structures

a la fois élégants, car n'utilisant que supérieures puis de placer la plaque
peu de piéces différentes, et assez verte b au-dessus de la plaque rose a.
difficiles... sauf si l'on accepte de Le raisonnement sur la parité
raisonner (voir le raisonnement pour nous oblige a placer les cubes unités
le casse-téte 1 dans le texte de l'article).  le long de la diagonale.

Pour le casse-téte 2, la solution est Pour le casse-téte 3, seul le début

indiquée en vue éclatée ; pour achever  de la solution est indiqué.

CUBE3X3X3

b
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> C’est donc que le carré initial de coté m n’était
pas le plus petit possible permettant 1'égalité
géométrique. On a une contradiction et donc
I’hypothese de départ est fausse (raisonnement
par l’absurde): /2 n’est pas un quotient de
deux entiers, ¢’est donc un nombre irrationnel.
En transposant, vous pouvez démontrer que
V3 est irrationnel (figure C).

TROIS CASSE-TETE DE REMPLISSAGE
D’UNE BOITE CUBIQUE

Il existe une multitude de casse-téte
consistant a ranger dans une boite, en général
un parallélépipede rectangle, des pieces en
petit nombre, par exemple 10, qui, elles aussi,
sont des parallélépipedes rectangles. Par
tatonnements, on finit par trouver la solution.
Sur un tel sujet, a moins de multiplier les
pieces et la variété de leurs formes, il est dif-
ficile d’arriver a un probleme difficile. De
plus, méme s’il est amusant de manipuler les
pieces jusqu’a arriver a la solution, seuls de
petits raisonnements sur la forme des pieces
entrent en jeu et ils limitent assez peu le
temps de recherche.

John Conway a changé cette situation en
imaginant trois casse-téte ol1, en ’absence de
raisonnement, vous risquez de tourner en
rond sans jamais réussir a remplir la boite,
alors qu’en menant des considérations astu-
cieuses et ordonnées, vous serez rapidement
conduit a la solution.

Le plus simple des trois casse-téte consiste
aremplir un cube 3x3x3, avec trois cubes 1x1x1
et six parallélépipedes 1x2.x2.

Le raisonnement consiste a prendre en
compte la parité. Le cube 3x3x3 est composé
de trois couches horizontales de forme 3x3x1,
donc chacune de volume 9. On peut aussi
décomposer le cube 3x3x3 en trois parallélé-
pipedes verticaux 3x3x1, chacun parallele a
une face verticale du cube. En considérant la
face verticale perpendiculaire, on a une troi-
sieme décomposition du cube en trois
parallélépipedes 3x3x1.

Examinons ces neuf parallélépipedes.
Quand on positionne une forme 1x2x2 dansle
cube, elle ne peut occuper qu’un nombre pair
de cubes d’'un de ces neuf parallélépi-
pedes 3x3x1. Il faut donc que chacun d’eux
contienne un des petits cubes 1x1x1, et un seul
(sinon, il en faudrait trois dans un méme paral-
1élépipede 3x3x1, ce qui empécherait d’en
mettre dans les deux qui sont paralleles). La
face supérieure du cube doit donc contenir un
carré 1x1x1. Si on le place au centre de la face,
on tombe rapidement sur une impasse: ’obli-
gation de placer un autre petit cube juste en
dessous, ce qui en placerait deux dans un
meéme paquet 3x3x1. Si on place le petit cube
de la face supérieure au milieu d’un c6té, on
arrive aussi immédiatement a une impasse. Il



faut donc placer le petit cube de la face supé-
rieure dans un coin.

11 en va de méme pour la face inférieure
dans laquelle un petit cube doit étre placé dans
un coin, qui ne peut étre que celui diamétrale-
ment opposé au petit cube de la face supé-
rieure. Le troisieme petit cube est alors
nécessairement au centre. Le reste S’impose de
proche en proche. Notons que ce raisonnement
non seulement produit une solution, mais
montre aussi qu'aux symétries pres, iln’y ena
qu'une seule.

Les deux autres puzzles de rangement de
Conway sont illustrés dans ’encadré 2 avec des
indications pour leur solution. Amusez-vous a
trouver les raisonnements qui amenent droit
vers le rangement complet.

LE PROBLEME DES DEUX SORCIERS

Dans les années 1960, Conway a imaginé un
incroyable probleme qui, récemment encore, a
donné lieu a des discussions et a la publication
d’un article par Tanya Khovanova, du MIT (voir
la bibliographie). En voici ’énoncé:

«Hier soir, j’étais assis derriere deux sor-
ciers dans un bus et j’ai entendu ce qu’ils
disaient:

A:Jai un nombre entier d’enfants, dont les
ages sont des entiers non nuls. La somme de
ces ages est le numéro de ce bus, et leur produit
est mon propre age.

B: Comme C’est intéressant! Peut-étre que
si vous me disiez votre age et le nombre de vos
enfants, je pourrais calculer chacun de leurs
ages?

A: NON.

B: Parfait, maintenant je sais quel age vous
avez!

La question est: quel est le numéro du bus?»

Précisons que dans le dialogue, le «<non»
du sorcier A ne signifie pas qu’il refuse de
répondre, mais que la connaissance de son
age et du nombre de ses enfants ne permet
pas de connaitre individuellement leurs ages.
Bien sfir, il faut prendre en compte que le sor-
cier B connait le numéro du bus. Précisons
encore que les sorciers peuvent étre tres
jeunes ou tres vieux: il n’y a aucune impossi-
bilité a envisager que I’age du sorcier A soit
2 ans ou 20000 ans.

Voici la solution, que je n’ai pu comprendre
et vérifier entierement qu’en m’aidant d’un
programme. Je ne peux pas recopier tous les
calculs que nécessite la conclusion, mais vous
pouvez croire ce que j’affirme ou... refaire tous
les calculs omis.

Notons a ’age du sorcier A, b le numéro du
bus, cle nombre de ses enfants. Supposons par
exemple que le numéro du bus soit b=5. Les
diverses options sont:

e c=5 avec pour ages des enfants 1,1,1,1,1
et donc a=1;

J' ohn Conway et Hallard Croft
ont concu des pavages

du plan avec des segments

de droite. La figure a indique
comment on réalise un pavage
avec des segments semi-ouverts
[A, B[ (ou le point A est inclus,

et le point B est exclu). C'est
facile, car, en les mettant bout
about, on est ramené au pavage
évident par des droites.

La figure b illustre la solution
pour des segments de méme
taille fermés [A, B] (ou A et B
appartiennent au segment).
L'empilement 1 est placé en
premier. Lempilement 2 est alors
ajouté, mais, bien évidemment,
le segment le plus a gauche

LES PAVAGES FINS

Pour l'empilement 3, on omet
de prendre le segment le plus
a droite. Pour les piles obliques
qu'on ajoute et qui sont de plus
en plus fines, a chaque fois le
« premier » segment est omis.
La figure ¢ montre une
solution pour des segments
ouverts ]A, B[ (ou A et B sont
exclus), de tailles différentes.
Les segments du carré central
donnent un carré ouvert (ni les
c6tés ni les sommets du carré
ne sont couverts par ce premier
empilement). Chaque rectangle
obtenu progressivement lors de
l'ajout de nouvelles piles est lui
aussi ouvert. Avec des segments
ouverts de méme longueur,
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I LOGIQUE & CALCUL

ENDEZ-VOUS

DU JEU DE LAVIE

UNE NOUVELLE CONFIGURATION

L e Jeu de la vie inventé
en 1970 par Conway est
toujours étudié et tous les
problemes qu'il pose n'ont
pas été résolus. Une case
du quadrillage carré du plan
infini peut étre vivante
ou morte ; d'une génération
al'autre, une case passe
de l'état vivant (en noir)
al'état mort (en blanc),
ou l'inverse, ou reste stable,
en fonction de ses huit cases
voisines immédiates qui
sont mortes ou vivantes.

La regle d'évolution tient
en douze mots : naissance
si trois voisines vivantes,
survie si deux ou trois
voisines vivantes. Certaines
configurations ayant peu
de cellules vivantes au
départ s'étendent infiniment.
Au mieux, la croissance
du nombre de cellules
vivantes augmente
proportionnellement a n?
ou n est le numéro de
la génération. Au mieux,
la densité de cellules vivantes
dans une partie stable du
plan est 1/2. Le résultat a été

démontré sur 29 pages
en 1997 par Noam Elkies,
de l'université Harvard.
L'extraordinaire
configuration figurée en haut
a été découverte en avril 2020
par Mateusz Nasciszewski
(www.conwaylife.com/wiki/
Max). C'est la plus petite
configuration connue qui,
une fois lancée, recouvre
avec une croissance
quadratique le plan d'une
population stable de cellules
vivantes de densité 1/2
(c'est donc le mieux possible
en vitesse et en densité).
Elle comporte 183 cellules
au départ. On a dessiné
a des échelles différentes la
génération 0, et deux autres
générations. On pense qu'il
est impossible de faire mieux
que 183, mais nul ne sait
le démontrer. Notons aussi
qu'il existe des configurations
qui calculent les nombres
premiers ou méme qui
affichent les unes aprés
les autres des dessins
représentant les décimales
den = 3,14159...
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e c=4 avec pour ages des enfants1,1,1,2 et
donc a=2;

e c=3 avec pour ages des enfants 1, 1, 3
et donc a=3;

e c=3 avec pour ages des enfants 1, 2, 2
et donc a=4;

e c=2 avec pour ages des enfants 1, 4 et
donc a=4;

e c=2 avec pour ages des enfants 2, 3 et
donc a=6;

e c=1 avec pour ages des enfants 5 et
donc a=5.

Dans chacun des cas possibles, la connais-
sance de I’age du sorcier et du nombre de ses
enfants permet de connaitre leurs différents
ages. Puisque A a répondu NON, et que
B connait le numéro du bus, cela signifie que
bn’est pas égalas.

Pour résoudre le probleme, on peut de la
meéme facon prendre les numéros de bus pos-
sibles un par un et rechercher ceux qui entrai-
neront que «la connaissance de I’dge du sorcier
et du nombre de ses enfants n’entraine pas la
connaissance de chacun des ages des enfants»
(propriété P).

En menant les calculs pour b=1, 2, 3, ..., 12
(comme on vient de le faire pour b=5), on
découvre que b=12 est le plus petit nombre
ayant cette propriété P.

En effet pour b=12 et c=4, on a deux listes
d’ages possibles de méme longueur pour les
enfants, (2, 2,2, 6) et (1, 3, 4, 4), qui donnent le
méme age pour le sorcier A, a=48. Il n’existe
pas deux autres listes de méme longueur et de
méme produit pour b=12. Pour b=12, méme en
sachant que c=4 et a=48, il est donc impossible
de déduire la liste des 4ges des enfants. Peut-on
en déduire que b=12 est la solution?

Malheureusement non. Pour le numéro de
bus b=13, a cause des listes (3, 6, 6) et (2, 2,9)
qui sont toutes les deux compatibles avec a=36,
le sorcier B ne peut pas non plus tirer de la
connaissance de I’age de A et du nombre de ses
enfants les ages de ces derniers.

Savoir que b=12 ne permet pas plus de
conclure a ’dge des enfants que savoir que
b=13. Ceux a qui on pose le probléme répondent
souvent «b=12» comme si I’énoncé affirmait
que la plus petite solution possible pour b était
la bonne. Mais ce n’est pas indiqué dans
I’énoncé et sans argument supplémentaire, on
ne peut pas choisir entre b=12 et b=13, ni d’ail-
leurs entre d’autres valeurs pour b comme la
poursuite du calcul montre qu’il y en a.

Pourtant b=12 est la bonne réponse et sa
justification est le coté le plus intéressant et
inattendu du probleme. Conway a soigneuse-
ment rédigé son énoncé et la derniere phrase
du sorcier B doit étre prise en compte. Apres
le NON prononcé par A, le sorcier B a ajouté:
«Parfait, maintenant je sais quel age vous
avez!» Cela permet d’éliminer b=13.



En effet, pour b=13, il y a aussi les deux
listes d’ages des enfants (1, 2, 2,2, 6) et (1,1, 3,
4, 4) qui donnent ’age a=48. Autrement dit, si
le bus avait pour numéro 13, B ne pourrait pas
déduire de la réponse négative du sorcier A
I’age de A, car celui-ci pourrait étre 36 ou 48.
Le numéro de bus b=13 est donc a éliminer.

Mais I’élimination de b=13 entraine I’élimi-
nation de b=14 en considérant les séquences
d’ages trouvées pour b=13 et en leur ajoutant
le nombre 1, ce qui donne (3,1, 6, 6) et (1,2, 2,9)
avec a=36 d’une part, et (1, 1, 2, 2, 2, 6) et
(1,1, 1, 3, 4, 4) avec a=48 d’autre part. Selon le
meéme procédé de I’élimination de b=14, on en
tire I’élimination de b=15 et, de proche en
proche, de tous les b supérieurs a 12.

Finalement, seul reste le numéro de bus
b=12avecles séquences (2,2,2,6) et (1,3, 4, 4),
qui donnent I’age du sorcier A: a=48.

A la vue de tous les calculs qu’il faut faire
pour avoir la solution et dont je n’ai pas recopié
le détail qui occupe plusieurs pages, j’avoue que
je ne comprends pas comment Conway a pu
concevoir ce probleme inoui!

PAVAGES DU PLAN
PAR DES SEGMENTS DE DROITE

Paver le plan avec des carrés est facile, et
il en est de méme avec des triangles équilaté-
raux ou des hexagones. On peut aussi paver
le plan avec des droites: il suffit de les placer
toutes cOte a cote et paralleles. Il y en aura
une infinité non dénombrable, mais ce sera
un pavage parfaitement satisfaisant, car
chaque point du plan appartiendra a une
droite du pavage et a une seule. Voici des
questions plus délicates:

- Peut-on paver le plan avec des segments
fermés, c’est-a-dire des segments de droite
[A, B] incluant les extrémités?

- Peut-on paver le plan avec des segments
ouverts, c’est-a-dire des segments JA, B[ dont
on ne retient pas les extrémités?

- Peut-on paver le plan avec des segments
semi-ouverts, c’est-a-dire des segments ]A, B]
dont on ne retient qu’une seule extrémité?

Réfléchissez a ces questions inhabituelles,
mais naturelles. Elles ne sont pas si simples.
L’encadré 3 donne les solutions. Dans un
magnifique article de 1964, Conway abordait
avec un collegue (voir la bibliographie) ce type
de questions et bien d’autres, prouvant
encore une fois que des questions tres simples
auxquelles personne ne pense sont de belles
occasions de faire des mathématiques... pas
tout a fait évidentes.

LINDECIDABILITE DE LA
CONJECTURE DE COLLATZ

Le dernier théme intéresse les mathéma-
ticiens amateurs autant que les profession-
nels. Considérons la fonction f qui, pour les
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entiers positifs pairs n donne n/2, et qui donne
3n+1, pour les entiers positifs impairs. Partons
de Pentier 7 et appliquons f: on obtient 22,
puis en recommencant, 11, puis 34, 17, 52, 26,
13, 40, 20, 10, §, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2, 1, etc. Une
fois que I’on arrive a 1, on tourne en rond.

Quel que soit 'entier n de départ, il semble
qu’on finisse toujours par arriver a 1 et a tour-
ner en rond. Des calculs par ordinateur ont
testé cette propriété, qui est vraie pour tous
les 7 jusqu’a au moins 87x2% (environ 10%°).
On n’a cependant pas réussi a prouver que
c’est toujours le cas, ni a trouver de » initial
qui donnerait une suite allant vers I'infini ou
aboutissant a un autre cycle que (4, 2, 1).

Une multitude de travaux ont été consa-
crés au probléeme (nommé «conjecture de
Collatz» ou «conjecture de Syracuse»), dont
plusieurs ont été réunis en un livre (voir la
bibliographie). La grande simplicité de
I’énoncé du probleme attire les amateurs, et
je recois régulierement des propositions de
solutions qui, jusqu’a présent, sont soit
fausses soit incompréhensibles.

Conway face a un tel défi, aussi simple a
énoncer et qui pourtant résiste depuis plus de
quatre-vingts ans a toutes les tentatives de
résolution, ne pouvait rester indifférent.

En 1972, il a publié un premier article sur
le sujet ou il propose des problemes d’une
formulation proche dont il démontre I'indé-
cidabilité. Pour certaines valeurs de entier
de départ, la suite engendrée par la variante
de fne finit pas par arriver a 1, mais la théorie
des ensembles ne peut pas le démontrer. Plus
généralement, pour tout systeme de démons-
tration S, il existe un probléme de cette caté-
gorie et un point de départ qui n’aboutit pas
a 1, ce qui n’est pas démontrable avec les
moyens de S.

En 2013, Conway est revenu sur la ques-
tion et a donné des arguments de type pro-
babiliste suggérant que le probléeme de Col-
latz lui-méme échappe au pouvoir des
preuves des systemes d’axiomes utilisés habi-
tuellement en mathématiques. Il ne s’agit pas
d’une démonstration définitive de I'indécida-
bilité de la conjecture de Collatz, mais le type
d’arguments qu’il propose semble assez sé-
rieusement indiquer que ce n’est pas un ha-
sard si tout le monde bute sur la résolution
de la conjecture.

Tout mathématicien rencontre des pro-
blemes qu’il ne réussit pas a résoudre. Conway
n’a pas échappé a cette regle générale, mais ses
capacités particulieres de logicien lui ont en
quelque sorte permis de se consoler en prou-
vant un résultat d’indécidabilité et en élabo-
rant des arguments suggérant que ce probleme,
si simple a énoncer et qui lui a résisté, conti-
nuerait indéfiniment a résister a tous les
mathématiciens. m
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