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I LOGIQUE & CALCUL

es mathématiciens ont longtemps
associé I'idée de continuité d’une
fonction (et de son graphe) et 'exis-
tence de tangentes aux points de son
graphe, et ils pensaient que ces tan-
gentes existaient partout hormis en
quelques points isolés quand la fonction est
continue. André-Marie Ampere tenta en 1806 de
le démontrer, mais échoua. En fait, I’hypothese
était fausse: il existe des fonctions continues
dont le graphe n’a de tangente en aucun point!
Au début, ces fonctions «monstrueuses» ont
géné les mathématiciens. Ainsi, en 1893, Thomas
Stieltjes écrivait a Charles Hermite: «Je me
détourne avec effroi et horreur de cette plaie
lamentable des fonctions continues qui sont sans
dérivée.» Henri Poincaré lui-méme n’aimait pas
ces fonctions tératologiques et les considérait
comme un jeu stérile et irrespectueux des tradi-
tions: «La logique parfois engendre des
monstres. On a vu surgir toute une foule de fonc-
tions bizarres qui semblaient s’efforcer de res-
sembler aussi peu que possible aux honnétes
fonctions qui servent a quelque chose. Plus de
continuité, ou bien de la continuité, mais pas de
dérivées. [...] Autrefois, quand on inventait une
fonction nouvelle, c’était en vue de quelque but
pratique; aujourd’hui, on les invente tout expres
pour mettre en défaut les raisonnements de nos
peres, et on n’en tirera jamais que cela.»
Le jugement des mathématiciens a bien
changé! Ils considerent aujourd’hui que ces
fonctions inattendues sont des garde-fous utiles,

DES FONCTIONS
MONSTRUEUSES
MAIS UTILES

En imaginant des fonctions bizarres et au comportement
inhabituel, les mathématiciens mettent a 'épreuve

leurs intuitions. Ces fonctions se révelent aussi pertinentes
pour modéliser certains phénomenes naturels.

car non seulement connaitre leur existence nous
évite de tenter des démonstrations impossibles,
mais elles affinent notre compréhension des
concepts de continuité et de dérivabilité.

De plus, ces fonctions monstrueuses sont a
Porigine de la géométrie fractale, qui sert a
modéliser toutes sortes de phénomenes natu-
rels, le mouvement brownien par exemple.
Finalement nous savons maintenant que ces
«monstres» sont présents dans 'univers phy-
sique et ne sont en rien artificiels. Nous allons
en présenter quelques-uns pour le plaisir de
I’étonnement.

DISCONTINUITE MAXIMALE

Lanotion de continuité s’envisageait d’abord
globalement. Par exemple, les fonctions x — x*
ou x — sin(x) sont continues partout ou elles
sont définies, c’est-a-dire sur ’ensemble R des
nombres réels. Pourtant, en approfondissant
notre compréhension, on a découvert que la
continuité était une notion ponctuelle: on peut
définir la continuité en un point, et en chaque
point de son ensemble de définition une fonc-
tion peut étre continue ou non.

Nous nous limiterons aux fonctions de R
dans R et distinguerons parmi les nombres réels
les nombres rationnels, de la forme p/q ou
p et g sont des entiers, comme 0,4=2/5, et les
nombres irrationnels qui ne peuvent se repré-
senter sous cette forme, comme /2. La fagon la
plus simple de définir la continuité est de dire
que fest continue au point x si, a chaque fois que >



LAFONCTION POP-CORN DE THOMAE ET LE VERGER D'EUCLIDE

a fonction pop-corn g du
mathématicien allemand Carl
Thomae est définie pour tout
nombre réel x par :
(1) g(x) = 0 si x est irrationnel ;
(2) si x est rationnel,
c'est-a-dire si x = p/q avec p et q
entiers sans diviseur commun autre
que 1, alors g(x) = 1/q.

Cette fonction saute sans cesse
de valeurs positives a des valeurs
nulles et inversement. Cependant,
quand x est proche d'un nombre
irrationnel, les fractions p/q ne
peuvent pas avoir un petit
dénominateur, et donc 1/q est de
plus en plus petit. En effet, prés d'un
irrationnel x, arrive un moment ou
un rationnel ne peut avoir un
dénominateur 2, car x se trouve a la
fois éloigné de 0, 1/2, 1, 3/2, etc.

De méme, arrive un moment ou un

rationnel ne peut avoir pour
dénominateur 3, etc. Donc quand
une suite de rationnels s'approche
d'un irrationnel, les dénominateurs
augmentent.

La conséquence est que g est
continue en x si x est irrationnel.
La fonction g passe donc sans cesse
de points ou elle est continue
(les irrationnels) a des points ou elle
est discontinue (les rationnels)
et inversement.

On rencontre cette fonction en
physique et en géométrie. Le
« verger d'Euclide » est un plan
infini couvert d'arbres (des
segments de longueur 1) placés
verticalement aux points de
coordonnées (p, q) du plan z = 0.
Projetons chaque segment-arbre SS’
sur le plan vertical d'équation
x +y =1 par une homothétie de

centre (0, 0) et de rapport p + q.
La longueur de la projection TT’
de l'arbre SS' est 1/(p + q).

Tout couple d'entiers positifs
(p, q) peut s'écrire sous la forme
(n, m - n), n et m positifs, en
prenantn=petm=p+q. Donc,
en considérant tous les arbres du
verger d'Euclide en position
(n, m - n), on a bien tous les arbres
et la projection de tous ces arbres
sur le plan x + y = 1 donne tous les
points du graphe de la fonction g(x),
la hauteur 1/m de larbre étant la
valeur de la fonction g pour les
x rationnels. Les points du graphe
de g pour les x irrationnels sont sur
l'axe des x.

Regarder le verger d’Euclide sur
le plan d'équation x + ¥ = 1 est donc
équivalent a regarder le graphe de la
fonction g de Carl Thomae !

Projection du «verger» sur le plan x+y=1 P

0

Plan vertical d'équation x+y=1

POUR LA SCIENCE N° 517 / NOVEMBRE 2020 / 81



I LOGIQUE & CALCUL

ENDEZ-VOUS

DES MONSTRES RENCONTRES DANS LA NATURE

5 londispose d’une suite (x,) qui converge vers x,
alors f{x,) converge vers f{x): siy s’approche de x,
alors f(y) s’approche de f(x). Puisque la notion
est définie en tout point, vient la question: se
peut-il qu'une fonction soit 'opposée d’une fonc-
tion continue en tout point, c’est-a-dire qu’elle
ne soit continue en aucun point?

Oui, c’est possible. Sil’on considere la fonc-
tion fdéfinie par f(xx) =1 si x est rationnel, f(x)=0
si x est irrationnel, on en a un exemple. Cette
fonction est nommeée «fonction de Dirichlet»
enl’honneur du mathématicien prussien Gustav
Lejeune Dirichlet qui Penvisagea en 1829. Elle
n’est pas continue en x si x est rationnel, car
f(x)=1 et donc en s’approchant de x par des y
irrationnels, f(y) vaut o et ne s’approche pas
de f(x). Et elle n’est pas continue en x si x est
irrationnel car f(x)=0, donc en s’approchant
de x par des rationnels y, f(y) qui vaut 1 ne s’ap-
proche pas de f{x). La fonction saute sans cesse
deoaietde1ao,carentre deux rationnelsil y
a toujours des irrationnels, et entre deux irra-
tionnels, il y a toujours des rationnels.

On dit qu’un sous-ensemble E de R est
dense dans R si tout point de R peut-étre
approché avec autant de précision qu’on le veut

avec tangente. »

économie, en biologie...
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es fonctions monstrueuses ont étonné les mathématiciens

du x1x® siécle qui les ont découvertes, et parfois détestées
car elles semblaient ne pas se plier a ce qu'on attend des
bonnes fonctions rencontrées dans la nature. Cependant,
méme si au départ ces fonctions tératologiques servaient
uniquement en mathématiques a comprendre ce qui résulte
des définitions et ce qui n'en résulte pas, on s'est apercu dans
un second temps qu'elles sont aussi utiles pour modéliser le
monde physique. Jean Perrin fut le premier, en 1913, a
percevoir et défendre cet intérét : « Si les fonctions a dérivée
sont les plus simples, les plus faciles a traiter, elles sont
pourtant 'exception. Ou, si l'on préfére en langage
géométrique, les courbes qui n‘ont pas de tangente sont la
regle, et les courbes bien régulieres, telles que le cercle, sont
des cas fort intéressants mais tres particuliers. [...] Mettant
l'ceil au microscope, nous observons le mouvement brownien
qui agite une toute petite particule en suspension dans un
fluide. Pour fixer une tangente a sa trajectoire, nous devrions
trouver une limite au moins approximative a la direction de la
droite qui joint les positions de cette particule en deux
instants successifs trés rapprochés. Or, tant que l'on peut faire
U'expérience, cette direction varie follement lorsque l'on fait
décroitre la durée qui sépare ces deux instants. En sorte que
ce qui est suggéré par cette étude a l'observateur sans préjugé,
c'est encore la fonction sans dérivée, et pas du tout la courbe

Benoit Mandelbrot a défendu cette idée d'une géométrie
incluant ces courbes irréguliéres sans tangente et il a
démontré qu'on en rencontrait partout, en physique, en

par des points de E. I’ensemble Q des ration-
nels est dense dans R, mais c’est aussi le cas de
son complémentaire, ’ensemble des irration-
nels. Il en va de méme pour ’ensemble des
nombres décimaux (ceux dont I’écriture en
base 10 est finie, comme 0,25 ou 7,4321). Si E est
un sous-ensemble de R dense dans R, et si le
complémentaire de E est lui aussi dense
dans R, alors toute fonction qui vaut 1 sur E
et o ailleurs sera, comme la fonction de
Dirichlet, discontinue partout.

UNE FONCTION CONTINUE
EN TOUT POINT IRRATIONNEL
ET DISCONTINUE AILLEURS

Une seconde question un peu plus subtile va
produire un résultat vraiment surprenant: les
points ou une fonction est continue sont-ils
groupés? On pourrait penser que oui, mais c’est
faux. En effet, il existe une fonction g qui est
continue en tout point irrationnel et discontinue
en tout point rationnel. Elle saute sans cesse de
la continuité a la non-continuité. Entre deux
points ou cette fonction g est continue, aussi
proches soient-ils, il y a toujours un point ot la
fonction est discontinue, et inversement.

Le mouvement brownien
d'une particule (simulation)

© Wikimedia/domaine public



© Francesco De Comité

La fonction g qui réalise cet exploit a été
proposée en 1875 par le mathématicien alle-
mand Carl Johannes Thomae. Parfois dénom-
mée «fonction pop-corn» a cause du dessin de
son graphe (voir lencadré 1), elle est définie par:

g(x)=0 six est irrationnel;

g(x)=1/q si x est rationnel avec x=p/g, ou
p et q sont des entiers sans diviseur commun
autre que 1.

Autrement dit, quand x est rationnel, pour
trouver ¢, on simplifie d’abord le plus pos-
sible x. Voici deux exemples: g(6/9)=g(2/3) =1/3;
2(80/100)=g(8/10)=g(4/s) =1/5.

La continuité en x irrationnel est facile a
comprendre:

a) Quand tous les y, sont irrationnels et
que les valeurs y, s’approchent d’'un nombre
irrationnel x, il y a continuité puisque
8(,)=0=8(x).

b) Quand tous les y, sont rationnels (donc
de la forme p/q) et s’approchent d’'un nombre
irrationnel x, alors plus y est proche de x, plus
il faut utiliser des fractions ayant un grand
dénominateur g, et donc g(p/q) =1/q tend vers o.

¢) Quand y s’approche d’un nombre irra-
tionnel x en utilisant a la fois des rationnels et
des irrationnels, on a pour g(y) un mélange
de o et de 1/q qui tendent vers o, et donc g(y)
tend vers o.

Quant a la discontinuité de g en un point
rationnel x=p/q, elle est évidente, car g(x)=1/g>0
et il y a, aussi pres de x qu’on le souhaite, des
irrationnels y pour lesquels g(y)=0.

La fonction de Thomae parait artificielle.
Ce n’est pourtant pas le cas, car c’est son
graphe que I’on voit quand on regarde le «ver-
ger d’Euclide».

Ce verger est I'idée mathématique d’un
champ infini planté d’arbres régulierement
espacés de méme hauteur: en chaque point a
coordonnées entieres, il y a un arbre modélisé
par un segment de droite vertical de lon-
gueur 1, le bas du segment étant sur le plan
horizontal d’altitude o. Imaginons que I’on
place I’ceil au niveau du sol au point (o, 0) et
que P’on regarde le verger d’Euclide. Certains
arbres en cachent d’autres. Par exemple,
l’arbre en (1, 1) cache ’arbre en (2, 2), ’arbre
en (3, 3), etc. En fait, les seuls arbres que 'on
voit sont ceux positionnés en (p, q) ol p et q
sont sans diviseur commun autre que 1. Ce que
’on voit en projetant sur le plan vertical per-
pendiculaire a la premiere diagonale (ce plan
a pour équation x+y=1) est alors le graphe de
la fonction g de Thomae (voir Pencadré 1).

Des exemples de fonctions qui res-
semblent a celle de Thomae ont été rencon-
trés en physique (voir les articles de Sergei
Nechaev et Kirill Polovnikov en bibliographie),
ce qui prouve encore une fois que les fonc-
tions monstres ne sont pas seulement des
lubies de mathématiciens désceuvrés.

L'ESCALIER DU DIABLE

L a fonction h de Cantor ou

« escalier du diable » est définie
comme une limite de fonctions
continues. Cette limite est elle-méme
continue en tout point de l'intervalle
[0, 1]. Son étrange propriété est
d'avoir une dérivée nulle sur tout
Uintervalle [0, 1] sauf aux points de
l'ensemble triadique de Cantor (les six
premiéres itérations de cet ensemble
de Cantor sont représentées en a), qui
est négligeable, ce qui veut dire qu'il
peut étre enfermé dans des
intervalles dont la longueur cumulée
est aussi petite que souhaité. Bien
que de dérivée presque partout nulle,

la fonction de Cantor monte sans en
avoirl'airde 0 a1 (b).

Francesco De Comité, du
laboratoire Cristal a l'université de
Lille, a tiré de U'escalier du diable une
belle sculpture. Il a considéré toutes les
variantes qu'on obtient pour h en
enlevant de maniére répétée x % (au
lieu de un tiers) au centre des
intervalles utilisés dans la construction
de h. Les courbes obtenues ont été
mises cote a cote, ce qui donne une
surface, et donc la sculpture c. En
coupant et en ouvrant la sculpture
pour qu’'on apercoive bien la courbe
pour un tiers, on a le résultat final d.
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LA COURBE

DU BLANC-MANGER

a fonction du

blanc-manger du
mathématicien japonais
Teiji Takagi est un exemple
de fonction continue
partout et dérivable nulle
part. Elle est définie comme
la limite de fonctions
linéaires par morceaux,
chacune somme de
fonctions trés simples
(graphes ci-dessus, ou la
fonction représentée en
rouge est additionnée a
chaque étape). Le nombre
de cassures (le nombre
de points ou il n'y a pas
de tangente) des fonctions
de la suite augmente d'une
fonction a la suivante.

Alalimite, la fonction
obtenue est toujours
continue, mais n'a de
dérivée en aucun point.

Il existe d'autres suites

de fonctions de ce type,
dont celle proposée par
Weierstrass, qui sont toutes
continues et dérivables

en tout point de R, et dont
la limite est une fonction
continue mais nulle part
dérivable. Inversement,

on démontre que toute
fonction continue dérivable
sur R tout entier peut étre
définie comme la limite
d'une suite de fonctions
continues et nulle part
dérivables.

84 / POUR LA SCIENCE N° 517 / NOVEMBRE 2020

Les fonctions nulle part continues sont
utiles, mais les fonctions continues partout le
sont plus encore! On a le sentiment d’en avoir
une bonne compréhension. Est-ce certain?

Avant d’aborder 'exemple de «’escalier du
diable», expliquons ce que signifie 'expression
mathématique «presque partout». L’épaisseur
ou la mesure d’un sous-ensemble E de R est
sa longueur, ou la longueur cumulée de ses
différentes composantes. Un intervalle a pour
mesure sa longueur et une réunion d’inter-
valles disjoints a pour mesure la somme des
longueurs des intervalles constitutifs. Dans les
cas compliqués, on procede en enfermant E
dans une liste d’intervalles dont on évalue la
longueur totale en essayant de la rendre aussi
petite que possible. Si ’on arrive a faire que
cette longueur totale soit aussi proche de o
que possible, on dit que E est «négligeable» ou
de mesure nulle. Une propriété qui est vraie
partout sauf sur un ensemble de mesure nulle
est dite «vraie presque partout».

Un ensemble infini E est dénombrable si
Pon sait numéroter ses éléments: e, e,, ..., €, ..
Tout ensemble dénombrable est de mesure
nulle car, en enfermant E dans les intervalles
[e,—1/21m, e,+1/21], [e,~1/4n, e, +1/41], ..., [,~1/2*n,
e, +1/2*n], etc., lalongueur totale des intervalles
utilisés est (1/n)[1+1/2+1/4+...]=2/n, ce qui peut
étre rendu aussi petit qu’on le désire. Ce résul-
tat du mathématicien francais Emile Borel
(1871-1956) montre que les nombres rationnels,
bien que denses dans R, forment quand méme
un ensemble négligeable!

L’ensemble triadique de Cantor, notons-
le C, est ce qui reste quand, partant de I'inter-
valle [0, 1], on en enleve le tiers médian, ce qui
donne [0,1/3]U[2/3, 1], puis qu’on recommence
a enlever les tiers médians des deux intervalles
obtenus, ce qui donne quatre intervalles de
longueur 1/9 chacun, sur lesquels on recom-
mence l’opération, et ainsi de suite. Cet
ensemble C est de mesure nulle car la longueur
totale est 2/3 apres une opération, 4/9 apres
deux opérations, ..., (2/3)* aprés k opérations:
lalongueur totale tend vers o quand k tend vers
l'infini. Cette mesure nulle signifie que le com-
plémentaire de C dans l'intervalle [0, 1] a pour
mesure 1. En clair, 'ensemble C est négligeable
et son complémentaire est 'intervalle [0, 1] a
tres peu de choses pres.

MONTEE INSENSIBLE

La «fonction de Cantor» h que 'on va défi-
nir, et dont le graphe est surnommé «!’escalier
du diable», est continue. Elle passe conti-
ntiment de o a1: h(0)=0, 1(1)=1. Elle monte et
pourtant elle a une dérivée nulle sur le complé-
mentaire de ’ensemble C de Cantor, donc
presque partout. Sur chacun des intervalles que
Pon retire en construisant C, la fonction & est
constante. Cette fonction a été découverte

© Wikimedia/domaine public



en 1885 par Ludwig Scheeffer, qui était un éleve
de Georg Cantor.

La définition la plus simple de & consiste a
la considérer comme une limite de fonctions
h,, h,, I, ... La fonction continue 4, vaut 0 en o,
1/2 sur le tiers médian de l’intervalle [0, 1], et 1
en 1, et 'on rejoint ces éléments du graphe par
des segments de droite (voir Pencadré 3). La
fonction &, vaut o, 1/4, 1/2, 3/4, 1 pour, respecti-
vement, o, les intervalles [1/9, 2/9], [1/3, 2/3],
[7/9, 8/9], et 1. Et ainsi de suite.

La fonction & est étrange. Elle est continue
et presque partout constante (de dérivée
nulle), c’est-a-dire partout sauf sur un ensemble
négligeable. Et pourtant, elle réussit 8 monter
de o a1:elle ne change de valeur «qu’en douce»
sur un ensemble de mesure nulle tout en res-
tant continue!

Bien sfir, toutes sortes de variantes existent
de cette fonction, qui par exemple sont conti-
nues et dérivables, presque partout de dérivée
nulle et qui pourtant montent et descendent,
voire passent par tous les points qu’on veut s’ils
sont en nombre fini.

Notons que notre intuition que «si une fonc-
tion a une dérivée nulle presque partout, alors
elle est constante» n’est pas entierement fausse.
On démontre en effet que si une fonction a une
dérivée nulle sur un intervalle de R, sauf pour les
points d’un ensemble dénombrable, alors elle est
constante. Dans le cas de la fonction & de Cantor,
la dérivée est nulle sauf sur les points de I'en-
semble de Cantor, lequel est certes de mesure
nulle, mais est infini non dénombrable.

La fonction h permet d’éviter des erreurs,
comme celle du Germano-Balte Axel Harnack
qui, en 1882, avait cru démontrer que si une
fonction a une dérivée nulle sur un intervalle
a ’exception des points d’un ensemble de
mesure nulle, alors elle est constante.

FONCTIONS CONTINUES PARTOUT
MAIS DERIVABLES NULLE PART
Venons-en a la catégorie de monstres qui a
le plus étonné les mathématiciens, les fonc-
tions continues partout et dérivables nulle part.
Pour une fonction f, étre dérivable en un
point x signifie que quand y s’approche de x, le
rapport [f(x)-f(¥)]/(x-y) tend vers une limite
finie, la «dérivée en x». Le concept est naturel:
la dérivée (par rapport au temps) de la distance
parcourue par un véhicule a I'instant ¢ est sa
vitesse a cet instant. Géométriquement, l'exis-
tence d’une dérivée en x de la fonction fsignifie
que le graphe de fa une tangente en x. S'ilya une
cassure du graphe, comme c’est le cas en o pour
la fonction valeur absolue |x|, alors la fonction
n’est pas dérivable en ce point. L'idée que la
continuité d’'une fonction sur un intervalle oblige
a étre assez réguliere est naturelle, et 'on pouvait
donc croire que si une fonction est continue sur
un intervalle, a ’exception de quelques points

(comme pour la fonction |x|), la fonction devrait
y étre dérivable.

Le 18 juillet 1872, le mathématicien alle-
mand Karl Weierstrass présenta a ’Académie
des sciences de Berlin un exemple de fonction
continue sur R tout entier et qui n’est pourtant
dérivable en aucun point. La fonction proposée
résultait de manipulations habituelles sur les
fonctions continues dérivables partout: il s’agit
d’une somme infinie de telles fonctions. La for-
mule de Weierstrass est:

o0
Jap(x) = Z a" cos (")
n=0

Si ’on prend pour coefficients un nombre
réel a tel que o<a<1 et un entier b tel que
ab>1+3m/2, on montre que f, , est continue sur R
mais n’est dérivable nulle part. Sil’on ne fait la
somme que jusqu’a un entier k, on obtient une
fonction continue et dérivable qui oscille de plus
en plus vite quand k augmente; cette oscillation,
qui correspond a une vibration accélérée de la
tangente au graphe, rend impossible ’existence
de la tangente quand k tend vers I'infini.

Weierstrass ne fut pas le premier a trouver
une telle fonction. Au moins deux mathémati-
ciens avaient précédé. Le premier est le mathé-
maticien tcheque Bernard Bolzano, qui trouva
une telle fonction vers 1830 mais dont les textes
sur le sujet ne furent redécouverts que bien plus
tard et publiés en 1922. Indépendamment,
vers 1860, le mathématicien suisse Charles
Cellérier trouva lui aussi une telle fonction,
publiée apres sa mort en 1890 (pour des détails,
voir la belle et tres complete these de Johan
Thim, disponible sur internet).

L’encadré 4 donne le dessin et I'idée d’une
autre fonction ayant les propriétés voulues, mais
plus facile a visualiser. Son graphe est nommé
«courbe du blanc-manger» (car elle ressemble
au dessert de méme nom) ou «courbe de
Takagi», d’aprés le mathématicien japonais Teiji
Takagi qui I’a décrite en 1901.

La courbe de Weierstrass a été I'une des
toutes premieres courbes fractales étudiées.
Pourtant, le calcul de la dimension de Hausdorff
du graphe de la fonction de Weierstrass (qui
mesure en quelque sorte son agitation) est
resté tres longtemps un probleme ouvert.
Conjecturé depuis plus de trente ans par Benoit
Mandelbrot, le théoreme qui indique que cette
dimension est égale a 2+In(a)/In(b) n’a été
prouvé qu’en 2017 par le mathématicien alle-
mand Gerhard Keller, et indépendamment par
le mathématicien chinois Weixiao Shen.

Insistons sur le fait que ces courbes
étranges font aujourd’hui encore I'objet de
nombreuses recherches. On en découvre de
nouvelles de la méme catégorie et on les ren-
contre en physique, ce qui prouve que ces
«monstres mathématiques» sont a la fois d’une
grande banalité et tres utiles... ®
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LA CONFIANCE
EN PEINTURE

L’analyse informatique de milliers de portraits peints
en Europe montre que la confiance sociale ne cesse

d’augmenter depuis le xv* siécle.

laTair un peu tendu, voire méfiant,
et a tout le moins préoccupé. C’est
que Thomas Cranmer (1489-1556),
représenté par Gerlach Flicke
en 1545 (voir le tableau ci-contre),
avait fort a faire. Archevéque de
Canterbury, il eut a poser avec
Thomas Cromwell les fondations
de I’Eglise d’Angleterre sous le
régne du tyrannique Henri VIII,
désireux de voir annuler son
mariage avec Catherine d’Aragon. Le
monarque est célebre notamment pour
avoir fait exécuter deux de ses six
épouses. Ses successeurs n’étaient pas en
reste: Cranmer sera brlé sur ordre de la
catholique Marie I*, dite Marie la san-
glante (Bloody Mary).

Pres de trois siecles plus tard, sir
Matthew Wood (1768-1843) sur le tableau
d’Arthur William Devis peint vers 1815
(voir le tableau page ci-contre) semble plus
assuré, plus affirmé, plus confiant envers
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son entourage, et il a de quoi afficher
cette expression. Ce fils de tisserand fut
tour a tour lord-maire de Londres, élu au
parlement et enfin anobli.

Ces portraits qui prenaient des mois
a étre réalisés portent un message et
relevent d’une stratégie de communica-
tion du commanditaire. En un mot, ils
sont le reflet d’une époque. Mais ces deux
exemples sont-ils représentatifs d’une
évolution a plus grande échelle d’un gain
de confiance traversant I’histoire? C’est
ce que semblent prouver les résultats de
Nicolas Baumard, de I'institut Jean-Nicod
(ENS, EHESS, PSL) et de ses collegues de
IInserm, de Sciences Po et du Cevipof. A
travers I’étude d’environ 2 0oo portraits
d’Européens datés de 1505 a 2016 et
conservés a la National Portrait Gallery,
a Londres, ils ont montré qu’au fil des
siecles, les expressions de confiance et de
sympathie se faisaient plus nombreuses
sur les visages représentés, alors que les

Les visages de Thomas Cranmer (ci-dessus) et de

sir Matthew Wood (& droite) montrent, lorsqu'ils
sont analysés par un algorithme (dans les
cartouches, les points colorés indiquent ceux pris en
compte par le programme) aux c6tés de pres de
2000 autres portraits, que la confiance sociale n'a
cessé d'augmenter depuis la fin du Moyen Age.

signes d’une certaine méfiance disparais-
saient. La transition de Thomas Cranmer
vers Sir Matthew Wood serait bien une
tendance générale.

Comment s’y sont pris les scienti-
fiques? Ils ont cong¢u un algorithme
d’analyses d’images qui a appris a lire
P’expression de visages selon par exemple
le sourire ou la forme des sourcils. Ce
programme d’apprentissage automatique
a été «formé» a partir de quatre corpus
d’images, des photographies, pour les-
quelles le sentiment de confiance exprimé
avait déja été estimé par d’autres tech-
niques. Lors de cette phase d’apprentis-
sage, les biais relatifs a 1’age, au sexe, a





