LES PREMIERS DE LA CLASSE

et 39, elle délivre 40 nombres premiers d’affilée:
41, 43,47, 53,61, 71, 83,97,113,131, 151, 173,
197,223,251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503,
547,593,641,691,743,797,853,911,971,1033,
1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523 et
1601. De plus, la formule est élégante et simple,
mais elle a ses limites. Pour n =40, on
trouve 1681... qui est 412.

En 2010, Frangois Dress et Bernard Landreau
en ont trouvé une meilleure, mais plus compli-
quée (voir ci-dessus). Avec ce polyndéme, on
obtient des nombres premiers pour n compris
entre —42 et 15. La recherche de ce polynome a
tout de méme demandé six mois d’efforts avec
une batterie d’ordinateurs.

Est-ce donc si difficile de produire une for-
mule qui donnerait quantité de nombres pre-
miers? La question a été close une bonne fois
pour toutes en 1947, quand William Mills a publié

Par tous les moyens, on cherche
a calculer les nombres premiers,
avec une fortune diverse.

Auteur(s) Année Commentaire Efficacité Nombres
calculés
: 5 -276 Crible q -
Eratosthéne 3-194 d'exclusion Pratique Infini calculable
Nombres
Mersenne 1536 premiersdela | Pratique, exact 51
forme 2°-1.
Produit des
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Fermat 1640 de Fermat probables Infini calculable
faibles
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Mills 1947 sl Pratique Moins de 10
exponentielle q
. Super q .
Wright 1951 exponentielle Pratique Moins de 5
. Formule qui &l 5
Wilson vers 1780 utilise p! Théorique Trés peu
Jones, Sato, Polynéme de AR 5
Wada et Wiens | 1976 degré25a26 | Théorique Trés peu
John H. A R
Conway 1987 Fractran Théorique Trés peu
Rowland 2008 Récurrence Théorique Trés peu
F. Dress et Polynéme de q
B. Landreau 2010 degré 6 Bratiglie 58
Benoit Perichon A P
etal 2010 progression Pratique 26
: arithmétique
Programme -
. Pri e . Infini calculable
Tomf.\s Oliveira 2019 crible Le plus rapide surun
eSilvaetal. d'Eratosthéne connu orgér;sﬁur
optimisé
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une formule qui peut donner un nombre arbi-
traire de nombres premiers. Si A = 1,306377883
8630806904686144926... alors | A3"| donne une
suite arbitraire de nombres tous premiers. Ici |x|
indique que l'on prend la partie entiere du
nombre x. La suite débute ainsi: 2, 11, 1361,
2521008887... Cependant, les valeurs augmen-
tent tres vite, le 8° terme a déja 762 chiffres, et le
20¢ environ six milliards!

En 1951, le Britannique Edward Wright en
proposait une autre, si g, = a = 1,9287800... et
g, ., =2nalors |g . |=|2-2*"| est toujours premier.
Les nombres premiers consécutifs sont unique-
ment représentés par a.. La suite obtenue est 3,
13,16381...1e 4° terme a plus de 4932 chiffres et
personne n’a os¢ calculer le 5°...

Ainsi, ces deux suites produisent bien une
infinité de nombres premiers, mais le taux de
croissance décourage les plus téméraires. Peut-on
élaborer des formules fournissant une suite de
nombres premiers de longueur arbitraire, mais
avec un taux de croissance raisonnable?

LE TABLEAU DE CHASSE

Le «tableau de chasse» ci-contre récapitule
des formules et des procédés pour les nombres
premiers. I’infini calculable mentionné signifie
que le calcul ou procédé peut se dérouler jusqu’a
ce que les ressources s’épuisent. Par exemple, le
programme Primesieve est le plus rapide. Il peut
produire tous les nombres premiers jusqu’a
1000 milliards en 52 minutes sur un ordinateur
moyen. Dans sa version courante, la liste peut aller
jusqu’a 2%, soit 1,844x10%, mais les nombres
réclament 4,1 exaoctets d’espace pour étre stoc-
kés... Ce programme est fondé sur le crible d’Era-
tosthene, du nom d’un mathématicien grec du
11° siecle avant notre ere. Cet algorithme procede
par élimination: on supprime parmi les nombres
de 22 Ntous les multiples d’'un entier de sorte qu’a
la fin il ne reste que les nombres premiers.

Linfini calculable du crible d’Eratostheéne, &
I’époque de son inventeur, était d’un autre ordre,
etrelevait plus du calcul manuel. La méme chose
s’applique pour le petit théoreme de Fermat selon
lequel si p est un nombre premier et si a est un
entier non divisible par p, alors @ - 1 est un mul-
tiple de p. Les nombres premiers produits par ce
théoreme sont probables et faibles. Si p est tres
grand, il constitue néanmoins un test probabiliste
pratique de la primalité d'un nombre candidat.

Quant aux nombres de Mersenne (de la
forme 27— 1), ils sont limités par la taille de p.
Pour tester un seul exposant dans la liste des can-
didats, un voire deux mois de calcul intensif sur



http:/www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/people/Abb.4 fromH Loeffel, Blaise Pascal, Basel: Birkhduser 1987.DSB 9, 316-322.

LES NOMBRES
DE MERSENNE

arin Mersenne (1588-1648),
M ou Marinus Mersenius,
appartenait a I'ordre
religieux des Minimes. Erudit,
philosophe et mathématicien,
il a défini les nombres qui portent
son nom. lls sont de la forme 27 -1.
Certains parmi eux sont des
nombres premiers. Pour ce faire,
p oit lui-méme étre un nombre
premier, cette condition étant
nécessaire, mais pas suffisante.
Les premiers nombres de
Mersenne premiers sont 3 (22-1),
7 (22-1), 31 (2°-1), 127 (2'-1)...
Mersenne a calculé (avec quelques
erreurs) de tels nombres premiers
jusqu'a I'exposant 257. Depuis, c'est
la course au plus grand nombre
de Mersenne premier, le dernier
en date étant pour p = 82589 933.
Avec ses 24 862 048 chiffres,
le nombre obtenu est aussi le plus
grand nombre premier connu.

un ordinateur puissant sont nécessaires. Pour
cette raison, le Gimps distribue les calculs. On
peut faire mieux!

Pour ce faire, une premiere approche consiste
a construire une suite basée sur la représentation
en base 10 avec, par exemple, a , =10a , et
a,=7,3327334517988679. On obtient 7, 73, 733,
7333, 73327, 733273... une suite certes de
nombres premiers, mais qui s’arréte vite, faute de
termes de cette forme qui soient plus grands.
C’est'une des quelques suites connues et la plus
étendue. Une autre base bien supérieure a 10,
mais de taille fixe, sera forcément prise en défaut,
notamment a cause de I’écart entre les nombres
premiers qui croit rapidement.

Avec une fonction qui croit plus rapidement,
comme #" on obtient de meilleurs résultats, par
exemple avec ¢=0,265588372943143390897129

Un record pour les nombres premiers

Marin Mersenne, un religieux a la culture
encyclopédique.

D. FRIDMAN ET AL., A prime-
representing constant,

The American Mathematical
Monthly, vol. 126, pp. 70-73, 2019.

Le plus grand nombre premier
connu: http://bit.ly/82589933

Le site de Simon Plouffe:
http://plouffe.fr

L’OEIS: https://oeis.org/

45366546... et a_ = |cn’|. Elle s'arréte au bout de
19 termes, ici de a, a a,,. C’est la meilleure qui a
été trouvée. Les premiers nombres premiers a,
sont: 7, 67, 829, 12391, 218723, 4455833,
102894377, 2655883729... Et le dernier:
1551723179991864497606172809.

Encore une fois, et pour les mémes raisons,
le procédé cesse de fonctionner au bout d’un
moment. La méthode (voir lencadré page sui-
vante) est fondée sur un programme personnel.

Dans la seconde approche, on considere des
formules du type de Mills, celle de Wright étant
écartée, car elle croit trop vite. Le probleme
devient alors de trouver une fonction qui croit
suffisamment lentement pour produire une suite
de premiers de longueur arbitraire.

Prenons la suite ¢, =a > - a, +1, dite de
Sylvester (A000058 dans le catalogue OEIS, 'en-
cyclopédie en ligne des suites de nombres
entiers). Cette suite commence ainsi, avec a,=2:
a =2,3,7,43,1807,3263443,10650056950807...
Tous ne sont pas des nombres premiers
(1807=13 X 139), mais étonnamment, la somme
des inverses de ces termes 1/2+1/3 + 1/7+1/43+
1/1807+1/3263443... est égala 1. On peut ensuite
se demander si 'on peut trouver un @, non plus
entier, mais réel, qui produise des nombres pre-
miers. 11 suffirait d’utiliser la fonction «partie
entiere» |x]. La réponse est oui.

Aveca,=1,6181418093242092,a =2,3,7,43,
1811, 3277913, 10744710357637... La crois-
sance est bien inférieure a celle de la formule de
Mills et a fortiori a celle de Wright. Chaque terme
a environ deux fois la taille du précédent, ce qui
conduit tout de méme a a,, = 9,838... x 10'%.

Peut-on choisir 'exposant dans la formule pré-
cédente de sorte que la croissance soit encore plus
lente? Oui, grace au recuit simulé, on trouve assez
rapidement ceci: si a,=43,80468771580293481...
et en utilisant ’arrondi de x noté {x}, on obtient

=1a, =@ . Cest maintenant la suite
A323176 du catalogue OEIS: S =113, 367, 1607,
10177, 102217...

Cela semble fonctionner! Faisons mieux
avec un exposant plus petit et un a, choisi soi-
gneusement. Par exemple, si a =a """ et
,=100000000000000000000000000000049,3
1221074776345... on obtient la suite ci-dessous:
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