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LES NOMBRES
DE MERSENNE

arin Mersenne (1588-1648),
M ou Marinus Mersenius,
appartenait a I'ordre
religieux des Minimes. Erudit,
philosophe et mathématicien,
il a défini les nombres qui portent
son nom. lIs sont de la forme 2°-1.
Certains parmi eux sont des
nombres premiers. Pour ce faire,
p oit lui-méme étre un nombre
premier, cette condition étant
nécessaire, mais pas suffisante.
Les premiers nombres de
Mersenne premiers sont 3 (22-1),
7 (22-1), 31 (25-1), 127 (2'-1)...
Mersenne a calculé (avec quelques
erreurs) de tels nombres premiers
jusqu'a I'exposant 257. Depuis, c'est
la course au plus grand nombre
de Mersenne premier, le dernier
en date étant pour p = 82589 933.
Avec ses 24 862 048 chiffres,
le nombre obtenu est aussi le plus
grand nombre premier connu.

un ordinateur puissant sont nécessaires. Pour
cette raison, le Gimps distribue les calculs. On
peut faire mieux!

Pour ce faire, une premiere approche consiste
a construire une suite basée sur la représentation
en base 10 avec, par exemple, a , =10a , et
a,=7,3327334517988679. On obtient 7, 73, 733,
7333, 73327, 733273... une suite certes de
nombres premiers, mais qui s’arréte vite, faute de
termes de cette forme qui soient plus grands.
C’est'une des quelques suites connues et la plus
étendue. Une autre base bien supérieure a 10,
mais de taille fixe, sera forcément prise en défaut,
notamment a cause de I’écart entre les nombres
premiers qui croit rapidement.

Avec une fonction qui croit plus rapidement,
comme #" on obtient de meilleurs résultats, par
exemple avec ¢=0,265588372943143390897129

Un record pour les nombres premiers

Marin Mersenne, un religieux a la culture
encyclopédique.

D. FRIDMAN ET AL., A prime-
representing constant,

The American Mathematical
Monthly, vol. 126, pp. 70-73, 2019.

Le plus grand nombre premier
connu: http://bit.ly/82589933

Le site de Simon Plouffe:
http://plouffe.fr

L’OEIS: https://oeis.org/

45366546... et a_ = |cn"|. Elle s'arréte au bout de
19 termes, ici de a, a a,,. C’est la meilleure qui a
été trouvée. Les premiers nombres premiers a,
sont: 7, 67, 829, 12391, 218723, 4455833,
102894377, 2655883729... Et le dernier:
1551723179991864497606172809.

Encore une fois, et pour les mémes raisons,
le procédé cesse de fonctionner au bout d’un
moment. La méthode (voir lencadré page sui-
vante) est fondée sur un programme personnel.

Dans la seconde approche, on considere des
formules du type de Mills, celle de Wright étant
écartée, car elle croit trop vite. Le probleme
devient alors de trouver une fonction qui croit
suffisamment lentement pour produire une suite
de premiers de longueur arbitraire.

Prenons la suite @, =a? - a, +1, dite de
Sylvester (A000058 dans le catalogue OEIS, 'en-
cyclopédie en ligne des suites de nombres
entiers). Cette suite commence ainsi, avec a,=2:
a =2,3,7,43,1807,3263443,10650056950807...
Tous ne sont pas des nombres premiers
(1807=13 X 139), mais étonnamment, la somme
des inverses de ces termes 1/2+1/3 + 1/7+1/43+
1/1807+1/3263443... est égala 1. On peut ensuite
se demander si 'on peut trouver un @, non plus
entier, mais réel, qui produise des nombres pre-
miers. 11 suffirait d’utiliser la fonction «partie
entiere» |x]. La réponse est oui.

Aveca =1,6181418093242092,a =2,3,7,43,
1811, 3277913, 10744710357637... La crois-
sance est bien inférieure a celle de la formule de
Mills et a fortiori a celle de Wright. Chaque terme
a environ deux fois la taille du précédent, ce qui
conduit tout de méme a a,, = 9,838... X 101,

Peut-on choisir 'exposant dans la formule pré-
cédente de sorte que la croissance soit encore plus
lente? Oui, grace au recuit simulé, on trouve assez
rapidement ceci: si a,=43,80468771580293481...
et en utilisant I’arrondi de x noté {x}, on obtient
S,={a} eta  =a°* Clest maintenant la suite
A323176 du catalogue OEIS: S =113, 367, 1607,
10177, 102217...

Cela semble fonctionner! Faisons mieux
avec un exposant plus petit et un a, choisi soi-
gneusement. Par exemple, si a  =a ' et
a,=100000000000000000000000000000049,3
1221074776345... on obtient la suite ci-dessous:
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LES PREMIERS DE LA CLASSE

Avec un exposant égal a 3/2 et
a,=2,038239154782... on obtient la suite de

nombres premiers ci-dessus.

C’est désormais la suite A323611. Un autre

exemple livre les petits nombres premiers. Avec
a,=3,34683553593243081... et un exposant égal a
1,251295195638... la suite (A323065) est: 3, 5, 7,
11,19,41,103,331,1423,8819,86477,1504949...

En choisissant ¢, assez grand, on peut utiliser
un exposant tres petit, comme 101/100. Si
a,=10°°+961,4993763378507... on obtient une
suite de 100 nombres premiers, le dernier n’ayant
que 1340 chiffres. Elle bat ainsi les records
de 2010 (58 nombres premiers avec un polynéme
et 26 avec une progression arithmétique) . Notons

UN PROGRAMME MAISON

en trois étapes. D'abord, on

choisit la valeur de départ a
et I'exposant «, préférablement une
fraction simple. Puis on lance un
algorithme qui associe la technique
de Monte-Carlo (fondée sur des
processus aléatoires) et le principe
du recuit simulé. Ce principe est
inspiré de la métallurgie ou I'on
alterne les cycles de refroidissement
lent et de réchauffage (recuit) afin

L'algorithme mis au point procéde

de minimiser I'énergie d'un matériau.

Cette technique évite que I'écart
entre chaque nombre premier
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ne croisse trop vite. Une fois quatre
ou cinq valeurs tfrouvées, on passe

a I'étape 3. On utilise une formule

qui permet d'aller soit vers I'avant soit
vers |'arriére. Vers I'avant, on cherche
le plus petit nombre premier apres
{ap“}. C'est assez facile en quelques
minutes, méme s'il a des milliers de
chiffres, grace a des logiciels, comme
Maple ou PFGW. On rebrousse chemin

pour vérifier que la formule fonctionne.

Pour ce faire, on doit résoudre pour
xavecx*-S  .IciS  estle prochain
nombre premier candidat. C'est ici
qu'un a rationnel facilite le calcul.

néanmoins que lorsque leur taille dépasse
20 chiffres, les nombres obtenus que sont que des
premiers probables. Si a, est bien choisi, on
conjecture que I'exposant peut étre aussi pres de 1
quwon le souhaite (pour limiter la croissance).

OBTENIR TOUS
LES NOMBRES PREMIERS?

Avec des formules de ce type, peut-on obtenir
tous les nombres premiers? Pour y parvenir, on
pourrait par exemple partir d’'un nombre premier
arbitraire et descendre jusqu’a 2. C’est possible
avec un procédé inverse en utilisant 1/a, o étant
P’exposant. Ainsi, en partant du nombre pre-
mier 10'°+267 et avec a =0,38562256415290...
onobtient 742123524365563, 542489, 163, 7, 2.

On retrouve la suite inverse en partant a 2
avec a,=2,1322219996628413452... et 'exposant
1/0t=2,5932092490404286167308... Le principe
fonctionne dans les deux sens!

Tous ces calculs décrits sont empiriques. En
pratique, on arrive a générer un nombre arbitraire
de nombres premiers avec une croissance mini-
male de la suite. Les formules sont bien plus éco-
nomes que celles Mills et Wright. A partir d’un
nombre premier donné, on peut descendre
jusqu’a 2 et a partir de 2 on peut obtenir une
famille de suites infinies de nombres premiers.

Les records sont faits pour étre battus, et avec
un matériel informatique adéquat, et un certain
temps de calcul, la suite de 100 nombres premiers
peut étre étendue jusqu’a 1000000 de chiffres.
Mieux, lorsque ’exposant est 3/2, on conjecture
que tous les nombres premiers peuvent étre
générés. Reste a le démontrer... B





