
des équations comme x2 = 3y2, pour lesquelles 
les multiples de 3 sont la clé.

Les nombres p-adiques vont « bien au-delà de 
ce que notre sens commun nous permet de 
concevoir », explique Peter Scholze. Avec les 
années, ils lui sont finalement devenus naturels. 
« Désormais, je trouve les nombres réels bien plus 
perturbants que les p-adiques ! »

Les mathématiciens avaient remarqué dans 
les années 1970 que beaucoup de problèmes 
concernant les nombres p-adiques deviennent 
plus simples si on étend le corps des nombres 
p-adiques en ajoutant successivement les 
racines p-ièmes de p, créant ainsi une « tour 
infinie » de nombres, où chacun englobe les 
précédents, avec les nombres p-adiques à la 
base. Au « sommet » de cette tour infinie se 
trouve un objet fractal qui est l’exemple le plus 
simple des espaces perfectoïdes que Peter 
Scholze a développé par la suite.

Il s’est fixé l’objectif de comprendre pour-
quoi cette construction enveloppante infi-
nie facilite tant les problèmes mettant en 
jeu des nombres p-adiques et des équations 
polynomiales. « J’essayais de comprendre le 
cœur de ce phénomène », explique-t-il. « Il 
n’existe aucun formalisme général qui peut 
expliquer cela. »

Il s’est finalement rendu compte qu’il 
est possible de construire des espaces per-
fectoïdes pour une grande variété de struc-
tures mathématiques, et notamment pour 
les corps de nombres p-adiques et les corps 
de polynômes. Il a montré que ces espaces 
permettent de transposer des problèmes 
liés aux équations polynomiales avec les 
nombres p-adiques dans des structures 
basées sur des polynômes, où l’arithmétique 
est bien plus simple (par exemple, lors 
d’une addition, les retenues ne sont pas 
nécessaires). « La propriété la plus étrange 
des espaces perfectoïdes est leur capacité à 
se transposer comme par magie entre les 
deux systèmes », explique Jared Weinstein.

Avec cette idée, Peter Scholze a prouvé un 
cas particulier d’une conjecture complexe à 
propos des solutions p-adiques aux équations 
polynomiales, émise par le mathématicien 
Pierre Deligne et appelée la conjecture monodro-
mie-poids, qui a fait l’objet de sa thèse en 2012. 
Elle « avait des implications si vastes qu’elle est 
devenue un sujet de groupes d’études à travers le 
monde », selon Jared Weinstein.

Pour Eugen Hellmann, « Peter Scholze a 
trouvé précisément le moyen le plus propre et 
le plus correct d’intégrer tous les travaux pré-
cédents avec une formulation élégante, et par 
conséquent le moyen d’aller bien plus loin que 
les résultats déjà connus ».

Malgré la complexité des espaces perfec-
toïdes, Peter Scholze est connu pour la clarté de 
ses discours et de ses publications. « Je ne 

comprends vraiment tout cela que lorsque Peter 
me l’explique », confie Jared Weinstein.

Pour Ana Caraiani, Peter Scholze met un 
point d’honneur à essayer d’expliquer ses idées 
à un niveau d’étudiant de second cycle. « Il a 
cette attitude d’ouverture et de générosité 
lorsqu’il s’agit de parler de ses idées », explique-
t-elle. « Et il ne le fait pas qu’avec quelques 
séniors. Il est vraiment très accessible pour 
beaucoup de jeunes. » Cette attitude fait de lui 
un chef de file idéal pour le domaine, selon Ana 
Caraiani. Une fois, alors qu’elle participait à 
une randonnée difficile avec lui et un groupe 
de mathématiciens, « il était celui qui allait et 
venait en s’assurant que tous les autres allaient 
bien et arrivaient à suivre », raconte-t-elle.

AU-DESSUS DE LA JUNGLE
Pourtant, même avec les explications de 

Peter Scholze, les espaces perfectoïdes sont dif-
ficiles à appréhender pour beaucoup. Selon 

Eugen Hellmann, « si vous vous éloignez un 
petit peu du chemin, vous vous retrouvez 
au milieu d’une jungle de notions où il est 
très difficile de se repérer. Peter, en 
revanche, ne s’y perd jamais. Il n’essaie pas 
de se frayer un chemin, il est plutôt à la 
recherche d’une vue globale de l’ensemble, 
d’un concept plus clair. »

Peter Scholze évite le chaos luxuriant de 
la jungle de l’arithmétique en la survolant. À 
l’université, il préférait travailler sans rien 
écrire. Ce qui signifie qu’il devait formuler ses 
idées le plus clairement possible. « Nos capa-
cités cérébrales sont d’une certaine façon 
limitées, donc on ne peut pas faire de choses 
trop compliquées », explique Scholze.

Alors que d’autres mathématiciens com-
mencent à s’approprier les espaces perfec-
toïdes, certaines des découvertes les plus 
fondamentales à leur sujet viennent, sans 
surprise, de Peter Scholze et de ses collabo-
rateurs. En 2013, un résultat publié en ligne 
« a stupéfié la communauté », d’après Jared 
Weinstein. « Nous n’imaginions pas qu’un tel 
théorème soit envisageable. »

Le résultat de Scholze a étendu la portée 
des relations qu’on appelle lois de réciprocité. 

Elles gouvernent le comportement d’équations 
polynomiales qui font appel à l’arithmétique 
modulaire. Cette arithmétique (dont une illus-
tration simple est le compte « modulo 12 » des 
heures sur une horloge, où 8 heures + 5 heures = 
1 heure, par exemple) est le système de nombres 
finis le plus naturel et le plus étudié.

Les lois de réciprocité sont une généralisation 
de la loi de réciprocité quadratique, une pierre 
angulaire de la théorie des nombres démontrée 
par Gauss en 1801 et l’un des théorèmes préférés 
de Peter Scholze. La loi de réciprocité quadra-
tique stipule que lorsqu’on a deux nombres pre-
miers p et q, dans la plupart des cas, p est un carré 
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>> lien fait partie intégrante du programme de 
Langlands (voir l’encadré page 86), une série de 
conjectures et de théorèmes interconnectés 
portant sur les relations entre la théorie des 
nombres, la géométrie et l’analyse. Quand ces 
conjectures sont prouvées, elles se révèlent 
souvent extrêmement puissantes. Par exemple, 
la preuve du dernier théorème de Fermat a 
consisté à résoudre une petite – mais loin d’être 
triviale – partie du programme Langlands.

Les mathématiciens ont progressivement 
pris conscience que ce programme s’étend bien 
au-delà du cas du disque hyperbolique : il peut 
aussi être étudié dans des espaces hyperboliques 
de dimension supérieure et d’autres contextes 
variés. Peter Scholze a montré comment 

modulo q si q est un carré modulo p sur une hor-
loge ayant p heures. Par exemple, 5 est un carré 
parfait modulo 11, puisque 5 = 16 = 4² et 11 est un 
carré modulo 5, puisque 11 = 1 = 1².

« Je trouve cela très surprenant », confie Peter 
Scholze. « À première vue, ces deux choses n’ont 
rien en commun. » « Vous pouvez interpréter 
beaucoup de théories algébriques modernes 
comme de simples tentatives de généraliser cette 
loi », explique Jared Weinstein.

Au milieu du xxe siècle, les mathématiciens 
ont découvert un lien étonnant entre les lois de 
réciprocité et ce qui avait l’air d’être un sujet 
totalement différent : la géométrie hyperbolique 
(un exemple de modèle d’espace hyperbolique 
est le pavage « Anges et démons », d’Escher). Ce 

L’ÉTRANGE MONDE P-ADIQUE

Notre manière habituelle (décimale) d’écrire des nombres 
consiste à les représenter comme une somme  
de puissances de dix avec des facteurs (des coefficients) 

compris entre 0 et 9. Ainsi, 347 est une forme abrégée de  
3 x 102 + 4 x 101 + 7 x 100.
En fait, on peut identifier tout nombre réel avec la suite de ses 
chiffres : a

n
a

n-1
… a

1
a

0
,a

-1
a

-2
a

-3
… est essentiellement identique à : 

a
n
 x 10n + a

n-1
 x 10n-1…  a

1
 x 10 + a

0
 + a

-1
 x 10-1 + a

-2
 x 10-2 + a

-3
 x 10-3…

les chiffres a
j
 étant compris entre 0 et 9. Dans ce contexte,  

les séquences à l’infini de chiffres 0,999… et 1,000… 
représentent le même nombre.
De manière générale, en mathématiques, une suite est un 
ensemble de quantités, par exemple de nombres, dont les 
éléments sont pourvus de numéros (des indices) : a

n
 désigne 

l’élément de rang n d’une suite, du coefficient de 10n dans 
l’exemple précédent.
Habituellement, les indices vont de 1 à l’infini : a

1
, a

2
, a

3
… C’est 

différent avec les nombres réels qui peuvent nécessiter une infinité 
de coefficients à indice négatif. Par exemple, p = 3,14159 s’écrit :
3 x 100 + 1 x 10-1 + 4 x 10-2 + 1 x 10-3+ 5 x 10-4 + 9 x 10-5…  
où a

0 
= 3, a

-1 
= 1, a

-2 
= 4, a

-3 
= 1, a

-4  
= 5, a

-5 
= 9...

Le fait que la base soit 10 n’a aucune signification 
mathématique. Dans ce qui suit, il sera même plus intéressant 
de choisir pour base un nombre premier p. Un nombre réel 
écrit en base p est donc une suite de chiffres entre 0 et p-1, qui 
peut en contenir un nombre infini d’éléments d’indice négatif 
(après la virgule), mais seulement un nombre fini d’indice 
positif. Peut-on imaginer l’inverse ? Quels seraient les nombres 
obtenus en autorisant une infinité de termes à gauche de la 
virgule, mais seulement un nombre fini de termes à sa droite ?
Ces nombres sont dits p-adiques. Leur comportement 
déconcerte et réclame du temps pour s’y s’habituer. Et 
contrairement aux nombres réels, ils sont complètement 
inadaptés pour décrire les processus naturels. Néanmoins, on 
peut calculer avec eux presque comme on a l’habitude de le 
faire depuis l’école primaire. Ainsi, pour les nombres 5-adiques, 
comme pour les nombres habituels en base 5, on a 4 + 1 = 10. 
Cependant, on a aussi … 4444 + 1 = 0, car il y a une retenue  
à chaque addition, qui se propage à l’infini vers la gauche.  
La division doit également être effectuée dans l’ordre inverse 
de celui de la méthode scolaire.
Les nombres p-adiques forment un corps, c’est-à-dire  
un ensemble où les quatre opérations arithmétiques de base 
peuvent être effectuées sans restriction – sauf la division  

par zéro. On désigne ce corps par le symbole p.
Quand dit-on de deux nombres réels qu’ils sont proches ? 
Lorsque leur différence a un zéro avant la virgule et beaucoup 
de zéros après. La question est plus complexe avec deux 
nombres p-adiques : ils sont proches quand leur différence  
a beaucoup de zéros avant la virgule (et seulement des zéros 
derrière) ou, ce qui revient au même, est divisible par une 
puissance élevée de p. Le fait qu’il existe encore une infinité  
de chiffres plus à gauche est sans importance. Avec cette 
définition de la proximité, on peut définir des suites  
de nombres p-adiques ainsi que leurs limites. Toutefois,  
on ne peut pas ordonner les nombres p-adiques sur une ligne 
aussi facilement que les nombres réels.
Le calcul de puissances, définies par multiplication répétée  
d’un nombre, compte parmi les opérations qui sont toujours 
possibles dans un corps. Ce n’est pas le cas des racines. Parmi 
les nombres réels, il n’existe pas de x ayant la propriété x2 = – 1. 
Les mathématiciens remédient à ce défaut en ajoutant, 
quasiment par décret, un nouveau nombre appelé i, dont ils ne 
demandent rien d’autre que la propriété i2 = – 1 (ils « ajoutent au 
corps des nombres réels une racine de – 1 »). Ainsi, ils 
construisent à partir des nombres réels les nombres complexes
Un procédé similaire est possible avec les nombres p-adiques. 
On ajoute de préférence au corps p une racine p-ième de p. 
Cependant, contrairement au cas des nombres complexes, ceci 
ne résout pas une fois pour toutes le problème du calcul de 
racines. Il s’avère nécessaire d’ajouter également la p-ième 
racine de la p-ième racine, la p-ième racine de ce nombre, et 
ainsi de suite. Cela conduit à l’extension de corps infinie de p, 
la « tour infinie » évoquée dans le texte principal.
Le corps p des nombres p-adiques a une autre propriété 
remarquable : on peut pourvoir ses éléments (des suites de 
chiffres entre 0 et p – 1, dont une infinité a un indice positif, 
mais seulement un nombre fini à indice négatif sont non nuls) 
de nouvelles règles de calcul, ce qui conduit à un corps 
complètement différent.
Ces nouvelles règles de calcul viennent de la théorie de l’analyse 
complexe (la théorie des fonctions). On y étudie de préférence 
des fonctions représentables par des séries entières, c’est-à-dire 
des sommes infinies de la forme f(z) = a

0
 + a

1
z + a

2
z2 + a

3
z3…

Si l’on ne veut pas exclure des fonctions telles que 1/z ou 2/z3 + 3z2, 
on doit étendre les sommes à des « séries de Laurent », où des 
coefficients d’indice négatif peuvent apparaître. Pour 1/z,  
on a alors a

–1
 = 1, et pour 2/z3 + 3z2, a

–3
 = 2 et a

2
 =  .
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