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de Madrid, et Florian Luca, mathématicien rou-
main aujourd’hui à l’université de Witwatersrand, 
à Johannesburg (Afrique du Sud), ont en effet 
démontré en 2016 dans un article de 39 pages 
que : « Dans toute base b ≥ 5, tout entier s’écrit 
comme une somme d’au plus trois nombres 
palindromes. » La démonstration est construc-
tive, puisqu’elle décrit un algorithme qui conduit, 
pour tout entier donné, à la somme recherchée. 
Cette prouesse rappelle la démonstration de 
Gauss en 1796 établissant que tout nombre 
entier est la somme de trois nombres triangu-
laires (c’est-à-dire de la forme n(n + 1)/2). 

L’article revient aussi sur les sommes de 
deux palindromes et montre que les entiers qui 
ne sont pas somme de deux palindromes sont 
très nombreux dans le sens suivant : pour chaque 
base b ≥ 2, il existe une constante strictement 
positive c telle que les nombres qui ne sont pas 
somme de deux palindromes représentent une 
proportion des nombres entiers supérieure à c. 
Javier Cilleruelo et Florian Luca conjecturent, 
sans toutefois réussir à la démontrer, une pro-
priété analogue pour les nombres entiers qui 
sont la somme de deux palindromes.

INFINIMENT PALINDROME
Terminons par un remarquable résultat sur 

les palindromes infinis. De quoi s’agit-il ? 
Considérons la suite de symboles composée 
uniquement de a et de b définie en partant de ab 

et en ajoutant son complément ba (chaque a 
est remplacé par b et chaque b par a), ce qui 
donne abba, puis en recommençant en ajou-
tant le complément de ce qu’on vient d’obte-
nir, ce qui donne abbabaab, et en recommençant 
i n d é f i n i m e n t   :  a b b a b a a b b a a b a b b a , 
abbabaabbaababbabaababbaabbabaab…

On obtient une suite infinie de a et de b dont 
les 4 premiers symboles sont un palindrome, de 
même que les 16 premiers symboles, de même 
que les 64 premiers symboles… On dit que c’est 
un mot « infiniment palindrome » : ses débuts 
sont une infinité de fois des palindromes.

Quand on dispose d’une suite infinie d’entiers 
positifs a0, a1, a2, ... il est usuel en arithmétique de 
considérer le nombre réel suivant dénommé frac-
tion continue associée à la suite a0, a1, a2, ... :

 
1

1
1

a0
a1 a2

a3+ ...

+
+

+

Un extraordinaire résultat de Boris 
Adamczewski et Yann Bugeaud établit que si la 
suite de nombres entiers est infiniment palin-
drome, alors le nombre réel défini par la frac-
tion continue associée est soit un nombre 
quadratique, soit un nombre transcendant, 
c’est-à-dire que soit il est solution d’une équa-
tion polynomiale à coefficients entiers de 
degré 2 au plus, soit il n’est la solution d’aucune 
équation polynomiale à coefficients entiers.

Dit encore autrement, les nombres réels 
définis par des fractions continues infiniment 
palindromes sont élémentaires ou alors aussi 
compliqués que les nombres p ou e (qui sont 
transcendants). C’est un moyen nouveau de 
définir des nombres transcendants. En parti-
culier, le nombre x obtenu en prenant a = 1 et 
b = 2 dans le mot infiniment palindrome indi-
qué plus haut et en écrivant la fraction conti-
nue associée est transcendant :

x = 1 + 1
1

1
1

1
1

2 + 
2 + 

1 + 
2 + 

1 + 
11 + 
2 + ... 

On aimerait avoir un résultat analogue 
concernant les nombres dont l’écriture en base B 
est une suite infiniment palindrome. Mais pour 
l’instant, les techniques disponibles achoppent 
et à nouveau on est réduits à des conjectures.

Amusements sans prétention ou résultats 
profonds et difficiles, voire seulement conjec-
turés, les palindromes occupent passionné-
ment les mathématiciens qui y découvrent 
mille merveilles insoupçonnées. n

PYRAMIDES

Si, en partant d’un chiffre considéré 
comme sommet, on cherche  
à construire une pyramide de 

nombres premiers palindromes dont 
chaque étage coïncide avec l’étage 
juste au-dessus et ne dépasse que 
d’un chiffre à droite et à gauche de 
l’étage juste au-dessus, on est vite 
arrêté. Seules les pyramides indiquées 
ci-dessus sont possibles.
En s’autorisant un élargissement de 
deux chiffres à droite et à gauche à 
chaque étage, on obtient beaucoup 
mieux (toujours en n’utilisant que des 
nombres premiers palindromes).
La hauteur maximale des pyramides 
les plus hautes de sommet 2 est 26 et 
il y a deux solutions, la dernière ligne 

de l’une d’elles étant :
131892729933733012747515193894339
0119712723396357020753693327217911
093349891515747210337339927298131.
Si, au sommet, on place le chiffre 3,  
on trouve trois pyramides de hauteur 28. 
En partant de 5 ou 7, on trouve à chaque 
fois une pyramide de hauteur 29.
Tous ces résultats proviennent de 
G. L. Honaker et Chris Caldwell,  
deux passionnés américains des 
nombres premiers.  
On trouvera des compléments  
à leur article de 2000 sur : 
www.utm.edu/staff/caldwell/
supplements/step_size2.html
et sur : www.utm.edu/staff/caldwell/
supplements/
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Jouons avec les palindromes




