Prenez les entiers naturels,
coloriez-les en respectant quelques
contraintes... vous entrez alors dans
le monde des nombres de Schur,
un monde pour I'essentiel inconnu !
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DES NOMBRES D’EXCEPTION

Intrigué par la preuve assez compliquée de
Dickson, le mathématicien juif allemand Issal
Schur en a cherché et découvert une plus simple,
entierement nouvelle, de nature combinatoire.
C’est a 'occasion de ce travail qu’il définit une
suite de nombres entiers S(1),S(2),S(3)... Ces
nombres de Schur S(n) sont encore tres mysté-
rieux, méme apres plus d’un siecle d’existence.
Il ne s’agit pourtant que de colorier les entiers
naturels en respectant quelques contraintes...

De fait, on ne connait exactement que les
cing premiers nombres de Schur, de S(1) aS(5).
Et a partir du sixieme, on en sait si peu qu’on ne
dispose méme pas de conjectures spécifiques
quant a leurs valeurs possibles !

L’existence méme de ces mysteres révele
des lacunes profondes dans notre compré-
hension collective des choses mathéma-
tiques. Vouloir les percer peut avoir des
conséquences bien au-dela des seuls nombres
de Schur. Car, comme partout en sciences, la
recherche ou la découverte de nouvelles
approches pour résoudre un probleme donné
permet parfois des progres inattendus dans
de tout autres domaines.

Levons un coin du voile. Les quatre premiers
nombres de Schur, les seuls connus
jusquen 2017: S(1)=1, S(2)=4, S(3)=13 et
S(4)=44.Quant 4 S(5), une conjecture datant
de I’an 2000 stipulait qu’il devait valoir 160.
Cette conjecture a été validée en 2018 seule-
ment, par ordinateur, par Marijn Heule, de
Puniversité du Texas, a Austin. Comment ces
fameux nombres de Schur sont-ils donc défi-
nis? Un peu de patience...

COLORIER LES ENTIERS

Commencons par fixer un nombre n de
couleurs, par exemple n = 2. Comme palette
de couleurs, prenons rouge et bleu. Ce qui
compte, c’est leur nombre. Maintenant, assi-
gnons a chaque entier naturel une couleur de
notre palette. Par exemple, colorions en rouge
les entiers impairs et en bleu les pairs. Les
entiers impairs forment alors un sous-
ensemble monochromatique, c’est-a-dire
d’une seule couleur. Les entiers pairs aussi.

A Topposé de ce premier exemple, prenons
un coloriage aussi aléatoire et irrégulier que pos-
sible, comme celui-ci: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10... La
question qui nous intéresse est la suivante:
malgré I'aspect arbitraire et irrégulier d’un tel
coloriage, trouvera-t-on forcément des régula-
rités monochromatiques? De quoi s’agit-il?

Pour Schur, ces régularités sont les triplets
de nombres (a, b, ¢) tels que c=a+b; autrement
dit, les triplets de la forme (a, b, a+b) comme
(1,1,2) ou (3,5,8) par exemple.

La question est donc: quel que soit le
coloriage en deux couleurs des entiers natu-
rels, aussi irrégulier soit-il, trouvera-t-on
forcément un tel triplet (a, b, a+b) qui soit
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monochromatique? Dans !’exemple
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10... précédent, la réponse
est oui: (1,7,8), (2,8,10) et (3,6,9).

C’est le coeur du sujet, mais pour un
nombre fini n quelconque de couleurs. La ques-
tion devient : pour un coloriage arbitraire en
n couleurs des entiers naturels, trouvera-t-on
forcément un triplet monochromatique de la
forme (a,b,a+b)?

Laréponse est positive! C’est le théoreme de
Schur, énoncé en 1916. Soit n un nombre donné
de couleurs : pour tout coloriage en n couleurs
des entiers naturels 1,2,3..., on trouvera forcé-
ment trois entiers naturels a, b, c de méme cou-
leur tels que c=a+b, c’est-a-dire un triplet
monochromatique de la forme (a, b, a+b).

Précisons qu’il n’est pas interdit d’avoir
b=a. Dans ce cas, le triplet (a, b, a+b) devient
(a, a, 2a). Si a et 2a sont de méme couleur,
alors le triplet (a, a, 2a) sera a la fois mono-
chromatique et de la forme spécifiée (a, b,a+b).
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Une version équivalente de ce théoreme
donne quelques précisions supplémentaires et
conduit, enfin, aux nombres de Schur S(n).

Ce nouveau théoréme, lui aussi de 1916,
stipule que, pour n donné, il existe un nombre
S(n) défini ainsi: c’est le plus grand entier N
pour lequel il est possible de colorier en n
couleurs les entiers de 1 a N de facon a
exclure tout triplet monochromatique de la
forme (a, b, a+b) avec a, b et a+b compris
entre 1 et N.

Que les deux versions du théoreme de
Schur soient équivalentes n’a rien d’évident.
Un petit supplément d’information s’impose.
La premiere version affirme I’inévitabilité
d’un triplet (a, b, a+b) monochromatique
pour un coloriage en n couleurs de tous les
entiers naturels, tandis que pour atteindre la
méme conclusion dans la seconde version,
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