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DES NOMBRES D’EXCEPTION

QUI ETAIT ISSATI SCHUR 2

Issai Schur est né a Moguilev,

en Biélorussie, le 10 janvier 1875.

Il a surtout travaillé en Allemagne,

a Berlin et a Bonn, et s'est illustré

par bien d'autres résultats que

la seule découverte des nombres S(n) :
algorithme, complément,
décomposition, inégalité, lemme,
polynéme... portent son nom,

dans tous les grands domaines des
maths. Comme pour tant de savants
juifs d'Europe de cette période,

ses contributions fondamentales

ne l'ont pas protégé de I'anti-
sémitisme nazi, qui I'a obligé a fuir
I'Allemagne in extremis début 1939.

seulement grace a une vérification exhaustive
par ordinateur qu’on arrive a I’établir. Le pre-
mier a ’avoir fait est Leonard Baumert en 1961.

Venons-en a S(5)... Jusqu’en 2017, on
savait seulement qu’il se situait quelque part
entre 160 et 305. On disposait néanmoins de
la conjecture formulée par Harold Fredricksen
et Melvin Sweet en 2000 selon laquelle S(5)
vaut probablement 160.

Pour démontrer I'inégalité S(5)=160, il
«suffit» d’exhiber un coloriage en 5 couleurs
des entiers de 1 a 160 excluant les triplets
monochromatiques de la forme (a, b, a+b). Un
tel coloriage a été trouvé par Geoffrey Exoo
en 1994 par ordinateur:

Il se réfugia en Palestine ; il est décédé
aTel Aviv le 10 janvier 1941, jour

de son soixante-sixi€me anniversaire.
Un colloque scientifique en sa mémoire
s'est tenu en décembre 2000 a l'institut
Weizmann a Rehovot, en Israél.

En octobre 2016, le centenaire de la
naissance des nombres de Schur a été
célébré lors d'un colloque a Séville, en
Espagne, dédié a la Théorie de Ramsey.

1,6,10,18,21,23, 26, 30, 34, 38,43,45,50, 54, 65, 74...

2,3,8,14,19, 20, 24, 25,36,46,47,51,62,73...

4,5,15,16,22,28,29,39,40,41,42,48,49,59...

44,52,55,58,60,63,64,66,67,68,69,70,71,72,75,76,77,78, 80...

Ce coloriage est symétrique, c’est-a-dire
qu’il assigne la méme couleur a un entier x et a
son symeétrique 161-x. Les couleurs des entiers
de 1 a 80 suffisent donc a définir le coloriage.

Peut-on pousser d’un cran et trouver un
coloriage similaire en 5 couleurs des entiers de
12161 évitant completement les triplets mono-
chromatiques de la forme (a, b, a+b)? On
lignorait jusqu’a peu!

Puis la réponse est tombée en 2018. Non,
c’est impossible : quel que soit le coloriage en
5 couleurs des entiers de 1 a 161, on trouvera
forcément un triplet (a, b, a+b) monochroma-
tique, c’est inévitable. Ce résultat a été obtenu par
Marijn Heule via un calcul massif sur ordinateur,
grace a de nouvelles méthodes d’attaque de pro-
blemes de logique booléenne. Il vient
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accompagné d’un certificat informatique de
validité pesant quelques... 2 pétaoctets en format
comprimé ! Bref, on connait désormais S(5),
il vaut 160 exactement.

Malgré cette avancée spectaculaire, le mys-
tere entourant S(5) nest que partiellement levé.
En effet, sans ordinateur, on ne sait toujours pas
dire plus que : S(5) se situe quelque part entre
160 et 305. Réduire cette grosse marge d’incerti-
tude grace a des avancées théoriques serait hau-
tement souhaitable, et permettrait sans doute
d’en savoir plus sur les insaisissables nombres de
Schur suivants.

VERS S(6) ET AU-DELA...

Que sait-on sur S(n) pour n=6 ? Pas grand-
chose, a part un encadrement de S(n) entre
deux bornes (ici légerement simplifié) démon-
tré par Schur lui-méme, et pas substantielle-
ment amélioré depuis: (3"-1)/2<S(n) <3xn!-1
Le symbole n! se lit «n factorielle» et est défini
par n!=1x2x... xn.

Contrairement au cas de S(5), on ne dis-
pose d’aucune conjecture raisonnable quant a
la valeur exacte de S(6), et plus généralement
de S(n) pour tout n=6; méme apres plus d’un
siécle, on en sait encore trop peu pour s’y oser.

L’écart entre les deux bornes enca-
drant S(n) croit tres vite en fonction de n:

n 3"-1)/2 | 3xn!-1
2 4 5

3 13 17

4 40 71

5 121 359

6 364 2159
7 1093 15119
8 3280 120959

Par conséquent, l'incertitude concernant la
valeur précise de S(n) dans l'intervalle ainsi déli-
mité croit elle aussi tres vite en fonction de n, du
moins en I’état actuel des connaissances.

Les nombres de Schur s’inscrivent dans une
théorie générale, la théorie de Ramsey, dévelop-
pée vers 1930 par I’Anglais Frank Plumpton
Ramsey. Utilisée en informatique théorique, cette
théorie concerne la question suivante: étant
donné un objet mathématique quel qu’il soit, si
l’on colorie ses éléments en un nombre fini de
couleurs, existera-t-il forcément un sous-objet
— d’un type spécifié a’avance - dont tous les élé-
ments sont d'une méme couleur, c’est-a-dire
monochromatique? Les nombres de Schur sont
précisément une manifestation, avant la lettre,
de ce type de problématique. m





