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Les nombres premiers (en bleu) 
et les nombres premiers jumeaux 
(en rouge) semblent au départ 
progresser de façon erratique 
(en haut), mais avec du recul (en bas), 
on devine une certaine régularité.

correspond donc à la quantité de nombres 
premiers rencontrés depuis le début du par-
cours (voir la figure ci-dessus).

Au début (jusqu’à 10), les marches sont 
disposées de façon assez irrégulière, exacte-
ment comme le laisse prévoir la disposition 
d’apparence désordonnée des nombres pre-
miers. Cependant, à mesure que l’on progresse 
vers 100, 1 000… 1 000 000, et que l’on recule 
pour embrasser l’escalier du regard, l’ascension 
prend l’allure d’une courbe qui croît régulière-
ment et semble se confondre avec une droite : 
étonnant ! Cela signifi erait-il que la quantité de 
nombres premiers rencontrés évolue à une 
vitesse quasi constante ? Y a-t-il autant de 
nombres premiers entre 1 000 et 10 000 qu’entre 
10 000 et 20 000 ? entre 20 000 et 30 000 ?

Il n’en est rien. Voici quelques chiff res. On 
compte 1 229 nombres premiers entre 1 et 
10 000, 1 033 entre 10 000 et 20 000, 983 entre 
20 000 et 30 000, 958 entre 30 000 et 40 000. On 
devine un phénomène intrigant : on rencontre 
de moins en moins de nombres premiers. 
D’autres chiff res abondent dans ce sens. On 
croise 25 nombres premiers, soit 25 %, entre 
1  et 100, 170  (17 %) entre 1  et 1 000, 
78 498 (environ 7,8 %) entre 1 000 et 1 000 000…

La proportion de nombres premiers rencon-
trés semble donc diminuer progressivement à 
mesure que l’on parcourt la suite des nombres 
entiers. Autrement dit les nombres premiers 
semblent se raréfi er ! Chose extraordinaire, on 
sait démontrer que ce phénomène de raréfaction 
a bien lieu. Mieux, il peut être quantifi é grâce à 
une célèbre fonction des mathématiques, le loga-
rithme népérien noté ln, introduit dans un tout 
autre but par John Napier au xviie siècle. En eff et, 

en mettant en œuvre des idées lumineuses expo-
sées par Riemann en  1852, Hadamard et La 
Vallée-Poussin ont démontré indépendamment 
en 1896 qu’à mesure que x croît, le nombre de 
nombres premiers plus petits que x, souvent noté 
p(x), tend à se comporter comme x/ln x (plus 
précisément, le rapport des deux tend vers 1). Ce 
magnifi que résultat porte le nom de « Théorème 
des nombres premiers », il établit avec certitude 
que les nombres premiers se raréfi ent et précise 
à quelle vitesse. Étudier plus précisément l’écart 
entre p(x) et x/ln(x) est une question fascinante 
et diffi  cile, liée à l’un des problèmes ouverts les 
plus importants en mathématiques, connu sous 
le nom d’hypothèse de Riemann (voir L’hypothèse 
qui valait un million, par P. Meier, page 68).

Retenons en défi nitive que le nombre de 
nombres premiers progresse avec une certaine 
régularité, pour peu que l’on s’aventure vers des 
nombres suffi  samment grands. La succession 
des nombres premiers paraissait imprévisible, et 
voilà qu’avec un peu de recul, la répartition des 
nombres premiers ne paraît plus si chaotique !

DU CÔTÉ DES JUMEAUX…
On peut s’intéresser aux nombres premiers 

jumeaux avec la même approche, celle de l’esca-
lier où chaque marche correspond à une paire 
de nombres premiers jumeaux. Échauff ons-
nous doucement. Jusqu’à 20, le nouvel escalier 
s’est élevé de quatre marches, ce qui correspond 
aux quatre premières paires (3, 5), (5, 7), (11, 
13) et (17, 19) de nombres premiers jumeaux.

À mesure que l’on parcourt les entiers, l’es-
calier des nombres premiers jumeaux semble 
davantage irrégulier que celui des nombres pre-
miers (voir la figure ci-dessus). Il comporte 
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Des jumeaux, des cousins et... des nombres sexy




