rectangle dont I’aire m2n2 est un carré ;
alors m2 = u,4 - v,4, avec des nombres
u,,v,, telsque u,2+v, 2soit carré, et on
voit que u2 + v,;2< u? + v2 Cette
démonstration donne I'impossibilité
de I’équation de Fermat pour I’expo-
sant 4.

Dans sa correspondance ou dans
ses travaux publiés, Fermat n’a jamais
fait allusion a son équation pour
d’autres exposants que 3et4. Il estdonc
permis de penser qu’il s’est apercu
aprés coup d’une difficulté dans la
démonstration qu’il croyait avoir pour
le cas général de sa conjecture.

Les successeurs de Fermat

Pendant le xvIi® siécle, I’'analyse dio-
phantienne est restée un sujetalamode
qui aintéressé notamment Isaac New-
ton et Wilhelm von Leibniz. Au pre-
mier, on doit une note remarquable
dans uncahier de 1670, ouil interpréte
I’équation diophantienne y2 = P(x),
ou P est un polynéme de degré égal a
trois (de la forme ax® + bx? + cx + d),
comme la recherche des points a coor-
données rationnelles sur la courbe défi-
nie par cette équation. Newton
expliqgue comment une sécante qui joint
deux points rationnels (c’est-a-dire dont
I’abscisse et I’ordonnée sont des
nombres rationnels) recoupe la courbe
en un troisieme point rationnel, mais
cette interprétation par la géométrie
algébrique reste isolée, aI’époque (voir
la figure 6).

Leibniz avait découvert que cer-
taines manipulations de I’'analyse dio-
phantienne conduisant a exprimer
rationnellement, en fonction d’un para-
meétre, des quantités x ety liées par une
relation algébrique f(x,y) = 0, pouvaient
étre employées pour obtenir des inté-
grales de y en fonction de x (I’aire
sous la courbe donnée par I’équation
y = f(x)). On trouve une remarque
analogue dans des lettres du mathé-
maticien suisse Daniel Bernoulli (1700-
1782) a Christian Goldbach (1690-1764),
en décembre 1723 et en mars 1724,

C’est précisément par Goldbach
que I"attention du Bélois Léonard Euler
(1707-1783) a été attirée sur les travaux
arithmétiques de Fermat, a partir de
1730. Euler abeaucoup étudié le grand
théoréme de Fermat, et beaucoup de
ses travaux sont consacrés a des
démonstrations de résultats annon-
cés par Fermat.

Le premier theme est I’étude des
équations diophantiennes de degré

égal adeux. En supposant connue une
solution rationnelle, il aborde la
recherche des autres solutions d’une
maniére analogue a celle de Diophante
pour le probléme 8 du livre II, et il
remarque que la détermination des
solutions entiéres exige la résolution
d’une équation du type de Pell-Fermat.

Un deuxiéme théme est I'étude des
équations de la forme y2 = P(x), ot P
est un polyndme de degré égal a trois
ou quatre, et des problémes apparen-
tés. On peuty rattacher I'impossibilité
de I’équation x* + y* = z2, qu’Euler
établit, en 1747, par descente infinie,
a la maniére de Fermat, et dont il tire
une série de corollaires.

Les constructions d’Euler rela-
tives a ces équations peuvent s’inter-
préter géométriquement comme I'avait
fait Newton (méthode de la sécante ou
de latangente), mais Euler n’en dit rien.
Le lien avec le calcul intégral ne lui
avait peut-étre pas échappé, car, vers
1780, il transforme I'équation y2 = P(x)
en une autre équation analogue a
celle qui donne I'addition des «inté-
grales elliptiques». Ces intégrales ne
s’expriment pas par des fonctions
élémentaires (les quatre opérations,
I’exponentielle, le logarithme et les
fonctions sinus et cosinus) ; elles sont
égales aux aires comprises entre I’axe
des abscisses et les courbes de la forme
y = R(x, VP(x)), ou R est une fonction
rationnelle et ou P est un polyndme a
une variable de degré trois ou quatre).

Euler a donné une démonstration
du théoréme de Fermat pour I’expo-
santégal a3;ily fait une premiére allu-
sion dans une lettre a Goldbach, en ao(t
1753, puis, en 1759, dans un article
consacré aux formes quadratiques a2
+3bZetm? + mn +n?: on passe de I'une
al’autreenposantm=a+betn=b-a,
et Euler annonce que si t® est représenté
par laseconde forme, il en est de méme
de t, ce qui lui permet d’amorcer une
démonstration par descente infinie. Il
publie une démonstration dans son
Algébre, en 1770, ou il utilise des
nombres complexes de laforme a+bv-3
(ou a et b sont des nombres entiers),
en admettant que ces nombres ontune
décomposition en facteurs premiers
comme les entiers ordinaires : tout
nombre de cette forme se décompose
en un produit unique de nombres «pre-
miers» du méme type.

Cependant il remarque que I'équa-
tion x3 +y3 + z3 = t3 est possible : c’est
le probléme 16 du livre V de Diophante,
qgu’il étudie dans un article de 1756. 1l

pense qu’une somme de trois bicar-
rés ne peut étre un bicarré, tandis
gu’une somme de quatre bicarrés peut
étre un bicarré (I’équation correspon-
dante, x* +y*+ 24+ t*=u* ne seraréso-
lue qu’en 1911 par le mathématicien
américain M. Norrie). Euler croyait
encore qu’une somme de quatre puis-
sances cinquieémes ne peut pas étre une
puissance cinquiéme, mais, en 1962,
M. Birch a trouvé un contre-exemple
par ordinateur, démontrant ainsi que
cette idée était fausse.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
a pris le relais d’Euler pendant la
dizaine d’années ou il s’est intéressé
a la théorie des nombres. Lagrange
obtient d’abord un résultat sur la
périodicité des fractions continues de
nombres quadratiques : les nombres
guadratiques sont les racines d’équa-
tions du deuxiéme degré dont les coef-
ficients sont des nombres entiers (par
exemple, V3 est un nombre quadra-
tique, parce qu’il est solution de
I’équation x2 — 3 = 0). On peut écrire
ces nombres sous la forme de frac-
tions continues, de la forme géné-
rale 1+1/(a, +1/(a, + 1/(a, + 1/(...)));
notamment V3 s’écrit sous la forme
1+1/(1+1/(2+1/1+1/2..)) dont
la périodicité est égale a deux : les 1
et les 2 alternent aux dénominateurs
successifs.

A partir de ce résultat, Lagrange
établit la possibilité de I’équation de
Pell-Fermat dans le cas général. Puis
il obtient un critére d’existence d’une
solution pour les équations diophan-
tiennes de degré deux (critére qui
sera amélioré par Adrien Marie
Legendre). Lagrange n’aborde les équa-
tions de degré trois ou quatre que dans
un article de 1777, ou il utilise, sous
une forme exclusivement algébrique,
la méthode de la tangente.

L’analyse diophantienne
au XIXe siecle

Au XIx® siecle, de nouveaux cas de la
conjecture de Fermat sont progressi-
vement établis : Peter Dirichlet (1805-
1859), alors étudiant a Paris, démontre
en 1825 I'impossibilité de I’équation
x5+ y®=2mz5 avec m positif, par une
descente infinie fondée sur les pro-
priétés des nombres de laforme a+ bv5.
La méme année, Legendre démontre
le théoréme de Fermat pour I’expo-
sant 5. Puis, en 1832, Dirichlet éta-
blit le cas de I’exposant 14 au moyen
de I'arithmétique des nombres de la
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forme m+ nv-7, ol m et n sont nombres
entiers, et Gabriel Lamé (1795-1870),
en 1839, obtient une démonstration
pour I’exposant 7.

Dans les mémes années, Legendre,
Niels Abel (1802-1829) et Sophie Ger-
main (1776-1831) mettent au point des
méthodes élémentaires pour atteindre
des résultats sur I'impossibilité du
premier cas de I’équation de Fermat
xP+ yP+ 7P =0, avec p premier impair
ne divisant aucun des nombre X, y, z.
Sophie Germain démontre que ce cas
est impossible s’il existe un nombre
premier g tel que p ne soit pas une puis-
sance p-ieme modulo q : lorsque 2p +
1 est premier, par exemple si p = 11
(2p + 1=23), on peut prendre q = 2p +
1 parce que 11 n’est pas une puis-
sance onzieme modulo 23 (tout nombre
compris entre 1 et 22, élevé a la puis-
sance 11, est un multiple de 23 aug-
menté ou diminué de 1). Et Legendre
étend ce résultat au cas ou 4p + 1 est
premier, par exemple si p = 13 (4p +
1=53).

Le premier travail d’Ernst Kummer
(1810-1893), en 1837, sur I’équation
de Fermat se rattache au méme ordre
d’idées; il établit d’abord que si I'équa-
tion x2* + y? = 72* 3 une solution telle
que A n’ait pas de facteur commun avec
le produit xyz, alors A a un reste égal
a 1 dans la division par 8.

Apparemment Kummer a initia-
lement cru qu’il pourrait démontrer
le théoréme de Fermat pour un expo-
sant A premier impair quelconque
par une méthode de descente infinie,
au moyen de I'«arithmétique des
nombres cyclotomiques engendrés par
a, une racine A-ieme de 1», envisagée
par Gauss dans la septieme section
de ses Disquisitiones arithmeticae : les
nombres cyclotomiques sont les
nombres de la forme a, + a,0 + 2,02 +
.. +a, ,0"2 ol lesnombres a, a,, a,...
a,_, sont des nombres entiers, et ot a
est une racine A-ieme de I'unité, c’est-
a-dire un nombre complexe vérifiant
I'équation x* = 1 ; un tel nombre est
représentable par un point du cercle
de rayon centré sur I'origine (on peut
considérer que I'arc de cercle qui se
trouve entre 1 et a est la A-iéme partie
de tout le cercle). Si les entiers cyclo-
tomiques avaient admis une décom-
position unique en facteurs premiers,
une solution (x, y, z) de I’équation de
Fermat pour I’exposant A, sans facteur
commun avec X, y et z, aurait conduit
al'égalité :

2= (x+y)(x + ay)..(x + a*ly)
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Y

7. SUITE DE POINTS créée a partir d’'une solution P1 de I’équation associée a la courbe en
rouge. P1 serait une solution dite «de torsion» si I'une des droites D était verticale. Les points
de torsion forment des groupes dont on a exploré les relations avec les points rationnels.

avec, au second membre, A nombres
sans facteurs communs ; on aurait
déduit que ces facteurs devaient étre
tous des puissances A-iémes, ce qui
aurait permis d’amorcer une descente
infinie.

Toutefois Kummer découvrit en
1844 que I’arithmétique des entiers
cyclotomiques était délicate : il n’existe
pas toujours de décomposition unique
de ces nombres en facteurs cycloto-
miques premiers. Pour se raccrocher
a I'arithmétique des entiers naturels,
Kummer considére la norme des
entiers cyclotomiques f(a) = a, + a,a
+a,02 + ... +a,_,a"2: cette norme, défi-
nie par le produit f(a)f(a2?)...f(ar-1),
est toujours un nombre entier naturel
,etlanorme d’un entier cyclotomique
premier est un nombre premier ordi-
naire, de reste égal a 1 dansladivision
entiere par A

Réciproquement, pour les
nombres premiers inférieurs a 1 000,
Kummer a laborieusement calculé
(a la main, parce qu’il ne disposait
alors pas d’ordinateur) des tables de
factorisation en entiers cyclotomiques
premiers des nombres premiers ordi-
naires ayant pour reste 1 dans ladivi-
sion entiére par A, pour tous les
nombres A inférieurs a 24. Il a ainsi
découvert que, pour A égal a 23, le
nombre premier ordinaire 47 (deux
fois 23 plus 1) n’est pas lanorme d’un
entier cyclotomique, de sorte que les
entiers cyclotomiques engendrés par
une racine 23-iéme de lI'unité n’ad-
mettent pas de décomposition unique

en facteurs premiers. Cela a conduit
Kummer & élaborer, dans ses travaux
suivants, sathéorie des «nombres pre-
miers idéaux», qu’il ne définissait
d’ailleurs pas comme des nombres : il
donnait seulement les conditions pour
gu’un entier cyclotomique soit divi-
sible par une puissance donnée d’un
tel nombre idéal. En termes modernes,
les nombres idéaux de Kummer peu-
vents’interpréter comme des fonctions
associant un nombre entier naturel &
chaque entier cyclotomique, avec des
conditions particuliéres ; I'exposant de
la puissance du nombre idéal qui divise
I’entier cyclotomique est précisément
cette fonction.

Kummer définit les produits
d’idéaux (on les appellerait aujourd’hui
des diviseurs), qu’il groupe en un
nombre fini h de classes. En reprenant
des idées de Dirichlet, il étudie ce
nombre de classes au moyen d’une
fonction analogue a la fonction zéta
de Riemann (le produit, sur tous les
idéaux p premiers, de termes de laforme
1/(1 - n(p)®), ou n(p) représente la
norme de p). Lafinitude du nombre de
classes permet d’écrire les facteurs x +
a*y de 2} comme des puissances A-iémes
multipliées par des facteurs ne pouvant
prendre qu’un nombre fini de valeurs.
Lorsque A ne divise pas le nombre de
classes, on peut poursuivre ladémons-
tration comme dans le cas ou h est
égal a 1 (celui de I'arithmétique ordi-
naire) ;onditalors que A estun nombre
premier régulier, et Kummer a donné
un critéere pour reconnaitre les nombres





