forme m + nv-7, ol m et n sont nombres
entiers, et Gabriel Lamé (1795-1870),
en 1839, obtient une démonstration
pour I’'exposant 7.

Dans les mémes années, Legendre,
Niels Abel (1802-1829) et Sophie Ger-
main (1776-1831) mettent au point des
méthodes élémentaires pour atteindre
des résultats sur I’'impossibilité du
premier cas de I’équation de Fermat
xP+ yP+ zP = 0, avec p premier impair
ne divisant aucun des nombre X, y, z.
Sophie Germain démontre que ce cas
est impossible s’il existe un nombre
premier g tel que p ne soit pas une puis-
sance p-ieme modulo g : lorsque 2p +
1 est premier, par exemple sip =11
(2p + 1=23), on peut prendre q = 2p +
1 parce que 11 n’est pas une puis-
sance onziéme modulo 23 (tout nombre
compris entre 1 et 22, élevé a la puis-
sance 11, est un multiple de 23 aug-
menté ou diminué de 1). Et Legendre
étend ce résultat au cas ou 4p + 1 est
premier, par exemple si p = 13 (4p +
1=53).

Le premier travail d’Ernst Kummer
(1810-1893), en 1837, sur I’équation
de Fermat se rattache au méme ordre
d’idées; il établit d’abord que si I’équa-
tion x2* + y2 = z2* a une solution telle
que A n’ait pas de facteur commun avec
le produit xyz, alors A a un reste égal
a 1 dans la division par 8.

Apparemment Kummer a initia-
lement cru qu’il pourrait démontrer
le théoréme de Fermat pour un expo-
sant A premier impair quelconque
par une méthode de descente infinie,
au moyen de I'«arithmétique des
nombres cyclotomiques engendrés par
a, une racine A-ieme de 1», envisagée
par Gauss dans la septieme section
de ses Disquisitiones arithmeticae : les
nombres cyclotomiques sont les
nombres de la forme a; + a,0 + 2,02 +
... +a, ,0A2 ol les nombres a, a,, a,...
a, , sont des nombres entiers, et ot a
est une racine A-ieme de I'unité, c’est-
a-dire un nombre complexe vérifiant
I’équation x* = 1 ; un tel nombre est
représentable par un point du cercle
de rayon centré sur I'origine (on peut
considérer que I’arc de cercle qui se
trouve entre 1 et a est la A-iéme partie
de tout le cercle). Si les entiers cyclo-
tomiques avaient admis une décom-
position unique en facteurs premiers,
une solution (x, y, z) de I’équation de
Fermat pour I’exposant A, sans facteur
commun avec X, y et z, aurait conduit
al’égalité :

2= (x+y)(x + ay)..(x + a*ly)
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7. SUITE DE POINTS créée a partir d’'une solution P1 de I’équation associée a la courbe en
rouge. P1 serait une solution dite «de torsion» si I'une des droites D était verticale. Les points
de torsion forment des groupes dont on a exploré les relations avec les points rationnels.

avec, au second membre, A nombres
sans facteurs communs ; on aurait
déduit que ces facteurs devaient étre
tous des puissances A-iemes, ce qui
aurait permis d’amorcer une descente
infinie.

Toutefois Kummer découvrit en
1844 que I’arithmétique des entiers
cyclotomiques était délicate : il n’existe
pas toujours de décomposition unique
de ces nombres en facteurs cycloto-
miques premiers. Pour se raccrocher
a I’'arithmétique des entiers naturels,
Kummer considére la norme des
entiers cyclotomiques f(a) = a, + a;a
+a,0° + ... +a, ,a"2: cette norme, défi-
nie par le produit f(a)f(a?)...f(ar-1),
est toujours un nombre entier naturel
,etlanorme d’un entier cyclotomique
premier est un nombre premier ordi-
naire, de reste égal a 1 dansladivision
entiere par A

Réciproquement, pour les
nombres premiers inférieurs a 1 000,
Kummer a laborieusement calculé
(a la main, parce qu’il ne disposait
alors pas d’ordinateur) des tables de
factorisation en entiers cyclotomiques
premiers des nombres premiers ordi-
naires ayant pour reste 1 dans la divi-
sion entiére par A, pour tous les
nombres A inférieurs a 24. 1l a ainsi
découvert que, pour A égal a 23, le
nombre premier ordinaire 47 (deux
fois 23 plus 1) n’est pas lanorme d’un
entier cyclotomique, de sorte que les
entiers cyclotomiques engendrés par
une racine 23-ieme de lI'unité n’ad-
mettent pas de décomposition unique

en facteurs premiers. Cela a conduit
Kummer a élaborer, dans ses travaux
suivants, sathéorie des «xnombres pre-
miers idéaux», qu’il ne définissait
d’ailleurs pas comme des nombres : il
donnait seulement les conditions pour
gu’un entier cyclotomique soit divi-
sible par une puissance donnée d’un
tel nombre idéal. En termes modernes,
les nombres idéaux de Kummer peu-
vents’interpréter comme des fonctions
associant un nombre entier naturel &
chaque entier cyclotomique, avec des
conditions particulieres ; I’exposant de
la puissance du nombre idéal qui divise
I’entier cyclotomique est précisément
cette fonction.

Kummer définit les produits
d’idéaux (on les appellerait aujourd’hui
des diviseurs), qu’il groupe en un
nombre fini h de classes. En reprenant
des idées de Dirichlet, il étudie ce
nombre de classes au moyen d’une
fonction analogue a la fonction zéta
de Riemann (le produit, sur tous les
idéaux p premiers, de termes de laforme
1/(1 - n(p)®), ou n(p) représente la
norme de p). La finitude du nombre de
classes permet d’écrire les facteurs x +
a*y de * comme des puissances A-iemes
multipliées par des facteurs ne pouvant
prendre qu’un nombre fini de valeurs.
Lorsque A ne divise pas le nombre de
classes, on peut poursuivre ladémons-
tration comme dans le cas ou h est
égal a 1 (celui de I'arithmétique ordi-
naire) ;onditalors que A estun nombre
premier régulier, et Kummer a donné
un critere pour reconnaitre les nombres



premiers réguliers. Les seuls nombres
premiers irréguliers inférieurs a 100
sont 37, 59 et 67.

Analyse diophantienne
et géométrie algébrique

Le travail de Newton précédemment
évoqué a propos de tangentes et de
sécantes (inconnu jusque dans les
années 1960) était resté sans suite, mais
la connexion de I'analyse diophan-
tienne avec le calcul intégral fut expli-
cité pour le cas des intégrales elliptiques
par Carl Jacobi (1804-1851) dans une
courte note publiée en 1834. Jacobi y
interpréte la méthode d’Euler pour
construire des solutions rationnelles
de I'équation y?=P(x), ol P est un poly-
ndéme de degré égal a 4, au moyen de
la multiplication par un entier de I'in-
tégrale de la fonction 1/VP(x).

James Sylvester (1804-1897), a
I’'Université de Londres, a consacré des
travaux remarquables a I’étude des
équations diophantiennes de degré
égal a 3 par la géométrie algébrique.
Il annonce ses résultats dans une note
de 1858 et il les développe dans une
série de mémoires en 1879 et en 1880.
Sa méthode consiste a construire des
points rationnels d’une courbe cubique
(voir la figure 5) a partir d’un point
rationnel donné en se servant de tan-
gentes et de sécantes.

En 1890, le dernier mathématicien
capable d’embrasser I’ensemble des
mathématiques, David Hilbert (1862-
1943), et son professeur Adolf Hurwitz
(1859-1919) étudient systématiquement
les équations diophantiennes a I’aide
de la notion de genre d’une courbe,
introduite par Rudolf Clebsch (1833-
1872), a la suite de travaux de Bern-
hard Riemann : on étend la méthode
de la corde en remplacant la sécante
(de degré 1) qui coupe la cubique (de
degré 3, soit 1 + 2) par une courbe de
degré inférieur de deux unités au degré
n de la courbe étudiée et en imposant
que cette courbe passe par tous les
points singuliers (points doubles,
points de rebroussement, etc). On lui
impose en outre de passer par un cer-
tain nombre de points ordinaires. Si p
est le genre, ce nombre de points impo-
sés doit étre égal an—-2 + p, et il reste
p points d’intersection. Hilbertet Hur-
witz se limitent au genre égal a zéro ;
ils trouvent que I'on peut passer, par
des quotients de polyndémes a coeffi-
cientrationnels (des «transformations
birationnelles»), de courbes de genre

égal a zéro et de degré n définies sur
I’ensemble des nombres rationnels &
une droite ou a une conique, et inver-
sement. En réduisant ainsi le degré
d’une équation diophantienne, ils arri-
vent au degré 1 ou 2, que I'on sait
résoudre.

Puis, en 1901, Henri Poincaré
(1854-1912), sans connaitre appa-
remment le travail de Hilbert et de
Hurwitz, consacre un article impor-
tantal’analyse diophantienne. Poin-
caré voulait classer les problémes
diophantiens en problémes équiva-
lents par certaines transformations
adaptées a la nature du probléme.
Comme il s’intéressait a I’analyse dio-
phantienne rationnelle, les transfor-
mations birationnelles a coefficients
rationnels se présentérent naturelle-
ment, et le genre, qui n’est pas modi-
fié au cours de telles transformations
(on dit que c’est un invariant bira-
tionnel) a une signification que n’a
pas le degré. Poincaré traite d’abord
le cas du genre zéro, obtenant le méme
résultat que Hilbert et Hurwitz ; puis
il passe au genre un, qui occupe I’es-
sentiel de son mémoire.

Poincaré montre que les courbes
de genre un qui ont un point rationnel
sont birationnellement équivalentes a
la cubique déja considérée, d’équation
y2=4x3-ax~-b. Il introduit les fonctions
diteselliptiques afin d’exprimer les coor-
données des points de ces courbes.

Un ensemble de points rationnels
d’une cubique plane est dit stable par
la construction des tangentes et des
sécantes si cette construction ne fait pas
sortir de I'ensemble. Dans une suite d’ar-
ticles publiés entre 1906 et 1908, Beppo
Levi cherche ces systémes stables. En
termes modernes, il s’agit de détermi-
ner quels sont les groupes de torsion
possibles dans le groupe des points
rationnels (voir la figure 7). La détermi-
nation compléte a été faite par Bruno
Mazur, en 1978, et il est remarquable
que Levi s’en soit approchée.

Contrairement a Poincaré, L. Mor-
dell s’intéressait a I'analyse diophan-
tienneentiére; en 1922, il voulait établir
la finitude du nombre de solutions
entieres d’égquations diophantiennes de
laforme y2=P(x), oli P est un polynéme
de degré trois ou quatre. Pour le degré
trois, lathéorie des nombres algébriques
lui permettait de se ramener a un théo-
reme d’Axel Thue, lié a la théorie des
approximations diophantiennes (com-
ment estimer la rapidité de I'approxi-
mation d’un nombre irrationnel par une

suite de nombres rationnels), sur la fini-
tude du nombre de solutions entieres
d’une équation de la forme F(u,v) = m,
ou F est un polyn6me homogeéne en
(u,v), c’est-a-dire dont le degré total,
pour u et pour v soit égal pour tous les
termes du polyndéme (par exemple, le
polynéme uv? + u?v? + 4v* est homo-
gene, et de degré égal a quatre) ; mais
cette méthode était inopérante en degré
quatre.

Mordell s’estapercu qu’elle lui don-
nait un procédé de descente conduisant
a établir que les points rationnels s’ob-
tiennent a partir d’un nombre fini
d’entre eux par la construction des
tangentes et des sécantes ; c’est alors
seulement qu’il cite Poincaré et qu’il for-
mule sa célébre conjecture, sur la fini-
tude du nombre de points rationnels
pour les genres strictement supérieurs
aun.

André Weil, en 1929, a réinter-
prété le résultat de Mordell en termes
du groupe des points rationnels d’une
courbe elliptique. La conjecture de
Mordell a fini par étre démontrée en
1983, par I’Allemand Gerd Faltings,
qui a suivi une autre voie. Comme la
courbe de Fermat est de genre supé-
rieur a un lorsque I’exposant est stric-
tement supérieur a trois, le théoréme
de G. Faltings indique que I’équation
de Fermat n’a au plus qu’un nombre
fini de solutions.

Le théoreme de Fermat propre-
ment dit est sorti de son isolement
plus récemment, en 1987, quand on
s’est apercu qu’il se déduisait de
conjectures formulées de manieére
complétement indépendantes.
Notamment un théoréme de Kenneth
Ribet a montré que le théoreme de
Fermat est une conséquence d’une
conjecture de M. Taniyama et de
A. Weil sur les courbes elliptiques ;
c’est cette conjecture que A. Wiles
vient de démontrer.
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