21t (un angle), les points d’une courbe
elliptigue sont paramétrés par une
variable complexe modulo deux
périodes. Il en résulte que les points de
p-division ne sont plus sur une droite
mais dans un plan. Mais abordons,
comme nous I’avions promis, les
courbes elliptiques.

L’introduction
des courbes elliptiques

Prenons une courbe elliptique repré-
sentée par la cubique d’équation :
y2 = x3+ a,x?+ a,x + &, La courbe est
definie sur les rationnels si a,, a, et a,
sont rationnels. De plus il ne faut pas
gue le second membre de I’équation ait
uneracine double ; dans le cas contraire,
la cubique posseéde un point multiple
et n’est pas une courbe elliptique.

Comme les points de la courbe sont
paramétrés par une variable complexe
modulo deux périodes, ces points
forment un groupe commutatif dont
I’élément nul est le point de paramétre
0. Habituellement on choisit le para-
métrage pour que I’élément nul du
groupe soit le point a I'infini de la
courbe. Les points rationnels de la
courbe elliptique sont ceux dont les
coordonnées sont rationnelles. Un théo-
reme d’Abel explique comment
construire le composé de deux points,
et les points rationnels forment un
groupe pour cette loi de composition
(voir la figure 3).

Pour les amateurs de courbesellip-
tiques, un des thémes d’étude des
années 1960 était une conjecture de
Beppo Levi. Cette conjecture affirme,
entre autres, que pour toutes les
courbes elliptiques définies sur les
rationnels, il existe un majorant de
I’ordre des points rationnels. L’ordre
d’un point P étant le plus petit entier
n non nul tel que P composé avec lui-
méme n fois soit nul.

Les points rationnels d’ordre 2p?
doivent étre particuliérement fasci-
nants puisque B.A. Demjanenko et
moi-méme avons étudié ces points
entre 1965 et 1970. A notre grand éton-
nement I’existence de ces points
entrainait celle d’une solution non tri-
viale de I’équation de Fermat d’ex-
posant p.

En 1969, j’ai pensé a renverser I'ap-
proche : j'ai essayé de démontrer que,
si I’équation de Fermat avait un triplet
solution a,b,c, tous non nuls, alors la
courbe elliptique dont I’équation est
Y2 = X(X -aP)(X + bP) aurait des points

© POUR LA SCIENCE - N° 220 FEVRIER 1996

d’ordre p intéressants. Si le nombre ¢
n’apparait pas dans cette équation c’est
qu’il se déduit des deux autres par
I’équation de Fermat aP + b? = cP. La
courbe sera désignée dans la suite par
E(AB,C),avec A=aP,B=hPetC=—P:
certains auteurs la désignent sous le
nom de «Courbe de Frey». Remargquons
gue I’'on ne peut donner d’exemple de
courbe E(A,B,C) correspondant a une
solution non triviale de I’équation de
Fermat puisqu’il n’en existe pas. On
peut toutefois en donner pour des équa-
tions voisines comme xP + yP = 2zP.
Nous sommes ainsi passés du pro-
bléme de Fermat de degré p a un pro-
bléme sur les points d’ordre p de la
courbe elliptique E(A,B,C). La encore,
les mathématiciens ont élargi le pro-
bleme : au point (a,b,c) ils ont fait cor-

respondre une courbe elliptique
E(A,B,C), et I'on est passé ainsi d’un
objet algébrique, un point (u,v)= (a/c,
b/c) de la courbe uP + vP =1 a un objet
«transcendant», la courbe E(A,B,C).

Le passage a une dimension supé-
rieure pour démontrer un théoréme
avait été utilisé avec profit par Desargues
(voir la figure 1). Cette démonstration
fameuse par sa simplicité illustre I'in-
térét de changer de «point de vue». Tou-
tefois, une théorie plus générale que la
théorie précédente n’est intéressante
que si elle donne des résultats impré-
vus : dans le cas contraire, elle est sté-
rile et sans portée.

Les courbes elliptiques éliminent
de fagon particulierement élégante
les solutions triviales de I’équation
de Fermat: en effet, la courbe E(A,B,C)

La fonction théta définie pour |g| < 1 par :

a été étudiée par Euler et Jacobi.

Us)= D

n=1

( Z q”2 )4 =1+8 Z A(m)z™,
positif comme somme de quatre carrés !

I (s/2)
T s/2

(s)

publiée par B. Riemann en 1859.

(1)
@) 8(a(-1/2)) =
de Riemann :
= 2 L
n>1 N

LES FORMES MODULAIRES

)= Y q"’

Sil'on pose q(z) = e 712, avec z = x + iy, y > 0, on obtient les équations fonctionnelles :
8(a(2)) = 6(a(z + 2))

(22 8(a(2)

La série de Dirichlet qui est associée a 6 n'est autre que la célebre fonction dzéta

pour Re(s) > 1

Euler a établi que cette fonction posséde un "produit eulérien”, c'est-a-dire un
produit ne portant que sur les nombres premiers :

L=Tla-p9
p

L'équation fonctionnelle de la fonction théta conduit a celle de ¢, et le produit
eulérien de  conduit a de nouvelles propriétés de 6!
Le 24 avril 1828, Jacobi découvrit l'identité :

ol A(m) = Z d, d divisant m et 2 0 mod 4

qui lui permit de donner instantanément le nornbre de représentations d'un entier

L'équation (2) entraine I'équation fonctionnelle :

_((1-9)2) )
= m {1-5)

La célebre "hypothese de Riemann" affirme que les zéros de {(s), qui ne sont pas
-2, -4, -6, etc., se trouvent sur l'axe de symétrie de cette équation (la droite
correspondant a la partie réelle de s égale a 1/2) : c'est une des grandes conjec-
tures que notre époque legue au prochain siecle.
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FORMES MODULAIRES
ET COURBES ELLIPTIQUES

La théorie d' Eichler-Shimura associe a la forme modulaire f :

f=q M @-a @-qtty’
la courbe elliptique y2 - y = x3 - x2.
Ceci signifie qu'en écrivant :
f:q_2(-']2_(13_‘_2(14_*_q5_‘_2(-']6_2(:]7_2(:]9_2qu+qll_2qu+m=zanqr‘|Y

le nombre des points modulo p de cette courbe (y compris le "point a l'infini") est
égalap+1- a, (a condition que p ne divise pas 11).

Pour | premier, différent de 11, l'opérateur de Hecke T, est défini par :

T, (2a,g" = 2a,q" +| 2a,g"

On vérifie que
T, (") = af,

ce qui signifie que f est un vecteur propre de l'opérateur T,.
La propriété de f qui lui vaut le qualificatif de "modulaire” est I'équation fonc-
tionnelle suivante :

f [exp (at + b/ct + d)] = (ct + d)? f [exp (T)],

ol exp (1) = e 2™ 1 est un nombre complexe dont la partie imaginaire est posi-
tive, (a,b ; c,d) est une matrice de quatre entiers, telle que 11 divise c et ad - bc =1

(elle n'est pas évidente !).

admet un pointdouble si et seulement
si le polynéme X(X - A)(X + B) admet
une racine double, c’est-a-dire si et seu-
lement si ABC = (abc)P = 0.

Le reste du programme consistait
a voir ce que I’'on pouvait savoir des
point d’ordre p de la courbe E(A,B,C).
J'ai constaté, en 1969, que leurs coor-
données engendraient un corps algé-
brique qui ressemblait beaucoup au
corps cyclotomique engendré par Zp.
Les courbes E(A,B,C) ainsi associées
aux solutions hypothétiques non tri-
viales de I’équation de Fermat fourni-
raient, a I’aide de leurs points de
p-division, des représentations du
groupe de Galois absolu qui sont trop
belles pour exister.

Dés leur naissance, on soupgconnait
que les courbes E(A,B,C) étaient des
juments de Roland (dans Roland
Furieux, la jument de Roland pos-
sede toute les qualités sauf I’existence).
Mais comment le prouver?

C’est alors que Gerhard Frey est
intervenu en 1985 : dans un manus-
critnon publié intitulé «<Modular Ellip-
tic Curves and Fermat’s Conjecture»,
il conjecturait que les courbes E(A,B,C)
ne pouvaient pas satisfaire la conjec-
ture de Taniyama Weil : décidément
I’Histoire aime les marges!

Les formes modulaires

On m’arapporté une boutade du grand
mathématicien M. Eichler : il aurait dit
gu’il n’y avait que cing opérations fon-
damentales en arithmétique : I’addi-
tion, la soustraction, lamultiplication,
ladivision et... les formes modulaires.

Les formes modulaires sont des
fonctions de la variable complexe véri-
fiant des équations fonctionnelles (voir
I’encadré de la page 95). On en trouve
des vestiges fragmentaires dans I’Ars
Conjectandi de Jacques Bernoulli (1713),
puis quelques beaux spécimens, dont
la fonction 6 dans Euler (1748), dans
I’Introductio in Analysis Infinitorum,
ou apparaissent également des séries
de Dirichletetou I'on trouve aussi I’ex-
pression sous forme de produit eulé-
rien de la fonction ¢ de Riemann. On
reste pantois devant la boite de Pan-
dore ouverte par Euler. Son Algébre
fourmille aussi d’équations diophan-
tiennes, de courbes et d’intégrales ellip-
tiques.

Peut-étre est-ce dans Euler que le
mathématicien allemand E. Hecke a
fait ses achats. ll arelié I’équation fonc-
tionnelle et le développement en pro-
duit de la fonction ¢ de Riemann, a
d’étranges propriétés de la fonction 6.

Ses études joueront un role crucial dans
ladémonstration du théoréme de Fer-
mat-Wiles.

Les formes modulaires se com-
portent comme des organismes, leurs
propriétés étant liées de maniére stricte
et harmonieuse par I'action d’un
groupe. Celles qui nous intéressent
ici sont vecteurs propres d’opéra-
teurs trés importants ici, les opérateurs
de Hecke (voir I’encadré ci-contre).

La conjecture
de Taniyama-Weil

Depuis les années 1950, on savait asso-
cier a une courbe elliptique une série
de Dirichlet, que I’on appelait la fonc-
tion L de cette courbe elliptique et qui
recelait de nombreuses informations
sur les points rationnels de cette courbe.
Hecke avait montré, par ailleurs, com-
ment associer a certaines séries de Diri-
chlet des formes modulaires de telle
sorte que si les premieres possédentun
produit eulérien (un produit sur les
nombres premiers), les secondes sont
vecteurs propres des opérateurs de
Hecke. Toutefois les informations sur
les fonctions L étaient trop fragmen-
taires pour démontrer dans le cas géné-
ral I’existence de la forme modulaire.

En 1955, la voix de Taniyamas’éleva
dans le désert pour annoncer que toute
courbe elliptique devait provenir d’'une
forme modulaire. Cette prophétie, pré-
maturée et vague, ne suscitaguere d’in-
térét a I’époque...

Il est bon de s’arréter ici pour évo-
guer des questions de style. Un des
thémes récurrents de notre histoire est
gue la contribution des mathématiciens
francais est marquée de positivisme.
Le philosophe Auguste Comte, pape
du positivisme au XIX® siecle, voyait
dans le développement historique de
la science trois stades successifs : le
stade théologique, le stade métaphy-
sique, et le stade positif. Dans ce der-
nier stade seulement la théorie est
vérifiable, on dirait aujourd’hui falsi-
fiable selon Popper. Lathéorie doit étre
suffisamment précise pour étre mise
en défaut si elle est imparfaite.

C’est en ce sens qu’André Weil a
apporté une contribution essentielle
a la conjecture de Taniyama. En s’ap-
puyant sur la théorie d’Eichler Shi-
mura, il a su préciser comment on
devait chercher la forme modulaire
associée a une courbe elliptique.

Lascene était dressée pour le spec-
tacle, mais le temps semblait avoir sus-
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