Lebut dujoueurIest que le nombre
obtenu en fin de partie (au bout d'un
temps infini!) soit un élément de I'en-
semble A, et le but du joueur II est
que ce nombre ne soit pas un élé-
ment de A. Existe-t-il une fagon de
jouer, pour I ou pour II, qui assure le
gain?

Solution : Le joueur II a une stra-
tégie gagnante. Iljoue 1" au début, puis
‘1" une fois sur deux, et ‘0" une fois
sur deux. Voyons pourquoi il gagne
avec cette stratégie. Une petite diffi-
culté initiale ne nous arrétera pas : il
existe deux développements binaires
de1/2:0,1000... et 0,01111... (le second
développement résulte du fait que la
somme de la série1/4+1/8+1/16 +
1/32+...estégale a1/2). Similairement,
les développements binaires de 1/4
sont 0,01000... et 0,0011111... Dans aucun
de ces développements, on ne trouve
un ‘1" suivi plusloin d"un’0’, puis plus
loin d’un “1” ; donc, deés son troisiéme
coup, lejoueur Il est certain que le déve-
loppement obtenu a I'infini sera celui
d’un nombre n’appartenant pas a A.

Citons quelques problemes de jeu
infini avec divers ensembles A.

e A =[1/8,7/8], I'intervalle com-
prenant tous les nombres réels entre
1/8et7/8.

Solution : Le joueur I posséde une
stratégie gagnante qui est:jouer ‘1" puis
‘0, puis n'importe quoi, car tout nombre
delaforme0,1?0???... est compris entre
1/2et1/2+1/4+1/8=7/8.

e A={r,r, .. I}, un ensemble
fini quelconque fixé de nombres réels.

Solution : Le joueur II a une stra-
tégie gagnante. Elle consiste a se fixer
un chiffre de r, de rang impair, et ajouer
le complémentaire de ce chiffre lors-
qu’il y arrive, ce qui «évite» au résul-
tat final d’étre r, (si r; possede deux
développements, le joueur II «évite»
d’abord le premier, puis le second).
Le joueur II évite de méme le nombre
r,, puis le nombre r,, etc. Puisqu’il
dispose d'un nombre infini de coups,
lejoueur II évite ainsi tous les éléments
de A les uns apres les autres, et il est
certain de gagner. Remarquons que
cette «méthode d’évitement» s’adapte
a tout ensemble infini dénombrable
A (un ensemble est infini dénombrable
si tous ses éléments peuvent étre numé-
rotés par les nombres entiers).

® A = les nombres dont le déve-
loppement binaire ne comporte jamais
trois ‘0’ ou trois ‘1’ consécutifs (jeu
des pharaons de I'encadré 1).

Solution : Le joueur I gagne en
jouant n’importe quoi au premier

2. ENSEMBLE DENOMBRABLE, HYPOTHESE DU CONTINU

Un ensemble infini est dénombrable s'il peut étre mis en correspondance, ter-

me a terme, avec I'ensemble des entiers.

Ainsi I'ensemble N de tous les mots qu'on peut écrire avec les deux lettres "a"

et "b" est dénombrable :
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L'ensemble des nombres réels, noté R, en revanche, n'est pas dénombrable.
On le démontre avec le raisonnement diagonal de Cantor :

Soit une liste de nombres réels Ios M5 T
oacp
. finit un nombre réel r qui posseéde comme

r,=0, s décimale numéro i un chiffre différent de la

s Ty o supposée compléete. On dé-

décimale numéro i de r;. Le nombre réel
ainsi construit n'est égal a aucun nombre

de laliste ry, 1y, Iy, ooy Ty oo
n'est donc pas compléte, et donc I'ensem-

T e La liste

ble des nombres réels n'est pas dénom-

brable. On dit qu'un ensemble qui peut étre

mis en correspondance terme a terme
avec l'ensemble des nombres réels a la
puissance du continu.
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L'hypothése du continu est 'affirmation
gue tout sous-ensemble infini de R est
dénombrable ou a la puissance du continu.

coup, et ensuite toujours I'inverse de
ce que vient de jouer le joueur II (ce
qui assure que jamais trois chiffres
consécutifs ne sontidentiques, et donc
que le nombre obtenu a I'infini est bien
dans A).

Nous pourrions multiplier les
exemples, et nous découvririons que,
pour tout ensemble A pas trop com-
pliqué, I'un des deux joueurs possede
une stratégie gagnante. Lorsqu’il en
est ainsi, on dit que le jeu est déter-
miné pourl’ensemble A, ou encore que
I'ensemble A est déterminé.

Quelqu’un est-il sOr
de gagner?

Les jeux infinis et leurs stratégies
gagnantes furent examinés pour la pre-
miére fois par les mathématiciens polo-
nais S. Mazur et S. Banach dans les
années 1930. Ces développements inté-
ressent aujourdhui les informaticiens,
car, a partir de telles études, on modé-
lise les interactions entre un systeme
informatique et ses utilisateurs. Les
informaticiens veulent s’assurer quele
systeme informatique ne tombe jamais
en panne et que le systeme répond aux
demandes des utilisateurs en ce qui
concerne I’acces aux ressources dontil
ala charge (imprimante, modem, etc.).
Le systeme informatique joue donc une
sorte de partie infinie avec les utilisa-
teurs qui, par maladresse ou mal-
veillance, pourraient interrompre son
fonctionnement. Par ailleurs, les utili-
sateurs ne doivent pas attendre indé-
finiment les acces aux ressources qu’ils
sollicitent.

Une stratégie gagnante pour le sys-
téme assure ainsi qu’il n’y aura jamais
de panne et que les utilisateurs seront
correctement servis, alors qu'une stra-
tégie gagnante pour les utilisateurs est
la marque d’un point faible dans la
sécurité. Les problemes de jeux infi-
nis sont concrets, et pourtant ils nous
conduiront aux confins de la théorie
des ensembles, en un lieu ot1 les objets
considérés sont si gros, si «infinis», que
leur existence est indécidable!

Le contenu d'un ensemble A étant
défini, existe-t-il une stratégie gagnante
pour 'un des joueurs? Autrement
dit, tout ensemble A est-il déterminé?
Si la réponse est non, quels sont les
ensembles déterminés?

La profondeur etla difficulté de ces
questions, pourtant de formulation
simple, sont inattendues ; on ne sait
pasy répondre completement aujour-



d’hui, car elles sont liées aux aspects
les plus mystérieux de la théorie axio-
matique des ensembles et, en particu-
lier, aux axiomes de grands cardinaux
et a I'hypothese du continu.

Tout ensemble est-il
déterminé?

Les premiers résultats, dus a D. Gale
et F. Stewart, datent de 1953 : ces deux
mathématiciens démontrérent que tout
ensemble ouvert (voir I’encadré 3) est
déterminé. Les deux adversaires jouent
comme précédemment, en ajoutant,
chacun a leur tour soit 0, soit 1. Avec
certains ouverts, comme l’intervalle
Aégala]0,2/3[ (tous lesnombres entre
Oet2/3,al’exceptiondeOet2/3), cest
le joueur I qui dispose d'une stratégie
gagnante ; pour d’autres, comme A égal
a]1/4, 3/4][, c'est le joueur II qui est
assuré de gagner.

D. Gale et F. Stewart démontrerent
aussi que nous ne devons pas croire
que tout ensemble est déterminé : cela
conduirait a une contradiction avec un
axiome de base de la théorie des
ensembles, ’axiome du choix. Cet
axiome affirme une évidence : si vous
avez une famille d’ensembles non vides,
vous pouvez construire un nouvel
ensemble en choisissant un élément
dans chacun des ensembles de la
famille. L’axiome du choix a donné lieu
a de nombreux débats au début du
siecle, mais les théoriciens des
ensembles 'acceptent aujourd hui.

On envisagea un moment d’adop-
ter 'axiome de détermination com-
plete qui affirme que «tout ensemble
est déterminé» et de renoncer a
’axiome du choix. Par analogie avec
le cas fini, il est naturel de soutenir que
tout ensemble est déterminé, c’est-a-
dire qu'il existe une stratégie gagnante
pour tout ensemble A. En 1962,
J. Mycielski et H. Steinhaus argu-
mentaient de la fagon suivante : «Sup-
posons que les deux joueurs soient
infiniment intelligents et qu’ils
connaissent parfaitement bien 'en-
semble A, alors le résultat du jeu ne
peut pas dépendre du hasard, et donc
I'un des deux doit disposer d"une stra-
tégie gagnante.»

Entre deux énoncés naturels qui
se contredisent, ici I’axiome de déter-
mination compléete et I’axiome du
choix, nous pouvons retenir celui qui
nous «arrange» le mieux, et donc
I’axiome de détermination compleéte si
nous y trouvons un intérét.

Cette défense de I’axiome de déter-
mination compleéte est aujourd’hui
jugée peu convaincante, et les mathé-
maticiens préferent garder I’axiome
du choix, mieux ancré dans l'intuition.

Intéressons-nous aux sous-
ensembles des nombres réels R et
essayons d’identifier ceux qu’il est rai-
sonnable de considérer déterminés. En
simplifiant, les sous-ensembles de R
sont classés en quatre catégories, les
ouverts, les boréliens, les projectifs et
les ensembles qui ne sont pas projec-
tifs (voir I’encadré 3).

La généralisation de la preuve que
«tous les ouverts sont déterminés» a
«tous les boréliens sont déterminés»
nécessita 20 ans de travail et aboutit
en 1975 grace a Donald Martin.
L’étape suivante qui aurait été de
montrer que tout ensemble projectif
est déterminé, affirmation qui s’ap-
pelle la détermination projective, ne
futjamais franchie. La démonstration
était impossible, comme on le com-
priten montrant que les axiomes habi-
tuels de la théorie des ensembles, sils
sont sans contradiction, ne démon-
treront jamais la détermination pro-
jective.

Ainsi, pour certains ensemb]es,
on ne peut savoir si le jeu associé pos-
séde une stratégie gagnante. Ce résul-
tat est étonnant, mais I’axiome de
détermination projective est tellement
tentant qu’on ne souhaitait pas1’aban-
donner, d’autant qu’il permet une théo-
rie belle et efficace des sous-ensembles
deR.

Avec 'axiome de détermination
complete, certaines démonstrations
sont plus directes et plus naturelles que
d’autres démonstrations connues.
Citons Donald Martin : «Bien que la
détermination projective ne puisse étre
prouvée a partir des axiomes habituels
dela théorie des ensembles, elle conduit
a une théorie élégante et essentielle-
ment complete des ensembles projec-
tifs, et donc il n’est pas déraisonnable
qu’elle soit vraie. Je considere que
I'axiome de détermination projective
a un statut analogue a une hypothése
en physique : les conséquences de la
détermination projective sont si har-
monieuses et riches qu’elles constituent
une preuve quasi empirique de la déter-
mination projective.» Il devenait donc
naturel d’ajouter ’axiome de déter-
mination projective aux autres axiomes
de la théorie des ensembles de Zer-
melo-Fraenkel avec axiome du choix,
notée ZFC.

Remarquons I'étrangeté de la situa-
tion : les mathématiciens ne réussis-
sant pas a prouver une propriété —ils
savent méme qu’elle n’est pas prou-
vable avec les outils habituels —, mais,
constatant qu’elle a des conséquences
agréables, ils proposent de la consi-
dérer vraie. Habituellement les mathé-
maticiens ne proposent que des
axiomes vrais a priori (évidents par
eux-meémes), ici ¢’est a posteriori (apres
étude de leurs conséquences) qu'’ils
jugent la détermination projective vraie
et souhaitent la prendre comme
axiome.

Une des conséquences agréables de
I'insertion de ce nouvel axiome dans la
théorie des ensembles est qu’il per-
met de traiter partiellement ’hypothese
du continu. Pour I'expliquer et mon-
trer 1'intérét de cette recherche de
nouveaux axiomes, nous devons donc
revenir sur I’hypothese du continu.

L’hypothése du continu
est-elle vraie?

L'hypothese du continu — proposée par
Cantor en 1878 et qui contribua a le
rendre fou —affirme qu’iln’y a que deux
sortes de sous-ensembles infinis de
I’ensemble R des nombres réels : ceux
qu’on peut mettre en correspondance
terme a terme avec les entiers, et ceux
qu’on peut mettre en correspondance
terme a terme avec les nombres réels
(voir I’encadré 2).

Kurt Goédel et Paul Cohen ont
démontré que cette affirmation géné-
rale est indépendante des autres
axiomes de la théorie des ensembles.
K. Godel montra qu’onn’introduit pas
de contradiction en ajoutant I’hypo-
thése du continu aux axiomes de ZFC,
et P. Cohen montra qu’on n’introduit
pas de contradiction si on ajoute la
négation de ’hypothese du continu &
ZFC. On sait aussi que I'hypothese du
continu n’a aucune conséquence en
arithmétique : en conséquence, tout ce
qui peut se démontrer sur les entiers
avec l’hypothese du continu se
démontre aussi sans 1'utiliser.

Il'y a parfois un malentendu sur ce
que I'on doit conclure des résultats de
K. Godel et de P. Cohen: certains inter-
prétent cette indépendance de 'hypo-
thése du continu en disant que le
mathématicien peut, selon ses gofits,
ajouter, aux axiomes usuels des
ensembles, 'hypothese du continu ou
sa négation. Cela n’est vrai que si,
derriére les ensembles, on considere
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