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5. Les nombres-univers sont tres nombreux

N on seulement il existe des nombres-univers, mais, en réalité, ils sont trés
nombreux. En voici la preuve en deux étapes.

(@) 'y a une infinité non dénombrable de suites de Pile ou Face (version
binaire du principe de diagonalisation de Cantor). Supposons qu’on puisse
associer, sans répétition et sans en oublier, un nombre entier a chaque suite de
Pile ou Face, par exemple :

0O-PPFFPP..
1-FFPFPP..
2 .FPPPFP..

La suite obtenue en prenant la diagonale et en échangeant P et F n’est pas
dans cette liste (car elle différe par son premier élément de la premiére suite, par
son deuxieme élément de la deuxieme liste, etc.). Il est donc impossible de numé-
roter les suites infinies de P et de F par des entiers : I'infini des suites de Pile ou
Face est donc strictement plus grand que l'infini des entiers. On dit : il y a une
infinité non dénombrable de suites de Pile ou Face.

(b) Il'y a une infinité non dénombrable de nombres-univers. On part du
nombre-univers 0,123456 789 10 11... On prend une suite infinie de PF quel-
conque. On permute ‘1’ et ‘2’ si le premier élément est P ; sinon, on ne permute
pas. On permute ‘3’ et ‘4’ si le second élément est P, etc. Par ce procédé, deux
suites de Pile ou Face différentes donneront deux nombres-univers différents. Il
y a donc une infinité non dénombrable (plus grande que celle des entiers) de

nombres-univers différents.

un programme qui recherche pour vous
si votre date de naissance ou toute
séquence qui vous intéresse est dans les
décimales de 1t J'ai ainsi appris qu’'une
Suite de sept 7, soit 7777777, se trou-
vait dans 1 a partir de la décimale
3 346 229.

L'ignorance dans laquelle nous
sommes pour V2, Tt, e est en partie com-
pensée par I'élaboration de nombres irra-
tionnels et méme transcendants (non
solution d'une équation polynomiale a
coefficients entiers) qui sont des nombres-
univers, ou au contraire ne le sont pas.
Le nombre 0,1010010000001... (n! fois
le ‘0’ entre deux ‘1) est transcendant, mais
n'est pas un nombre-univers. Le nombre
0,1020030000004... (n! fois le ‘0’ entre
I'écriture décimale de n et de n + 1) est
un nombre-univers transcendant.

Notons que les nombres incompres-
sibles, c’est-a-dire que I'on ne peut coder
sous une forme plus concise, sont tous
des nombres-univers. Si un nombre, 47
par exemple, manque dans un nombre
A, alors ce nombre A peut étre codé
plus économiquement en évitant le signe
47, en remplacant 48 par 47, 49 par 48,
etc. La suite ne comporte plus 99, et I'on
peut écrire le nombre A en base 99, ce
qui donne une séquence de chiffres un
peu plus courte. Un nombre qui n’est pas
un nombre-univers est donc compres-
sible, ce qui, dit autrement, signifie : tout
nombre incompressible est un nombre-
univers. On démontre qu’il y a une infi-
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nité de nombres incompressibles, donc
de nombres-univers.

Un moyen simple et direct de
construire une infinité non dénombrable
(plus grande que l'infinité des entiers)
de nombres-univers est indiqué sur la
figure 5.

L INFINI
ET LES POSSIBLES

J'ai lu, il y a quelques mois, la remarque
suivante qui semble étre en rapport
avec ce que nous examinons ici : «S’il
existe un nombre infini de galaxies, toutes
les combinaisons possibles présidant a
la naissance et a I'existence d’un étre
vivant doivent se produire un nombre infini
de fois : il existe non seulement une infi-
nité de mondes, mais aussi une infinité
d’individus ayant la méme structure que
n'importe quel individu de notre Terre :
VOUS OU moi.»

Vous avez remarqué, j'imagine, que
ce raisonnement est faux. L'infini auto-
rise certains délires, et nous nous 'y
sommes laissés aller avec nos énume-
rations de tout a I'heure, mais il n'auto-
rise pas a dire n'importe quoi. C'est a
G. Cantor que nous devons la démons-
tration qu'il existe une science rigoureuse
de I'infini, dont les mathématiciens décou-
vrent les lois, et qui permet d’affirmer a
propos de l'infini certaines choses et en
interdit d’autres. L'auteur des lignes citées
pense, semble-t-il, que dés qu’'un

ensemble estinfini alors tout est dedans,
et méme que tout y est inclus une infi-
nité de fois. C'est clairementinexact: I'en-
semble des nombres s’écrivant avec les
chiffres pairs 0, 2, 4, 6, 8 par exemple
estinfini et pourtant il ne contient pas tous
les nombres, puisque 3 n'y est pas, ni
123, ni 25267!

Méme si tout infini est grand (par
nature!), tout infini n’est pas tout!!!

Malheureusement pour notre goQt de
I'éternité et notre souhait qu'il y ait d’autres
formes de vie dans I'Univers : méme s'il
existe un nombre infini de galaxies, il se
peut que la vie ne soit apparue qu’'une
fois, et qu'il n’y ait nulle part ailleurs un
individu possédant la méme structure que
VOUS OU moi.

Il existe cependant un résultat de la
théorie des probabilités qui explique peut-
étre I'erreur mentionnée. Sil'on tire au sort
indéfiniment des chiffres, chaque chiffre
ayant une probabilité non nulle d’étre
obtenu (par exemple 1/10) alors la suite
infinie construite ainsi est, avec une pro-
babilité 1, une suite-univers et donc
toute suite finie de nombres se présen-
tera sil'on sait attendre assez longtemps.

On affirme parfois qu’un singe tapant
au hasard sur une machine a écrire finit
a un moment ou un autre par écrire Le
songe d’une nuit d'été de Shakespeare
ou I’encyclopédie Larousse en 20
volumes. Si on prend la précaution de
préciser que les choix du singe suivent
une loi de probabilité qui n’'omet aucune
touche de la machine, c’est tout a fait
exact d'apres le résultat cité (voir un rai-
sonnement direct sur la figure 6).

On peut aussi tirer du résultat proba-
biliste mentionné que si 'Univers estinfini,
gu’il comporte une infinité de galaxies et
que les particules élémentaires a l'inté-
rieur de chaque galaxie occupent une
configuration (parmi un nombre de confi-
gurations possibles qu’on suppose fini)
en respectant une loi de probabilité qui
n’attribue une probabilité nulle & aucune
configuration (ce qui n’est pas invrai-
semblable sil'Univers mélange bien tout),
alors il est vrai maintenant que «toutes
les combinaisons possibles présidant a
la naissance et a I'existence d'un étre
vivant doivent se produire un nombre infini
de fois : il existe non seulement une infi-
nité de mondes, mais aussi une infinité
d’individus ayant la méme structure que
n’'importe quel individu de notre Terre :
VOUS OU MOi».

Perspectives troublantes! Certains
cosmologistes comme John Barrow et
Franck Tipler n’hésitent pas a les évo-
quer etas'interroger sur ce qu'’ils dénom-
ment le «probleme de la duplication», dont
ils remarquent malicieusement que, s'il
se pose vraiment, alors ils ne sont cer-
tainement pas les seuls a s'y intéresser.
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L'idée que, dans certains types d’uni-
vers, tout est présent plusieurs fois
entraine qu’en un certain sens chacun de
nous est éternel : lorsque vous mourrez
ici sur Terre, un autre vous-méme, ailleurs,
vit les choses Iégerement difféeremment
et reste vivant. C'est le théme d'un livre
étrange de Frank Tipler, The Physics of
Immortality, paru 'année derniere aux édi-
tions Doubleday et dont les spécula-
tions sauvages ont provoqué des
commentaires outragés de nombreux de
ses collegues.

PROBLEMES SUR LES
NOMBRES-UNIVERS

Les nombres-univers sont des objets
fascinants, puisqu’ils contiennent,
par définition, toutes les combi-
naisons possibles de chiffres et
donc, sous forme numérique, tous
les livres, tous les films, toutes
les vies, etc. On peut cependant
assez aisément démontrer des pro-
priétés simples de ces nombres.
En voici quelques-unes sous forme
de petits problémes.

Probléme 1. Est-il vrai que, dans N

un nombre-univers, chaque séquence est
présente non seulement une fois (comme
la définition le demande), mais une infi-
nité de fois?

Réponse. Oui. Considérons une
séquence c. Chacune des séquences c0
(c suivie de ‘0’), c10 (c suivie de ‘1’ et de
‘0’), 110, c1110, etc., est présente au
moins une fois, et donc la séquence c est
présente une infinité de fois.

Probleme 2. Est-il vrai qu’en modi-
fiant un nombre fini de chiffres d’un
nombre-univers, il le reste?

Réponse. Oui. Soit ¢c une séquence
finie de chiffres, elle est présente une infi-
nité de fois (probleme précédent), donc
en modifiant un nombre fini de chiffres
du nombre-univers s, on ne touche qu'un
nombre fini d’'exemplaires de la séquence
¢, qui est donc présente (une infinité de
fois) dans le nombre modifié.

Probléme 3. La somme de deux
nombres-univers est-elle toujours un
nombre-univers?

Réponse. Non. Soit ¢ un nombre-
univers, soit le nombre ¢’ obtenu en
«complémentant c», c’est-a-dire en pre-
nant pour décimale numéro i le com-
plémentaire a 9 de la décimale numéro
i (le complémentaire de 0 est 9, le
complémentaire de 1 est 8, etc.). Le
nombre c + ¢’ posséede la suite de déci-
males 0,99999999... et n'est donc pas
un nombre-univers. Je ne connais pas
la réponse a la méme question pour le
produit : un lecteur saura-t-ily répondre?

Probleme 4. Le mélange par inter-
pénétration de deux nombres-univers (un
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6. Le singe qui tape au hasard

upposons qu'a chaque fois que le singe tape sur une touche de sa machine,
la probabilité pour qu'il tape un 'a’ soit supérieure a 1/1 000. De méme pour
le 'b', etc. Donnons-nous une séquence s de 500 000 symboles (un texte de
Shakespeare, par exemple). Alors la probabilité pour que le singe tape, dés son
premier essai, la séquence s est supérieure a 1/1 0005%°%%, ce qui est trés faible,

mais non nul. La probabilité pour que le singe ne tape pas la
séquence s lors des premiers 500 000 symboles qu'il écrit est
donc inférieure a 1 — 1/1 000590 9%, | a probabilité pour que
le singe ne tape pas la séquence s lors des premiers 500 000
symboles ni lors des 500 000 symboles suivants est
inférieure a (1 — 1/1 000°% 090)2 De méme, la probabilité
pour que, au bout de m essais de 500 000 symboles cha-
cun, il n'ait pas écrit s, est inférieure a (1 — 1/1 000500 000)m,

| J J\ en plus probable : & un moment ou & un autre, le
singe écrit le texte de Shakespeare.

Lorsque m augmente, c'est-a-
dire quand le singe tape
indéfiniment sur sa
machine, la proba-
bilité de ne pas
voir apparaitre
stendvers 0 (on
utilise le fait que,
si r est un
nombre positif stric-
tement inférieur a 1,
alorsr™tend vers 0
guand m tend vers
I'infini). Autrement
dit, voir apparaitre

s devient de plus

bout du premier, un bout du second, un
bout du premier, etc.) en est-il toujours
un?

Réponse. Non. Si on mélange deux
fois le méme nombre-univers par bouts
de longueur 1 (un chiffre du premier, un
chiffre du second, etc.), on n’a plus que
des chiffres doublés 115544..., ce qui
ne peut pas étre un nombre-univers,
puisque 123, par exemple, ne sera pas
présent.

Probléme 5. Existe-t-il toujours une
facon de faire le mélange par interpéné-
tration de deux nombres-univers de fagon
a obtenir un nombre-univers?

Réponse. Oui. Soit S et S’ deux
nombres-univers. On fait la liste de toutes
les séquences finies c,, C,, ..., Cy, ... ON
construit un nouveau nombre-univers S”
de la fagon suivante. On prend un bout
de S assez long pour que c, Yy soit pré-
sent (c’est possible, car S, par défini-
tion, contient une infinité de fois c,), on
prend un bout de S’ assez long pour
que c, soit dedans (c’est possible), on
prend un bout de ce quireste de S assez
long pour que c, soit dedans, etc. Par
construction, S” est un nombre-univers.

Probléme 6. Dans un nombre-uni-
vers, la probabilité de tomber sur un ‘1’
peut-elle étre nulle a I'infini?

Réponse. Oui. Le nombre-univers
transcendant évoqué plus haut
0,1020030000004... donne la réponse :
la probabilité de tomber sur un ‘1’ (ou un
‘2’, etc.) est nulle a l'infini, car les zéros
sont de plus en plus nombreux.
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